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内 容 简 介 


本 教材 第 2 版 为 普通 高 等 教育 "十 五 "国家 级 规划 教材 ,在 国内 同类 教材 中 有 着 非 
常 广泛 和 积极 的 影响 . 本 版 是 在 第 2 版 的 基础 上 经 过 较 大 的 修改 编写 而 成 的 ,内 容 得 
到 了 必要 而 合理 的 调整 ,逻辑 结构 更 加 清晰 明了 . 

本 教材 分 上 、 下 两 册 . 本 书 为 上 册 , 内 容 包 括 实数 和 数列 极限 .函数 的 连续 性 .函数 
的 导数 ,Taylor 定理 , 求 导 的 逆 运 算 . 函数 的 积分 .积分 学 的 应 用 , 多 变 ee 
性 .多 变量 函数 的 微分 学 ,以 及 多 项 式 的 插值 与 逼近 初步 (附录 ). 书 中 配 有 丰富 的 练 
题 , 可 供 学 生 巩 固 基础 知识 ;同时 也 有 适量 的 问题 .可 供 学 有 余力 的 学 生 练习 ,并 且 1 
后 附 有 问题 的 解答 或 提示 ,以 供 参 考 . 

本 书 可 供 综合 性 大 学 和 理工 科 院 校 的 数学 系 作 为 教材 使 用 .也 可 作为 科研 人 员 的 
参考 书 . 
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2008 年 ,为 庆祝 中 国 科 学 技术 大 学 建 校 五 十 周年 ,反映 建 校 以 来 的 办 学 
理念 和 特色 ,集中 展示 教材 建设 的 成 果 , 学 校 决定 组 织 编写 出 版 代表 中 国 科学 
技术 大 学 教学 水 平 的 精品 教材 系列 .在 各 方 的 共同 努力 下 , 共 组 织 选 题 281 
种 ,经 过 多 轮 、 严 格 的 评审 ,最 后 确定 50 种 入 选 精品 教材 系列 . 

五 十 周年 校庆 精品 教材 系列 于 2008 年 9 月 纪念 建 校 五 十 周年 之 际 陆续 
出 版 , 共 出 书 50 种 ,在 学 生 教师、 校友 以 及 高 校 同行 中 引起 了 很 好 的 反响 ,并 
整体 进入 国家 新 闻 出 版 总 署 的 “十 一 五 ”国家 重点 图 书 出 版 规划 . 为 继续 鼓励 
教师 积极 开展 教学 研究 与 教学 建设 ,结合 自己 的 教学 与 科研 积累 编写 高 水 平 
的 教材 ,学 校 决 定 , 将 精品 教材 出 版 作为 常规 工作 ,以 《中 国 科学 技术 大 学 精品 
教材 》 系 列 的 形式 长 期 出 版 ,并 设立 专项 基金 给 予 支持 . 国家 新 闻 出 版 总 署 也 
将 该 精品 教材 系列 继续 列 入 “十 二 五 ”国家 重点 图 书 出 版 规划 . 

1958 年 学 校 成 立 之 时 ,教员 大 部 分 来 自 中 国 科学 院 的 各 个 研究 所 . 作为 
各 个 研究 所 的 科研 人 员 , 他 们 到 学 校 后 保持 了 教学 的 同时 又 作 研究 的 传统 . 同 
时 ,根据 “全 院 办 校 , 所 系 结合 ”的 原则 ,科学 院 各 个 研究 所 在 科研 第 一 线 工作 
的 杰出 科学 家 也 参与 学 校 的 教学 ,为 本 科 生 授课 ,将 最 新 的 科研 成 果 融 入 到 教 
学 中 .虽然 现在 外 界 环境 和 内 在 条 件 都 发 生 了 很 大 变化 ,但 学 校 以 教学 为 主 、 
教学 与 科研 相 结合 的 方针 没有 变 . 正 因为 坚持 了 科学 与 技术 相 结合 、 理 论 与 实 
践 相 结合 .教学 与 科研 相 结合 的 方针 ,并 形成 了 优良 的 传统 , 才 培 养 出 了 一 批 
又 一 批 高 质量 的 人 才 . 

学 校 非常 重视 基础 课 和 专业 基础 课 教学 的 传统 ,也 是 她 特别 成 功 的 原因 
之 一 . 当今 社会 ,科技 发 展 突飞猛进 .科技 成 果 日 新 月 异 , 没 有 扎实 的 基础 知 
识 , 很 难 在 科学 技术 研究 中 作出 重大 贡献 . 建 校 之 初 ,华罗庚 、 吴 有 训 、 严 济 慈 
等 老 一 辈 科学 家 、 教 育 家 就 身体 力行 , 末 自 为 本 科 生 讲授 基础 课 . 他 们 以 渊博 
的 学 识 、 精 湛 的 讲课 艺术 、 高 尚 的 师 德 , 带 出 一 批 又 一 批 杰出 的 年 轻 教 员 ,培养 
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了 一 届 又 一 届 优 秀 学 生 .入 选 精品 教材 系列 的 绝 大 部 分 是 基础 课 或 专业 基础 
课 的 教材 ,其 作者 大 多 直接 或 间接 受到 过 这 些 老 一 辈 科学 家 、 教 育 家 的 教诲 和 
影响 ,因此 在 教材 中 也 贯穿 着 这 些 先 辈 的 教育 教学 理念 与 科学 探索 精神 ， 

改革 开放 之 初 , 学 校 最 先 选派 青年 骨干 教师 赴 西方 国家 交流 、 学 习 , 他 们 
在 带 回 先进 科学 技术 的 同时 ,也 把 西方 先进 的 教育 理念 、 教 学 方法 、 教 学 内 容 
等 带 回 到 中 国 科学 技术 大 学 ,并 以 极 大 的 热情 进行 教学 实践 ,使 “科学 与 技术 
相 结 合 、 理 论 与 实践 相 结 合 、 教 学 与 科研 相 结 合 ” 的 方针 得 到 进一步 深化 ,取得 
了 非常 好 的 效果 ,培养 的 学 生得 到 全 社会 的 认可 .这 些 教 学 改革 影响 深远 , 直 
到 今天 仍然 受到 学 生 的 欢迎 ,并 辐射 到 其 他 高 校 .在 入 选 的 精品 教材 中 ,这 种 
理念 与 尝试 也 都 有 充分 的 体现 . 

中 国 科学 技术 大 学 自 建 校 以 来 就 形成 的 又 一 传统 是 根据 学 生 的 特点 ,用 
创新 的 精神 编写 教材 .进入 我 校 学 习 的 都 是 基础 扎实 、 学 业 优秀 、 求 知 欲 强 、 勇 
干 探索 和 追求 的 学 生 , 针 对 他 们 的 具体 情况 编写 教材 ,才能 更 加 有 利于 培养 他 
们 的 创新 精神 .教师 们 坚持 教学 与 科研 的 结合 ,根据 自己 的 科研 体会 ,借鉴 目 
前 国外 相关 专业 有 关 课 程 的 经 验 ,注意 理论 与 实际 应 用 的 结合 ,基础 知识 与 最 
新 发 展 的 结合 ,课堂 教学 与 课外 实践 的 结合 ,精心 组 织 材料 、 认 真 编写 教材 ,使 
学 生 在 掌握 扎实 的 理论 基础 的 同时 , 了解 最 新 的 研究 方法 ,掌握 实际 应 用 的 
技术 ， 

入 选 的 这 些 精 品 教材 ,既是 教学 一 线 教师 长 期 教学 积累 的 成 果 , 也 是 学 校 
教学 传统 的 体现 ,反映 了 中 国 科学 技术 大 学 的 教学 理念 、 教 学 特色 和 教学 改革 
成 果 . 希 望 该 精品 教材 系列 的 出 版 ,能 对 我 们 继续 探索 科教 紧密 结合 培养 拔尖 
创新 人 才 ,进一步 提高 教育 教学 质量 有 所 帮助 ,为 高 等 教育 事业 作出 我 们 的 
贡献 ， 


系 -过 岗 


中 国 科学 技术 大 学 校长 
中 国 科学 院 院 十 
第 三 世界 科学 院 院士 


第 3 版 前 


了 


本 书 初版 于 1998 年 ,由 江苏 教育 出 版 社 出 版 ,第 2 版 于 2003 年 由 高 等 教 
育 出 版 社 出 版 .现在 这 一 版 则 是 在 第 2 版 的 基础 上 经 过 较 大 的 修改 编写 而 成 
的 .大 致 说 来 ,有 以 下 变动 : 

1. 经 过 近 十 年 的 教学 实践 ,我 们 发 现 原 书 为 介绍 计算 机 辅助 几何 设计 
(CAGD) 而 设置 的 第 5 章 ( 播 值 与 逼近 初步 )、 第 8 章 ( 曲 线 的 表示 和 逼近 ) 和 
第 15 章 ( 曲 面 的 表示 与 逼近 ) 作 为 数学 分 析 课 程 的 基本 内 容 不 是 必需 的 ,特别 
对 将 来 不 从 事 这 一 专业 学 习 的 读者 更 是 如 此 .因此 ,本 次 改编 时 把 这 三 章 内 容 
删 去 了 .当然 , 像 曲线 的 弧 长 .曲线 的 切 向 量 和 曲面 的 切 平面 等 基本 内 容 仍 会 
出 现在 相关 的 章节 中 .考虑 到 对 CAGD 或 相近 的 专业 有 兴趣 的 读者 的 需要 ， 
我 们 把 这 三 章 内 容 写 成 一 个 附录 放 在 书后 , 供 这 些 读 者 参考 . 

2. 原 书 对 积分 在 几何 学 中 的 应 用 只 讲 了 曲线 红 长 的 计算 ,其 他 如 计算 面 
以、 体积 和 侧面 积 等 常 要 用 到 的 知识 都 没有 提 及 ,这 次 修改 增加 了 与 此 相关 的 
内 容 . 

3. 为 了 使 学 生 在 大 学 一 年 级 时 能 学 完 徽 积分 的 基本 知识 ,改编 时 把 多 变 
量 微分 学 和 积分 学 部 分 放 在 无 穷 级 数理 论 前 面 来 讲 , 这 样 做 可 能 会 增加 学 习 
的 难度 ,但 还 是 值得 的 . 

4. 对 练习 题 和 问题 作 了 适当 的 调整 ,把 较 难 的 练习 题 改 成 了 问题 ,把 较 
多 的 问题 改 成 了 练习 题 . 另 外 还 新 增 了 一 些 练习 题 和 问题 . 

除了 上 面 这 些 明显 的 变动 外 ,还 改正 了 不 少 印刷 错误 .对 有 些 问 题 的 处 理 
也 作 了 改进 .这 里 就 不 再 一 一 叙述 了 . 

必须 重申 , 书 中 有 些 问 题 的 确 有 相当 的 难度 ,这 是 为 学 有 余力 的 读者 进 一 
步 提高 自己 的 能 力 而 设置 的 ,因而 读者 不 必 每 题 都 做 ,更 不 要 因为 有 儿 个 题目 
做 不 出 来 而 失去 信心 . 

在 过 去 儿 年 里 ,一 些 学 生 、 教 师 和 其 他 读者 都 曾 对 本 书 的 前 两 版 提出 过 不 
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少 有 益 的 建议 ,特别 是 北京 航空 航天 大 学 数学 与 系统 科学 学 院 的 邢 家 省 副 教 
授 的 一 些 建议 ,对 我 们 的 修改 很 有 帮助 . 借 此 机 会 对 邢 家 省 副教授 及 其 他 读者 
表示 我 们 真诚 的 谢意 . 


常 庚 哲 史 济 怀 
2012 年 4 月 于 中 国 科学 技术 大 学 


第 2 版 前 言 


“数学 分 析 ” 究 竞 应 该 包括 哪些 内 容 ,从 西方 和 东欧 各 国名 为 《数学 分 析 》 
的 书籍 来 看 ,一 直 没 有 十 分 明确 的 定义 ,但 是 在 我 国 , 它 作为 大 学 数学 系 的 一 
门 课程 的 名 称 , 通 党 包含 一 元 和 多 元 微分 学 和 积分 学 ,以 及 与 之 相关 的 内 容 . 
从 它 的 地 位 和 作用 ,从 所 占用 的 学 时 数 来 看 ,说 它 是 数学 系 最 重要 的 基础 课 ， 
是 当之无愧 的 . 

微 积分 已 有 三 百 多 年 的 历史 ,经 过 跨越 好 几 个 世纪 的 数学 巨匠 们 的 精 雕 
细 琢 , 千 锤 百 炼 ,已 经 形成 了 一 个 完整 的 ,精密 的 庞大 知识 宝库 . 随 着 时 代 的 进 
步 和 科学 技术 的 发 展 ,传统 数学 分 析 教 材 的 内 容 显得 比较 陈旧 ,只 有 极 少数 的 
儿 处 (例如 Bernstein 多 项 式 ) 涉 及 20 世纪 初 的 发 现 . 从 21 世纪 的 今天 来 看 ， 
这 种 反差 更 加 强烈 ,改革 数学 分 析 教 材 的 必要 性 日 益 显 露出 来 了 .在 有 些 新 出 
版 的 数学 分 析 教 科 书 中 ,引入 了 拓扑 空间 、 微 分 流 形 ,这 是 朝 “ 现 代 化 ”方向 走 
的 一 种 试验 .我 们 的 想法 则 是 在 保持 原 有 理论 水 平 的 基础 上 ,着 重 于 加 强 数 学 
分 析 同 现代 应 用 数学 的 其 他 分 支 学 科 的 联系 .这 样 做 既 不 会 加 重 学 生 的 负担 ， 
又 不 会 挤占 后 续 课 程 的 时 间 . 我 们 认为 ,任何 积极 的 改革 ,都 不 应 该 触动 其 中 
最 基础 的 理论 部 分 .回顾 20 世纪 50 年 代 和 70 年 代 以 抛弃 这 些 基本 理论 为 特色 
的 教学 改革 都 未 能 坚持 下 来 的 历史 ,我 们 会 变 得 聪明 起 来 ,不 再 干 那 种 蠢事 . 

何 琛 、 史 济 怀 、 徐 森林 三 位 教授 所 著 的 《数学 分 析 》( 共 三 册 ) 一 书 ,由 高 等 
教育 出 版 社 于 1985 年 公开 出 版 . 其 实 , 该 书 早 在 1985 年 以 前 ,就 以 讲义 的 形 
式 作 为 中 国 科 学 技术 大 学 数学 系 、 少 年 班 和 教改 试点 班 的 教材 . 至今, 这 套 教 
材 对 中 国 科学 技术 大 学 的 数学 教学 起 过 重要 的 作用 ,在 全 国 同类 教材 中 也 产 
生 了 积极 的 影响 . 

本 书 正 是 以 上 述 《 数 学 分 析 》 一 书 为 基础 写成 的 .这 中 间 融 合 了 二 十 多 年 
来 用 它 作为 教科 书 的 教学 经 验 , 同 时 也 参考 了 国内 外 同类 书籍 中 的 许多 名 著 . 
在 我 们 看 来 ,本 教程 有 如 下 特色 : 


1. 从 基本 理论 上 看 ,本 教程 不 但 包含 了 上 述 《 数 学 分 析 》 的 全 部 内 容 , 而 
且 在 许多 地 方 添加 了 新 的 材料 . 其 中 值得 一 提 的 是 ,在 单 变 量 的 积分 理论 中 ， 
我 们 证 明了 “Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 是 被 积 函数 在 积分 区 间 上 的 不 连 
续 点 的 集合 是 一 零 测 集 ”. 通 常 这 一 定理 是 “ 实 变数 函数 ”课程 中 的 内 容 , 但 是 
我 们 用 了 完全 属于 数学 分 析 的 技巧 加 以 处 理 . 有 了 这 一 定理 ,就 可 以 删 去 关于 
可 积 性 的 许多 讨论 ,从 总 体 上 来 看 反而 缩短 了 篇 幅 . 其 次 ,增加 了 二 元 凸 函数 
的 理论 和 应 用 ;采用 了 Peter Lax 对 圆 的 等 周 性 质 的 优美 证 明 ; 收 入 了 能 充满 
整个 正方 形 的 Schoenberg 的 连续 曲线 .至 于 更 加 系统 的 知识 的 补充 ,将 在 以 
下 作 详 细 介 绍 . 

2. 在 第 2 章 “ 函 数 的 连续 性 ?的 最 后 ,我 们 介绍 了 “混沌 现象 >, 叙述 并 证 
明了 李 天 岩 和 Yorke(1975) 的 “周期 3 蕴涵 混沌 ”的 著名 定理 .虽然 对 混沌 的 
研究 是 当今 数学 的 一 个 热门 分 支 ,但 是 在 它 的 生长 点 上 , 则 完全 是 “ 微 积分 
的 ”, 更 具体 地 说 ,只 不 这 是 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 性 质 的 巧妙 应 用 .过 去 ,人 
们 热衷 于 找 出 函数 迭代 的 表达 式 , 欢 喜 收 敛 的 迭代 .在 这 里 我 们 告诉 读者 , 研 
究 不 收敛 的 迭代 会 碰 到 一 些 非 常 育 特 的 现象 ,从 而 生长 出 新 的 理论 . 

3. 在 第 8 章 “ 曲 线 的 表示 和 逼近 ”中 ,我 们 介绍 了 计算 机 辅助 几何 设计 
(computer aided geometric design ,简写 为 CAGD) 中 广泛 使 用 的 Bézier 曲 
线 . 它 的 数学 基础 是 经 典 的 Bernstein 多 项 式 (1912 年 ). 过 去 ,在 很 多 数学 分 
析 书 中 也 介绍 过 Bernstein 多 项 式 , 主 要 是 用 来 作为 用 多 项 式 一 致 逼近 有 限 
闭 区 间 上 的 连续 函数 的 一 个 构造 性 的 证 明 . 在 逼近 论 中 ,研究 Bernstein 多 项 
式 的 文献 浩如烟海 ,但 由 于 它 的 收敛 速度 十 分 缓慢 ,直到 20 世纪 60 年 代 初 
期 ,逼近 论 的 专家 们 还 在 为 它 没有 任何 的 实际 应 用 而 悲叹 . 正 是 在 那个 年 代 ， 
由 法 国 的 工程 师 Bézier 创造 的 .后 来 被 人 们 称 为 BEzier 曲线 的 曲线 被 成 功 地 
运用 到 汽车 设计 之 中 ,已 成 了 当今 CAGD 和 CG (计算 机 图 形 学 ) 的 理论 基 
础 .人 们 发 现 ,所 谓 Bézier 曲线 (曲面 ) 只 不 过 是 向 量 值 形式 的 一 元 (或 二 元 ) 
Bernstein 多 项 式 , 而 Bézier 的 成 功 之 点 乃 是 他 充分 地 利用 了 Bernstein 多 项 
式 的 “ 保 形 性 质 ” 这 恰好 是 传统 的 数学 分 析 教 材 中 不 曾 谈 到 的 . 

第 10 章 介 绍 了 Bernstein 多 项 式 的 一 致远 近 性 质 , 这 是 因为 它 在 理论 上 
确实 有 着 重要 的 地 位 ;同时 第 5 章 还 研究 了 它 的 保 形 性 质 ,而 作为 曲线 理论 的 
一 部 分 内 容 , 第 8 章 讲 述 了 BEzier 曲线 .这 是 数学 科学 同 当 代 CAGD 与 CG 
技术 的 一 个 接口 .根据 我 们 的 经 验 , 在 课堂 上 讲述 这 一 部 分 内 容 时 气氛 最 为 活 
跃 , 最 能 激 起 学 生 的 热情 和 兴趣 .他 们 可 以 在 忠 脑 上 根据 BEzier 的 方法 随心 
所 欲 地 设计 自己 的 曲线 ,亲身 感受 到 数学 理论 的 威力 . 
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4. 在 空间 解析 几何 和 过 去 的 多 变量 函数 理论 中 ,学 生 都 要 学 习 曲 面 .但 
到 后 来 ,到 底 还 有 多 少 曲面 能 留 在 头脑 之 中 ? 无 非 是 炳 球面 .抛物 面 、 蕊 鞍 面 
se 在 本 书 第 15 章 中 ,我 们 介绍 了 Bernstein-Bézier 曲面 , 它 是 当代 CAGD 
和 CG 生成 曲面 的 重要 工具 .在 Bernstein 多 项 式 诞 生 半 个 世纪 之 后 ,是 工程 师 
而 不 是 职业 数学 家 为 它 找到 了 实际 的 应 用 ;而 工程 师 们 提出 的 “控制 多 边 形 ” 这 
种 非常 生动 的 几何 概念 ,又 被 数学 家 发 展 成 为 研究 多 元 过 8 近 理 论 的 有 力 方法 . 
数学 理论 的 深入 和 工程 技术 的 发 展 相互 促进 和 推动 的 例子 屡见不鲜 ,Bernstein 
多 项 式 和 CAGD、CG 之 间 的 关系 ,就 是 这 方面 的 一 个 有 说 服 力 的 例证 . 

5. 在 本 书 的 第 10 章 中 , 当 我 们 用 van der Waerden 方法 构造 处 处 连续 
而 处 处 不 可 微 的 函数 之 后 ,介绍 了 “分 形 儿 何 ” 的 大 意 .传统 的 数学 分 析 只 是 把 
这 个 例子 当成 一 个 “反例 ”, 当 作怪 物 . 而 我 们 在 这 里 试图 告诉 读者 :在 自然 界 
和 社会 的 现象 中 ,到 处 存在 着 这 种 不 规则 、 不 光滑 的 东西 . 

6. 混沌 理论 .CAGD 和 CG 技术 、 分 形 几 何等 都 是 当代 应 用 数学 的 十 分 
活跃 的 分 支 ,都 已 形成 了 各 自 的 完整 体系 .对 这 些 材 料 我 们 是 如 何 选 择 的 呢 ? 
我 们 的 原则 是 : 

(1) 只 在 这 些 学 科 的 “生长 点 ”上 进行 讨论 , “点 到 为 止 ”; 

(2) 不 作 一 般 的 空 泛 的 叙述 和 议论 ,务必 让 学 生 从 中 学 到 实质 性 的 数学 
思想 和 技巧 ; 

(3) 所 涉及 的 数学 必须 是 “ 纯 微 积分 的 ”, 不 再 牵扯 任何 其 他 高 深 知 识 ; 

(4) 涉及 的 数学 推导 必须 是 简洁 和 优美 的 . 

为 做 到 以 上 几 条 ,特别 是 后 三 条 ,我 们 必须 去 搜寻 那些 初等 和 简洁 的 证 
明 . 其 中 有 一 些 经 过 了 我 们 的 再 次 加 工 .例如 ,Bernstein 算 子 “ 磨 光 性 质 ” 的 
Kelisky-Rivlin 定理 (Pacific J. of Math. ,1967), 原 先 的 证 明 用 到 了 人 矩阵 的 
特征 值 和 特征 向 量 ,而 我 们 的 初等 证 明 , 只 有 短 短 的 几 行 . 

7. 对 经 典 的 定理 和 理论 ,我 们 也 作 了 一 些 新 的 处 理 .利用 CAGD 中 的 
“混合 函数 ”(blending functions) 方 法 ,把 微分 学 的 Lagrange 中 值 定理 .Cauchy 
定理 一 直到 Taylor 公式 的 证 明 ,统一 到 一 种 风格 之 下 , 变 得 较为 简洁 .在 证 明 
van der Waerden 函数 处 处 连续 而 处 处 不 可 导 的 时 候 , 我 们 采用 几何 方法 ,这 种 
方法 既是 非常 严格 的 ,同时 又 免 去 了 传统 证 明 中 一 系列 烦琐 的 区 间 表 示 . 

8. 精 先 了 例题 和 习题 .我 们 更 换 了 不 少 例题 ,对 保留 下 来 的 例题 ,也 尽量 
寻找 比较 简单 的 解法 .凡是 一 个 例题 也 能 用 初等 方法 来 解决 的 ,同时 也 列 出 了 
初等 的 解法 ,以 引导 和 鼓励 读者 尽 可 能 用 最 少 的 知识 来 解决 问题 .特别 应 当 提 
到 的 是 :我 们 补充 了 大 量 的 习题 ,其 中 一 部 分 有 一 定 的 难度 .我 们 把 习题 分 作 
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两 大 类 :练习 题 和 问题 ,前 者 是 基本 的 定理 和 理论 的 直接 应 用 ,一 般 不 需要 太 
多 的 技巧 ,而 后 者 则 有 相当 的 挑战 性 .也 许 我 们 认为 较 难 的 题目 ,一 些 聪明 的 
学 生 , 可 能 会 给 出 很 简单 的 解法 .有 些 习题 同时 也 是 正文 的 扩充 ,是 本 书 的 一 
个 有 机 组 成 部 分 . 

9. 在 写作 风格 上 ,我 们 很 不 赞成 一 些 数学 书 中 的 所 谓 “ 标 准 写法 ”, 那 些 
语言 像 是 一 封 电码 ,没有 任何 感情 色彩 .我 们 力图 把 读者 当成 自己 的 朋友 , 平 
等 对 话 , 九 九 谈 心 . 

本 书 与 过 去 已 有 的 同类 教材 相 比 有 着 较 大 的 差别 ,内 容 有 不 少 更 新 ,篇 幅 
也 随 之 加 大 . 究竟 该 讲授 些 什 么 ,不 讲授 些 什么 ,一 个 有 经 验 的 教师 完全 可 以 
针对 受 教育 者 的 情况 和 允许 的 教学 课时 数 作 出 取信 .文字 可 以 多 写 , 讲 课 可 以 
少 讲 , 给 学 生 留 有 自己 阅读 的 余地 . 

习题 的 分 量 是 过 多 了 一 些 , 这 也 要 请 任课 的 老师 们 根据 学 生 的 情况 适当 
地 选择 .初学 者 应 当 在 教师 的 指导 下 做 练习 ,不 必 题 题 都 做 ;更 不 要 因为 有 几 
个 题目 做 不 出 来 而 失去 信心 . 

本 书 是 在 1998 年 江苏 教育 出 版 社 出 版 的 《数学 分 析 教 程 》 的 基础 上 作 了 
较 大 的 改动 编写 而 成 的 .经 过 几 年 的 教学 实践 ,我 们 发 现 原 书 第 二 册 中 的 隐 映 
射 定理 、 送 映射 定理 对 初学 者 较 难 ,这 次 修订 把 这 些 内 容 和 和 较 易 接受 的 无 穷 级 
数 和 反常 积分 交换 了 次 序 , 使 学 生 在 最 后 一 学 期 才 讽 到 这 些 较 难 的 概念 .一些 
定理 的 证 明 简 化 了 ,例如 关于 可 积 性 的 Lebesgue 定理 ,现在 的 证 明 比 原 书 更 
简单 了 . 原 书 中 的 “问题 ”使 不 少 读者 望而却步 ,这 次 修订 删 去 了 一 些 过 于 困难 
的 题目 ,同时 增加 了 一 个 附录 “问题 的 解答 或 提示 ”, 目 的 是 使 有 志 寺 做 一 些 难 
题 的 读者 知道 从 何 处 入 手 . 

在 写作 本 书 的 时 候 , 我 们 参考 了 国内 外 与 数学 分 析 相 关 的 许多 优秀 著作 ， 
在 此 如 不 一 一 列 名 致谢 . 

在 写作 本 书 的 时 候 , 得 到 了 中 国 科学 技术 大 学 主管 教学 的 负责 同志 和 数 
学 系 负责 同志 的 热情 鼓励 和 大 力 支持 ,作者 们 在 此 谨 对 他 们 表示 诚 吉 的 感谢 . 
有 着 数学 分 析 课 程 多 年 辅导 经 验 的 王建 伟 同志 ,对 本 书 的 写作 提出 了 许多 宝 
贵 的 意见 ,并 为 本 书 增添 了 许多 习题 ,使 本 书 增色 不 少 . 

团 于 作者 们 的 水 平和 经 验 , 缺 点 和 错误 在 所 难免 .欢迎 广大 读者 对 本 书 多 
提 意 见 . 


常 庚 哲 史 济 怀 
2002 年 9 月 于 中 国 科学 技术 大 学 
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第 1 章 实数 和 数列 极限 


粗略 地 说 ,数学 由 三 个 大 的 分 支 一 一 几何 学 、 代 数学 和 分 析 学 组 成 .它们 有 着 
各 自 的 研究 对 象 . 内 容 和 方法 ,同时 又 互相 依赖 和 渗透 .分 析 学 是 从 “ 微 积 分 "开始 
的 .虽然 在 古代 已 经 产生 了 微 积分 的 朴素 的 思想 ,但 是 作为 一 门 学 科 , 微 积分 则 建 
立 于 17 世纪 下 半 叶 .在 这 一 方面 ,英国 ,法国 和 德国 的 数学 家 们 作出 了 杰出 的 贡 
献 . 创立 微 积分 的 大 师 们 着 眼 于 发 展 强 有 力 的 方法 ,他 们 虽然 解决 了 许多 过 去 被 认 
为 是 无 法 攻克 的 难题 , 却 未 能 为 自己 的 方法 莫 定 无 懈 可 击 的 理论 基础 .这 就 引起 了 
长 达 一 个 多 世纪 的 混乱 和 争论 ,直到 19 世纪 初 才 玉 字 澄清, 一切 混乱 .误解 的 阴 手 
才 为 之 一 扫 . 这 主要 是 由 于 有 了 严格 的 极限 理论 ,以 及 这 一 理论 所 依赖 的 “实数 体 
系 的 连续 性 "得 以 确定 . 

本 书 书 名 为 《数学 分 析 教 程 》, 正 是 研究 微 积分 学 的 原理 和 应 用 ,因此 我 们 得 从 
实数 理论 和 数列 的 极限 理论 谈 起 . 


1.1 实 数 


在 中 学 里 ,大 家 已 经 学 习 过 有 理 数 , 任 何 有 理 数 + 都 可 以 表示 为 两 个 整数 
之 商 : 
-2 
2, 
式 中 p,9 都 是 整数 , 且 q 关 0. 大 家 还 知道 :有 理 数 经 过 加 、 减 、 乘 . 除 ( 除 数 不 能 
是 0) 四 则 运算 之 后 仍 为 有 理 数 . 据 此 , 称 全 体 有 理 数组 成 一 个 数 域 .就 是 说 ,仅仅 
通过 四 则 运算 ,我 们 不 可 能 从 有 理 数 得 到 别 的 东西 . 


r 
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那么 有 理 数 是 如 何 产生 的 ? 让 我 们 从 整数 说 起 . 

我 们 说 桶 内 有 5 升水 ,这 说 明 桶 内 水 的 含量 ,这 个 量 是 由 数 “5” 和 单位 “ 升 "来 
共同 表达 的 .所 以 数 是 反映 量 的 ， 是 量 的 抽象. 量 匹 非 是 多 究 、 长 短 和 大 小 是 比较 
出 来 的 .例如 ,2 匹 马 .5 只 羊 ,这 是 量 的 多 赛 , 是 可 以 数 的 量 . 似 乎 可 以 说 ,由 这 种 可 
数量 的 多 寡 比 较 产 生 了 自然 数 1,2,3,…. 但 自然 数 远 远 不 足以 度量 长 得 ,这 是 因 
为 长 短 是 连续 变化 的 ,这 种 “连续 ”的 量 与 上 述 “ 可 数 ” 的 或 “离散 ”的 量 有 根本 区 别 . 
人 们 想到 ,规定 一 个 标准 长 叫 “ 一 尺 ”, 一 切 长 度 拿 来 与 这 个 标准 长 作 比 较 ,就 产生 
了 有 尽 小 数 的 概念 ,如 3 尺 2 寸 5 分 , 即 3.25 尺 .大 小 就 是 面积 或 体积 的 比较 ,而 
面积 是 长 度 的 平方 ,体积 是 长 度 的 立方 .因此 要 用 数 反映 量 , 归 根 到 底 , 就 是 要 创造 
出 足以 反映 一 切 长 短 的 全 部 数 来 .也 就 是 说 ,规定 了 标准 的 单位 长 以 后 ,每 一 个 线 
段 都 相应 有 一 个 数 表示 其 长 短 ,并 且 数 与 数 的 关系 能 反映 线段 的 长 短 关 系 . 

那么 有 尽 小 数 是 否 能 度量 一 切线 段 的 长 度 呢 ? 远 远 不 能 .例如 ,把 22 尺 布 分 
给 7 个 人 ,每 人 得 22/7 尺 ,这 个 数 不 能 用 有 尽 小 数 来 表示 ,而 是 


学 = 3.142 857， 


即 无 尽 循环 小 数 . 这 是 因为 用 7 除 22, 除 不 尽 , 产 生 余 数 1; 再 除 ,产生 余数 3. 如 此 
下 去 ,每 次 所 余 只 能 是 0,1,…,6 这 七 个 数 之 一 .因此 最 多 除 7 次 必得 重复 出 现 的 
余数 . 如 果 重 复出 现 的 余数 是 0, 就 得 有 尽 小 数 ,不然 就 得 无 尽 循环 小 数 .由 此 我 们 
可 得 一 般 的 结论 :分 数 都 是 有 尽 小 数 或 无 尽 循环 小 数 . 
那么 有 尽 小 数 或 无 尽 循环 小 数 是 不 是 一 定 是 分 数 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 例如 
3.25 = 3 = 3. 
100 ”4 

无 尽 循环 小 数 3. 142 857 通过 下 面 的 方法 也 可 写成 分 数 : 记 

3.i42857 = 3 + a， 


其 中 a =0.142 857 ,那么 10su = 142 857 + w ,于 是 
_ 142857 _ 142857 _ 1 


~ 10-1 999999 ”7， 


所 以 


。 加 1_22 
3.142857 = 3 十 7 = 7 


由 以 上 讨论 知道 ,任何 分 数 一 定 是 有 尽 小 数 或 无 尽 循环 小 数 ,反之 亦 然 .那么 
分 数 能 和 否 度 量 一 切线 段 的 长 度 呢 ? 仍 是 远 远 不 能 ! 
我 们 知道 ,两 条 直角 边 均 为 1 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 为 V2. 这 个 数 就 不 是 一 个 
。2 。 
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分 数 .事实 上 ,如 果 V2 是 分 数 , 即 


V2 二 了 
其 中 p,d 是 无 公 因 子 的 正 整数 ,那么 
p’* = 24’， 


即 p? 是 偶数 ,因而 p 也 是 偶数 . 设 p = 2k(k 是 一 自然 数 ), 代 入 上 式 ,得 4k? = 
292? , 即 

d2 = 2K2， 
所 以 q 也 是 偶数 ,于 是 p,q 有 公 因 子 2, 这 与 p,q 没有 公 因 子 的 假设 矛盾 ,所 以 V2 
不 是 一 个 分 数 . 

但 是 我 们 也 不 是 对 V2 一 无 所 知 ,我 们 知道 它 在 1 与 2 之 间 ; 算 得 精确 些 ,知道 
它 在 1.4 与 1.5 之 间 ; 再 精确 些 , 它 在 1.41 与 1.42 之 间 ; 再 精确 些 , 它 在 1.414 与 
1.415 之 间 …… 也 就 是 说 ， 

V2 = 1.41421…， 
它 不 是 有 尽 小 数 ,也 不 是 无 尽 循环 小 数 , 否 则 它 就 是 分 数 了 . 

于 是 我 们 看 到 ,用 标准 长 去 量 一 切线 段 ,只 能 出 现 上 述 三 种 情况 : 量 得 尽 , 得 长 
为 有 尽 小 数 ; 量 不 尽 , 出 现 循环 ,得 长 为 无 尽 循环 小 数 ; 量 不 尽 , 且 不 出 现 循环 ,得 无 
尽 不 循环 小 数 .对 第 三 种 情况 ,我们 自然 用 量 得 的 无 尽 不 循环 小 数 表示 该 线段 的 长 
度 .也 就 是 说 ,在 分 数 ( 有 尽 或 无 尽 循环 小 数 ) 的 基础 上 ,再 补充 无 尽 不 循环 小 数 ,就 
可 以 度量 一 切线 段 的 长 度 了 . 

我 们 把 0, 二 1, 土 2,… 叫 作 整数 ;把 0 和 正 负 分 数 ( 整 数 也 是 分 数 ) 叫 作 有 理 数 ， 
因而 有 理 数 包括 0、 正 负 有 尽 小 数 和 无 尽 循环 小 数 ; 把 正 负 无 尽 不 循环 小 数 叫 作 无 
理 数 . 有 理 数 和 无 理 数 统称 为 实数 .有 尽 小 数 显然 也 可 看 作 特 珠 的 无 尽 循环 小 数 ， 
例如 

1.25 = 1.2500… = 1.249 9.…. 
这 样 , 实 数 就 是 全 体 无 尽 小 数 . 

今后 我 们 用 Z 记 全 体 整 数 ,N 记 自 然 数 ,N’ 记 全 体 正 整数 ,Q 记 全 体 有 理 数 ,R 
记 全 体 实数 ,R\Q 记 全 体 无 理 数 . 

构造 了 实数 以 后 ,我 们 就 可 以 建立 数 轴 . 在 直 
线 1( 图 1.1) 上 任 取 一 点 O 当 作 原点 ,再 取 一 个 线 @ 01 P 
段 当 作 单 位 长 ,以 此 单位 长 从 原点 开始 往 右 量 , 量 图 1.1 
得 线段 OP 的 长 为 x, 则 以 x 表示 己 点 , 叫 作 已 点 
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的 坐标 . 以 此 单位 长 从 原点 开始 往 左 量 , 量 得 线段 OQ8 的 长 为 x , 则 以 -x' 表 示 Q 
点 , 叫 作 Q 点 的 坐标 .这 样 ,! 上 每 一 点 都 对 应 一 个 实数 , 即 该 点 的 坐标 , ! 叫 作 数 
轴 . 有 了 数 轴 就 可 以 建立 平面 和 空间 坐标 系 ,从 而 就 可 以 建立 解析 几何 学 . 

至 此 .问题 还 没有 完 . 数 轴 上 每 一 点 都 对 应 一 个 实数 为 其 坐标 ,那么 每 一 实数 
是 否 都 是 数 轴 上 某 点 的 坐标 呢 ? 也 就 是 说 ,全 体 实 数 是 否 正 好 充满 整个 数 轴 ? 答 
案 是 肯定 的 ,但 严格 的 证 明 要 等 证 明了 闭 区 间 套 定理 (定理 1.5.2) 之 后 才能 给 出 . 
但 对 任何 有 理 数 p/9 ,很 容易 找到 数 轴 上 和 和 它 对 应 的 点 :把 单位 长 度 分 成 9 等 份 ， 
找 出 代表 179 的 那 一 点 ,由 此 便 容易 找 出 代表 p/9 的 那 一 点 . 

对 固定 的 正 整数 9, 让 p 取 遍 所 有 的 整数 ,那么 P/4 这 些 数 把 数 轴 分 成 一 些 
长 度 为 1/9 的 区 间 . 每 一 个 实数 x 位 于 这 些 区 间 中 的 一 个 区 间 , 这 就 是 说 ,对 任意 
固定 的 实数 x ,一定 可 找 出 一 个 整数 p ,使 得 


Pero2+l, 
9 4 


这 个 不 等 式 等 价 于 


由 此 得 


区 一 三 | < 工 . 
qd q 
由 于 4 是 任意 取 定 的 正 整数 ,我 们 可 以 事先 把 4 取得 充分 大 ,以 至 使 1/9 小 于 我 
们 预想 的 值 .上 面 那个 不 等 式 表明 :每 一 个 实数 都 能 用 有 理 数 去 通 近 到 任意 精确 的 
程度 . 
不 等 式 在 数 轴 上 的 表示 是 非常 形象 的 :a 二 b 意 即 a 在 b 的 左边 . 设 a 二 b, 所 
有 在 a 与 b 之 间 的 点 的 集合 称 为 开 区 间 ,我 们 写 为 
(a,b) = {x:a <x<b}. 
闭 区 间 [a ,bj] 是 由 开 区 间 (a,b) 添 上 两 个 端点 而 组 成 的 , 即 
[a,b]j= {x:a xb}. 
半 开 或 半 闭 的 区 间 (a ,bj 或 [a,b) 可 类 似 地 定义 . 记 R=(~-%,+ %), 对 a€ER， 
定义 
(wo,a]= {xXER:xCa}), (a,+%)= {xER:x a). 


一 个 数 x 的 绝对 值 是 指 它 到 原点 的 距离 , 记 为 |x|. 点 x 与 y 之 间 的 距离 是 
1x 一 y|. 对 任何 实数 x 与 y, 我 们 有 
-lx|l<x<lx|, -lyl|<y<<ly|, 
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把 这 两 个 不 等 式 相 加 ,得 到 
-xl+lyhD 委 x+y 委 lzl+lyl， 
这 等 价 于 
1x+y| 委 1x1+|7y| 
这 个 不 等 式 称 为 三 角形 不 等 式 .容易 证 明 , 式 中 等 号 成 立 的 条 件 是 x 与 》 中 至 少 有 
一 个 等 于 0, 或 者 与 y 有 相同 的 正 负 号 . 

我 们 说 R 中 的 数 集 E 在 R 中 是 秽 密 的 ,如 果 在 任意 两 个 实数 间 必 有 EE 中 的 
一 个 数 . 

上 面 这 段 讨论 说 明 , 有 理 数 集 Q 在 R 中 是 稠密 的 . 

前 面 我 们 证 明了 V2 是 无 理 数 ,那么 V3,V5 是 不 是 也 是 无 理 数 ? 答案 是 肯定 的 ， 
下 面 就 给 出 证 明 . 

例 1 证 明 : 车 nEN’ 且 nn 不 是 完全 平方 数 ,那么 Vn 是 无 理 数 . 

证 明 ”用 反 证 法 .假设 Vn = p/9, 其 中 p,q9EN" .由 于 nn 不 是 完全 平方 数 , 故 
有 mEN"” ,使 得 m 二 p/g 二 m +1, 由 此 得 到 0 二 p 一 mg 二 9. 在 等 式 p:= ng 的 
两 边 都 减 去 mpg ,得 到 p? - mpqg = nq” 一 mp9q ,这 等 价 于 

Pn mp 
q pp-mq 
令 pi=ng-mp:qi=p-md: 由 于 diEN 且 9qg<9qg, 所 以 PEN 且 D<Pp. 对 
等 式 
PP 
q qi 
反复 地 进行 同样 的 讨论 ,可 以 得 出 两 串 递 减 的 正 整数 列 
p>pPp>p>p>% 5 4q>q>q>q > 


使 得 

p_ipPp_Pp:_pP 

q di q2 93 
这 是 不 可 能 的 ,因为 从 p 或 9 开始 的 正 整数 不 可 能 无 止境 地 递减 下 去 .这 就 证 明了 
Vn 不 可 能 是 有 理 数 . 0 


上 行 中 所 用 的 记号 “0 ”表示 待 证 明 的 命题 已 经 证 明 完 毕 . 
上 述 证 明 中 所 用 到 的 方法 , 叫 作 无 穷 递 降 法 . 这 是 在 初等 数论 中 常用 的 一 种 
方法 . 
数 的 产生 和 发 展 是 由 计数 和 量 测 的 需要 而 促成 的 .因此 ,如 果 我 们 只 局 限于 有 
。5 。 
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理 数 范围 , 那 就 不 得 不 承认 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 是 无 法 量 测 的 .不 言 而 喻 ， 
我 们 不 可 能 作出 这 样 的 结论 ,因为 任何 度量 几何 都 不 可 能 建立 在 这 样 的 基础 之 上 . 
只 能 承认 ,局 限 在 有 理 数 的 范围 之 内 ,我 们 无 法 给 数 轴 上 的 每 一 个 点 规定 一 个 数 . 
也 就 是 说 ,为 了 度量 的 需要 , 光 有 有 理 数 还 是 不 够 的 . 这 就 迫使 我 们 增添 一 类 新 
数 一 一 无 尽 不 循环 小 数 , 我 们 称 之 为 无 理 数 ,有 理 数 和 无 理 数 合 起 来 统称 为 实数 . 
这 样 实数 和 数 轴 上 的 点 就 建立 了 一 一 对 应 ,或 者 说 ,全 体 实数 正好 充满 了 数 轴 . 这 
一 事实 称 为 实数 的 连续 性 . 

定义 实数 的 方式 有 好 多 种 .通过 无 尽 小 数 来 定义 实数 只 是 其 中 的 一 种 ,而 且 是 
比较 简单 和 直观 的 一 种 ,因为 它 同 通常 的 测量 过 程 相关 .需要 指出 的 是 ,实数 的 连 
续 性 和 数 轴 的 连续 性 是 一 回 事 , 这 实际 上 是 一 条 公理 .我 们 并 未 涉及 实数 公理 化 的 
研究 ,因为 我 们 觉得 对 学 习 数 学 分 析 来 说 ,这 里 介绍 的 基本 内 容 已 经 够 用 了 . 


练习 题 1.1 


1. 设 a 为 有 理 数 ,b 为 无 理 数 .求证 :a +b 与 a~b 都 是 无 理 数 ; 当 a 关 0 时 ,ab 与 b/a 也 是 
无 理 数 . 
. 证 明 ; 两 个 不 同 的 有 理 数 之 间 有 无 限 多 个 有 理 数 ,也 有 无 限 多 个 无 理 数 . 
. 证 明 :yZ 是 无 理 数 . 
. 证 明 :V2+Vv3 是 无 理 数 . 
. 在 平面 直角 坐标 系 中 , 当 x 和 y 都 是 有 理 数 时 , 称 点 (x,y) 为 有 理 点 .证 明 : 圆 周 
(x 一 V2)*+ y*=2 上 只 有 了 唯一 的 有 理 点 . 
6. 证 明 : 任 何 有 理 数 都 可 以 表示 为 有 尽 小 数 或 无 尽 循环 小 数 ; 无 尽 循环 小 数 一 定 是 有 理 数 . 
7. 0.101 001 000 100 001 0… 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ? 
8. 把 下 列 循环 小 数 化 为 分 数 : 
0.249 99…， 0.375， 4.518. 
9. 逐步 地 写 下 所 有 的 正 整数 以 得 到 下 面 的 无 尽 小 数 : 
0.123 456 789 101 112 131 4…. 


上 


问 它 是 有 理 数 吗 ? 
10. 证 明 : 
(1) 若 ++svV2=0, 其 中 r,s 是 有 理 数 , 则 +=s=0; 
(2) 车 r+sV2+ 1V3=0, 其 中 r,s,t 是 有 理 数 , 则 r=s=1=0. 
11. 设 n 之 2, 实 数 a1,a,,…,a, 都 大 于 一 1, 并 且 它 们 有 着 相同 的 符号 .证 明 : 


(1+aD)D(ll+tas) (lt+a,)>l+alt+ast+ "+a,. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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设 a1;4az，…,a,《n 之 2) 都 是 正 数 , 且 al + az+…+ar<l. 证 明 : 
1 >1[a+tad>1+ Da 
1 二 Da k=1 
2 一 1 >TIa-oy>i- Pa. 
1 + >a, k=1 
设 aa "dn 为 实数 . 证 明 不 等 式 : 
|3a|< > | ai |, 
并 指明 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . 
求证 : 


(1) 


max(a,b) = a+b, 


min(a,b) = at+b la-bl 
3 2 3 


并 解释 其 几何 意义 . 
设 ”个 分 数 全 ,全 ,全 的 分 母 忆 bsBbn 都 大 于 零 .证 明 ,合十 全 全 介 于 这 
二 分 类 的 最 了 仁 丰 最 大 信之 则 . 
设 n=2,3,…,x 之 一 1 且 x 头 0. 求 证 :(1+x)" 沁 1 + nx. 
(提示 :用 数学 归纳 法 .) 
设 xy 过 0,70 7 为 正 整数 . 求证 : 

x "my" +x "yx 十 yy” 


等 号 当 且 仅 当 x=》 时 成 立 . 


问题 1.1 


. 设 非 负 整数 a,b 使 得 9 二 必 为 整数 .求证 :这 个 整数 必 是 某 一 整数 的 平方 . 


(本 题 是 1988 年 第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 的 试题 ,有 11 名 中 学 生 给 出 了 正确 的 证 
明 ,我 国 的 6 名 参赛 选手 中 有 2 人 此 题 得 了 满分 . ) 


. 设 n 为 正 整数 ,是 X 之 0,y 之 0. 求 证 : 当 n>1 时 ， 


Xx" + y" Xx 十 y nn 
> (7 ). 
等 号 当日 仅 当 x =y 时 成 立 . 


» 设 dda , 且 站 委 凡 委 …< 委 局 .证 明 Chebychev( 切 比 雪 夫 ,1821 一 1894) 不 等 式 ， 
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本 n 


Dai2b 二 > ab 

4. 设 Qa bb 人 eb .并 且 bi 十 b;, 十 二 了。 =0. 求 证 : 2 aib; 之 0. 
5. 已 知 素数 的 个 数 是 无 限 的 .考虑 无 尽 小 数 x =0.a1asa3…, 其 中 

4。= | 半数 时 ， 


问 :x 是 有 理 数 吗 ? 
6. 已 知 圆周 率 *=3. 141 592 653 589 7 …. 求 证 : 若 正 有 理 数 p79 比 355/113 更 接近 于 r, 则 


gq>16 586. 
7. 设 xo=0,x1,…,Xx, 都 是 正 数 , 且 满 足 
Xi1+…+xXn= 1. 
证 明 : 


5S) Xi 区 
i=1 VI+xot+e + Xi VXi tt x 2 
. 对 任意 给 定 的 实数 x ,证明 :存在 无 穷 多 个 有 理 数 p/q (gq 之 0), 使 得 


+- 卫 |< 
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1.2 数列 和 收敛 数列 


一 个 数列 ,正如 其 词义 所 表达 的 ,是 指 一 个 接着 一 个 并 且 永 无 尽头 的 数 的 排 

列 .例如 

1.2.3.……. Po; 
11..1..., 
"DA 

1,—1,1,—1,.,C— 1)"!,. 
这 些 都 是 数列 .数列 的 最 一 般 的 表示 是 

Cl 

其 中 ae， 中 的 下 标 n 指明 了 这 一 项 在 数列 中 的 位 置 .a, 被 说 成 是 这 个 数列 的 第 n 
项 ,也 称 作 数 列 的 通 项 .为 节约 书写 起 见 , 数 列 常常 记 为 {a,) ,这 里 的 下 标 n 依次 
地 取 遍 正 整 数 集 N .下 标 n 不 具有 实质 性 的 意义 ,这 样 的 符号 称 为 哑 符 号 . 因此 ， 
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上 述 数 列 也 可 以 记 为 {a，} ,下 标 m 依次 地 取 遍 正 整 数 集 N" .注意 :数列 中 可 以 出 
现 若干 相等 的 项 ,其 至 所 有 的 项 都 可 以 相等 . 

在 数列 中 ,特别 值得 重视 的 是 所 谓 “ 收 敛 数 列 ”. 粗略 地 讲 ,收敛 数列 具有 这 样 
的 性 质 : 当 n 变 得 越 来 越 大 时 ,项 a, 就 越 来 越 接近 某 一 个 常数 a .这 种 现象 在 实际 
中 是 经 常 出 现 的 .我 们 可 以 人 为 地 作出 下 面 这 个 收敛 数列 的 例子 ， 

al = 0.300 00…， 
a2 = 0.330 00…， 


ses. 
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an = 0.333 33…330…， 
oy 


a 个 


很 明显 , 当 n 越 来 越 大 时 ,项 we, 将 与 实数 0.333… = 1/3 越 来 越 近 . 

我 们 不 得 不 承认 ,上 述 关于 收敛 数列 的 说 法 ,不 但 含糊 不 清 , 而 且 会 招致 误解 . 
什么 叫 作 “ 越 来 越 大 ”? 什么 叫 作 ”* 越 来 越 近 ”? 如 果 只 停留 在 这 种 说 法 上 ,任何 科 
学 的 、 有 价值 的 讨论 都 不 可 能 进行 下 去 .我 们 必须 给 出 一 个 明确 的 定义 . 

定义 1.2.1 设 {a,} 是 一 个 数列 ,a 是 一 个 实数 . 如 果 对 任意 给 定 的 s 之 0, 存 
在 一 个 NEN' ,使 得 当 靖 六 N 时 ,有 


| av 一 4 1<e， (1) 
就 说 数列 {a,} 当 rn 趋向 无 穷 大 时 以 a 为 极限 , 记 成 
lima, = a， 


也 可 以 简 记 为 a 一 a (tn 一 ). 我 们 也 说 数列 {a,} 收 傅 于 a. 存 在 极限 的 数列 称 为 
收敛 数列 ;不 收敛 的 数列 称 为 发 散 数列 . 
现在 再 来 考察 出 现在 定义 1.2.1 前 的 那个 数列 1a,}. 由 于 


因 一 0 ,| = | 0.333.….3.… — 0.33.….330.… | 
3 ~ 
nn 个 
二 0 00.…033.…. 二 1 x 0 33.….3.…， 一 1 
-一 一 10° . 3 x 10"° 


因此 对 任意 给 定 的 e 守 0, 取 N=[1/e]+1( 这 里 记号 [xj] 表示 不 超过 x 的 最 大 整 
数 ), 当 nN 时 , 便 有 


3 
3 nn 


1 1 1 1 
3x10 “10 ~“n Ne 
这 就 严格 地 证 明了 : 当 n 趋向 于 无 穷 大 时 ,数列 ea, 以 1/3 为 其 极限 . 


由 于 极限 是 一 个 十 分 重要 的 概念 ,我 们 对 定义 1.2.1 应 当 有 更 深入 的 考虑 . 
。9 。 
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(1) 在 定义 1.2.1 中 , 正 数 。 必须 是 任意 给 定 的 ,不 能 用 一 个 很 小 的 正 数 来 代 
蔡 . 所 谓 “ 任 意 ”, 着 重 强调 的 是 “任意 小 ”的 方面 ,而 不 是 “任意 大 " 那 一 方面 .很 显 
然 , 若 在 定义 1.2.1 中 把 “对 任意 给 定 的 之 0” 改 成 “对 任意 给 定 的 e€ (0,1/2)”， 
其 他 词句 不 作 改变 ,仍旧 可 以 作为 数列 收敛 的 定义 . 

(2) 当 正 数 s 给 定之 后 ,满足 要 求 的 N 通常 是 与 有 关 的 . 一般 来 说 , 当 e 变 
小 时 ,相应 的 N 将 变 大 . 很 明显 ,如 果 NEN' 满足 |a, -al 过 es 的 要 求 ,那么 
N+1,N +2,N+3,… 都 能 满足 |a. 一 a | 二 e 的 要 求 .在 证 明 数 列 收敛 的 时 候 ,我 
们 重视 的 是 满足 条 件 的 N 的 存在 性 ,并 不 需要 找 出 满足 要 求 的 最 小 的 正 整 数 . 

这 里 举 几 个 证 明 数 列 极限 的 例子 . 


例 1 证 明 : 
. 3Vn+l1_ 3 
lim>Y4—— = . 
证 明 因为 
et -|- 5  _ 5 
2vn-1 2 4vn-2 2Vn+2(Vn -1) 
5 3 
a 
所 以 ,对 任意 给 定 的 s 盖 0, 只 要 取 N= [9/e2z] , 当 正 整数 m>N 时 , 便 有 
3vn+l_ 3|_- 3. 
-站 < 充 <。 - 
例 2 证 明 : 对 任意 的 正 数 c 盖 0, 有 
lm = 0 
证 阴 ”人 先 设 a 写 1. 这 时 
lL 0 = 二 < 二 
n “ 天 


对 任意 的 se>0, 取 N=Ll/e], 当 正 整 数 ” 盖 N 时 , 便 有 
1 1 
产 -9|< 二 < 
这 就 对 a 之 1 的 情形 证 明了 结论 . 
现 设 0 二 a 过 1, 总 可 以 找到 mEN* ,使 得 ma>1. 由 于 (1 ) 收 敛 于 0, 故 对 


任意 给 定 的 es 盖 0, 存 在 N ,使 得 当 站 >N 时 ,有 1/n™ 二 e” ,这 等 价 于 1/n* 二 e. 所 
以 ,可 以 断言 :对 一 切 < 盖 0, 有 
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limL = 0. 
n=-~ hn 

例 3 当 |9g1 到 1 时 ,求证 ; 
lim gq" = 0. 

证 明 当 9g=0 时 ,结论 显然 成 立 . 设 0 和 19g1 过 1, 则 


“= -1 _1>0. 
lal 


由 二 项 式 展开 ,可 见 
(1 + a)” = 1+ na + HE Ho + > na. 


由 此 得 出 


] 1 
ia) ~ na 


因此 ,对 任 给 的 E>0, 只 要 取 N= [1/(ae)], 当 n>N 时 , 必 有 


lq"-0|=igql"= 


| q" < 走 < 疯 < 0 
例 3 也 可 用 一 个 更 简单 的 方法 来 做 :要 使 
| 4 |” < e， (2) 
即 nln| gq| 二 ln es, 只 需 
n>—lne., (3) 
In|l gl| 


因此 取 N= [ln e/ln| gq|]; 则 当 n>N 时 , 式 (3) 便 成 立 , 因 而 式 (2) 也 成 立 . 
例 4 求证 ;lim nr'"*=1. 
证 明 利用 几何 平均 -算术 平均 不 等 式 , 得 到 


1 二 mo = /A < LDH = 1+2C 了， 


n-2 个 
因此 
/ 2 
0 之 n'"* -1 一 一 ， 
n 二 万 
所 以 ,对 任 给 的 s 盖 0, 取 N= [4/e: ], 当 关 盖 N 时 ,有 
2 2 
1 一】 -一 站 , 
in < 万 


以 上 的 例子 给 读者 演示 了 证 明 数 列 极限 的 “e - N 方法 ”. 不 仅 如 此 ,其 中 例 2、 
例 3 和 例 4 的 结论 本 身 还 有 重要 的 用 处 ,最 好 能 将 它们 记 住 . 
。 11 。 
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练习 题 1.2 


1. 利用 极限 定义 ,证 明 : 


. 1 .Sin n 
(1) lim 一 一 一 =0; (2) lim =0; 
i “1+Vn to HN 
1 — n-l 
(3) lim LL =0; (4) lim‘— 1 =0,; 
no nem n 
] 2n+3 -2. ] “OQ 二]: 
(5) limgn 二 10= 5 (6) lim 0.99…9 1; 
1+2+.…+n_l1 ， 了 十 22 十 .十 M2 1 
(7) lim 7 = 了 (8) lim 一 
nT . narctann_ x 
(9) lim arctan n =; (10) lim 1 Tn 2 


2. 设 lim a, = a. 求 证 :lim|a,| = 1al. 举 例 说 明 , 这 个 命题 的 逆 命 题 不 真 . 
3. 设 1a,} 是 由 整数 组 成 的 数列 .求证 :数列 {a,} 收 化 , 当 且 仅 当 从 某 一 项 起 数列 的 项 都 等 于 
一 个 常数 . 
4. 下 列 陈述 是 否 可 以 作为 lim a, = a 的 定义 ? 若 回答 是 肯定 的 ,请 证 明之 ; 若 回答 是 否定 
的 ,请 举 出 反例 . 
(1) 对 无 限 多 个 正 数 e 守 0, 存 在 NEN', 当 nN 时 ,有 |a, 一 al<e; 
(2) 对 任意 给 定 的 e 之 1, 存 在 NEN ' ,当中 > 人 时 ,有 |av 一 a|<e; 
(3) 对 任意 给 定 的 正 数 s<1, 存 在 NEN' , 当 n>>N 时 ,有 |a, -al<e; 
(4) 对 每 一 个 正 整数 K ,存在 N: EN' , 当 n>>N, 时 ,有 |av-al<1/Ki 
(5) 对 任意 给 定 的 两 个 正 数 与 8, 在 区 间 (a - s,a +8) 之 外 至 多 只 有 数列 {a,} 中 的 有 
限 多 项 . 
5. 用 精确 语言 表达 “数列 {a,} 不 以 a 为 极限 "这 一 陈述 . 


6. 设 数列 {a,} 满 足 lim 42 = 0, 证 明 : 


lim max(aly aan) -0 
me n 
7. 设 a,b,c 是 三 个 给 定 的 实数 , 令 ao=a,bo=b,co= c ,并 归纳 地 定义 
a 二 六 十 Cn-l 


b, 一 So， 《及 二 1,2,3,.…). 


二 dn-l + bi 
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求证 : 


lim as = limb = limc, = 寺 (a+ b+e). 


1.3 ”收敛 数列 的 性 质 


有 了 数 轴 , 我 们 就 可 以 用 几何 的 语言 来 刻画 收敛 数列 .绝对 值 不 等 式 |a, 一 a 
<e 等 价 于 
a—-e<a<ate, . 
而 后 者 正 是 avE(a-s,a+se). 我 们 称 关于 a 对 称 的 开 区 间 (a 一 e,a+e) 为 a 的 
e 邻 域 , 这 样 一 来 ,定义 1.2.1 就 可 以 用 几何 语言 等 价 地 表达 为 : 
定义 1.3.1 数列 {a,) 当 n 一 % 时 收敛 于 实 
数 a 是 指 :对 任意 的 se 盖 0, 总 存在 NEN" ,使 得 此 0 | 2 
数列 中 除 有 限 多 项 ai ,a:,…,aw ,其 他 的 项 均 落 在 图 1.2 
a 的 es 邻 域 内 (图 1.2). 
定理 1.3.1 如 果 数 列 {a;} 收 伍 , 则 它 只 有 一 个 极限 .也 就 是 说 ,收敛 数列 的 
极限 是 唯一 的 . 
证 明 ”用 反 证 法 .假设 收敛 数列 {a,} 有 两 个 不 同 的 极限 a 与 b ,不 妨 设 a 二 b. 
邻 e=(b 一 a)/2. 对 这 个 e 汪 0, 必 有 Ni1EN', 当 nn 之 Ni 时 一 切 a, 均 在 b 的 e 邻 
域内 ;同时 又 有 N2 EN' , 当 nn 之 Ns 时 一 切 an 均 在 a 的 s 邻 域内 .因此 , 当 n> 
max(Ni,Nz) 时 ,一 切 a 都 必须 同时 在 这 两 个 开 区 间 内 ,但 因 这 两 个 开 区 间 没 有 
公共 点 (图 1.3), 这 就 产生 了 矛盾 .所 以 ,只 能 有 a= ,这 就 证 明了 极限 是 唯一 的 . 口 
定义 1.3.2 设 {a,} 是 一 个 数列 . 


a (a+b)/2 b 如 果 存 在 一 个 实数 4 ,使 得 c. 委 4 对 一 
图 1.3 切 nEN' 成 立 , 则 称 {a} 是 有 上 界 的 ， 


4 是 此 数列 的 一 个 上 界 . 
类 似 地 ,可 以 定义 有 下 界 的 数列 . 
如 果 数 列 {a，} 既 有 下 界 又 有 上 界 , 则 称 它 是 一 个 有 界 数列 . 
非常 明显 的 是 ,数列 {a } 是 有 界 数列 必须 上 且 只 需 它 的 各 项 全 都 包含 在 同一 个 
有 限 的 区 间 之 内 . 
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定理 1.3.2 收敛 数列 是 有 界 的 . 
证 明 设 收敛 数列 {a;) 的 极限 是 a ,那么 ,对 a 的 1 邻 域 , 必 存 在 NEN" ,使 

得 凡是 >N 的 项 av 都 在 这 个 邻 域内 ,不 在 这 个 开 区 间 内 的 至 多 是 al ,az,…,aw 

这 些 项 .我 们 完全 可 以 找到 一 个 大 一 些 的 区 间 , 它 既 包 含 a 的 1 邻 域 ,又 包含 着 

al，4z，…,an， 这 就 证 明了 数列 {a,} 是 有 界 的 .如 果 有 人 还 希望 上 有 更 形式 化 一 些 的 

证 明 ,这 就 是 : 当 站 >>N 时 ,有 la. 一 a| 二 1, 于 是 

la ll=la-a+al 和 la -al+lal<li+lal. 

若 令 M=lal+lazl+…+laxl+lal+l 则 对 一 切 上 EN"” ,有 la |<M. 0 
请 注意 ,这 个 命题 的 逆 命 题 是 不 正确 的 .我 们 马上 将 看 到 发 散 的 有 界 数 列 ， 
定义 1.3.3 设 {a,} 是 一 个 数列 ,Kk; EN* (i=1,2,3,…), 且 满足 kj 二 kK; 一 

ks 过 …, 那 么 数列 {a } 叫 作 4a} 的 一 个 子 列 . 

由 这 个 定义 ,{an} 自 身 也 可 以 看 作 是 {a,} 的 子 列 . 
定理 1.3.3 设 收 敛 数 列 {a,} 的 极限 是 a ,那么 fa, ) 的 任何 一 个 子 列 都 收敛 
于 a. 
证 明 由 条 件 , 对 任意 的 es>0, 存 在 NEN" , 当 n 之 N 时 ,有 |a, 一 al<e. 
任 取 {a,} 的 一 个 子 列 {a4, } , 令 
bp =a (nnEN). 

由 于 K, 之 庄 对 mEN 成 立 , 故 当 靖 >>N 时 ,有 上 k, 宇 n>>N, 因 此 

|b,—-al|l=|ax,—~al|<e. 

这 正 表 明 {b.} 收 敛 于 a. 0 
这 个 定理 告诉 我 们 :如 果 数 列 (a,) 的 两 个 子 列 收敛 于 不 同 的 极限 ,那么 数列 

{a,}) 是 发 散 的 . 这 个 结论 通常 被 用 来 证 明 某 个 数列 是 发 散 的 .我 们 考察 数列 

1( 一 1)" 1}, 显 然 它 是 一 个 有 界 的 数列 ,但 它 不 是 一 个 收敛 数列 .这 是 因为 它 的 奇 

数位 置 上 的 所 有 项 组 成 的 子 数列 的 极限 是 1, 而 偶数 位 置 上 的 所 有 项 组 成 的 子 数 

列 的 极限 是 一 1. 

从 定理 1.3.3 容易 得 到 下 面 的 推论 : 
推论 1.3.1 数列 {a,} 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 它 的 偶数 项 子 列 (as,) 和 奇数 

项 子 列 {az,-1) 都 收敛 ,而 且 有 相同 的 极限 . 

证 明 从 定理 1.3.3 立 得 推论 的 必要 性 . 现 证 充分 性 . 设 lim az = lim azn-， 

= a. 由 于 limaz = a, 对 任 给 的 。 二 0, 存在 K1EN" , 当 大 > 大 时 ,有 

| ax — a |<e. (1) 

由 于 limaxe-， = 4, 对 任 给 的 s 六 0, 存 在 KzEN”*, 当 大 盖 KK 时 ,有 
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| azr-1— a |< es. (2) 
现 取 N = max(2K,,2K; 一 1), 那 么 当 nn 这 N 时 ,如 果 n=2k, 由 于 2k 宝 2Ki,k 这 
Ki;, 所 以 由 式 (]1), 知 | azi 一 a | 二 e, 即 


| av, ~ a |<e. (3) 
如 果 n=2k 一 1, 由 于 2k 一 1>>2K; 一 1,k 放 K;, 由 式 (2), 知 | azx-1 一 a | 二 e, 即 
|a,~a|<=e. (4) 
由 式 (3) 和 (4), 即 知 lim an=a. 0 
以 后 将 要 多 次 用 到 这 个 推论 . 


定理 1.3.4( 极 限 的 四 则 运算 ) 设 {a,} 与 {b,} 都 是 收敛 数列 , 则 {a + bo )， 
{aab,} 也 是 收敛 数列 .如 果 lim b, 关 0, 则 {as/b,} 也 收敛 ,并 且 有 : 

(1) lim(an + ba)= lim a + lim bn3 

(2) lim ab = lim an， lim b,, 特 别 地 ,如 果 c 是 常数 , 便 有 lim ca = 


clima,; 


. a lim On . 
(3) 四 国生 其 中 jn b" #0 


证 明 设 lim ,= a, lim b,=b. 
(1) 对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 Ni1 EN* ,使 得 当 n 盖 Ni 时 ,有 


| dn — a | 到 方 ; 
也 存在 N, EN* ,使 得 当 n 二 Ns 时 ,有 
一 € 
| b.—b|<= 2 


所 以 , 当 >N=maxCNi,N:) 时 ,以 上 两 个 不 等 式 都 能 成 立 , 从 而 有 
| (atb)-(atpb)1=|Ga 一 a) 寺 (b 一 局)| 
Ila-al+|b.—b| 


~ + 访 =e. 


这 就 证 明了 
lim(a, +b,.)=atb. 
(2) 由 于 {5b,}) 是 收敛 的 , 它 必 有 界 . 这 就 是 说 ,存在 正 数 M ,使 得 |b, | 二 MM 对 


一 切 nEN' 成立 .从 而 有 
| ab ~ ab|=| anb, — ab. + ab, — ab | 
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Ib,|l|la.—-altlallb.—-b| 
Ml|la,-al+lal|lb.—-b|. 
因为 {a,}, (pb } 分 别 收敛 于 a,p, 故 对 任意 的 s>0, 可 以 找到 一 个 WEN ,使 得 
当 n 之 NN 时 ， 


ah a | + 1) 
同时 成 立 ( 见 (1) 的 证 明 ,我 们 没有 再 去 重复 那里 的 细节 ,以 后 更 是 如 此 ). 因 此 , 当 
nn 之 NN 时 ， 


| a | s E  ，E 
| asbu -ab I<MaN taal s+- 


这 就 表明 


lim anb, = ab. 


n—>% 


(3) 先 来 证 明 ; 当 bp 天 0 时 ， 
1 


bmp -Pb 
对 |b|/2>0, 存 在 Ni, 当 n>Ni 时 ,有 
1b.-b < 


此 时 ,有 |b,| 宇 |b| -1b,-b| 之 |1b| -1b|/2= 1b|/2 汪 0, 这 表明 :在 b 关 0 的 条 
件 下 ,{b,} 中 至 多 只 有 有 限 多 项 等 于 0. 在 7 >>Ni 的 条 件 下 ， 
= | ba。—b| 写 1P 一 证 | 
pb， b| Ibb| bp: : 
由 于 bs 一 b, 对 任 给 的 。>0, 存 在 NsEN" ,使 得 当 n>>Ns 时 ,有 |b, -bl 二 分。 


因此 , 当 半 盖 max(CNi NN 人 


2b _ 
直下 -bl<p sse- 

这 正 说 明 

lm = 工 

sb b. 
再 由 已 证 的 (2), 便 得 出 

1\_a 
limbe = lim a, (p;)= $: ] 


利用 已 知 的 一 些 简单 的 收敛 数列 ,借助 于 上 述 四 则 运算 性 质 , 便 可 计算 更 复杂 
的 一 些 数列 的 极限 ,而 不 需要 使 用 "es -N ”推理 .下 面 是 一 些 例子 . 
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例 1 计算 极限 


1i 21 一 3 十 4 
nz 512 十 47 一 1 
解 ” 易 知 
3 4 
2n -3n+4_ 2 nmin 
Sn tan-l s+4— 1 
n 
利用 1.2 节 中 例 2 的 结论 ,可 知 所 求 的 极限 等 于 2/5. 0 


例 2 设 19g1<1, 计 算 极限 
lim(1 十 2 十 q* 十 。。 十 Go-1). 


解 ”因为 
1+4g+g9++gqc= 工人， 
工 -9 
故 得 
; 2 a n-1) 一 _1_ =_ 1 
lim(l+q+q + + gq"!) IT- -让 和 Ia 
这 里 用 到 了 1.2 节 中 例 3 的 结果 :lim q" =0. 0 


例 3 证 明 : {sin n} 是 一 个 发 散 的 数列 . 
证 明 用 反 证 法 . 如 果 lim sin n= a ,那么 在 等 式 
sin(n +1)— sin(n—1) = 2sinl cosn 
的 两 边 取 极 限 (n 一 % ), 可 得 0=2sin1 lim cos 7 , 即 lim cos n = 0. 再 在 等 式 
sin 27 =2sin ncos n 的 两 边 取 极 限 , 即 得 a =0. 于 是 在 等 式 
sinin + cos:n=1 

的 两 边 取 极限 立 , 就 得 到 “0 = 1” 的 矛盾 . 0 

定义 1.3.4 ”如 果 收 敛 数列 {a } 的 极限 等 于 0, 那么 这 个 数列 称 为 无 穷 小 数 
列 ,简称 无 穷 小 . 

关于 无 穷 小 ,有 下 面 的 定理 : 

定理 1.3.5 (1) {a} 为 无 穷 小 的 充分 必要 条 件 是 {| av |} 为 无 穷 小 ; 

(2) 两 个 无 穷 小 .之 和 (或 郑 ) 仍 为 无 穷 小 

(3) 设 la,) 为 无 穷 小 ,1c,) 为 有 界 数列 ,那么 {ca,}) 也 为 无 穷 小 ; 

(4) 设 0<a, 夺 bn(nEN"), 如 果 {b,) 为 无 穷 小 ,那么 (a,}) 也 为 无 穷 小 ; 

(5) lim a = a 的 充分 必要 条 件 是 (a 一 a} 为 无 穷 小 . 
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利用 定理 1.3.4 可 直接 推出 (2). 至 于 其 他 四 条 ,是 极 易 证 明 的 , 留 给 读者 作 
练习 . 

由 于 无 穷 小 一 定 是 有 界 的 , 故 由 (3) 知 道 ,两 个 无 穷 小 之 积 必 为 无 穷 小 .但 是 必 
须 注意 ,两 个 无 穷 小 的 商 未 必 是 无 穷 小 ,例如 , {1/n} 与 11/n?) 的 商 {n) 便 不 是 无 
穷 小 . 

例 4 已 知 an 一 a(n 一 %). 求 证 : 


CI 十 Co 十 "… 十 Qn 
n 


一 0 (n— ~”). 


A1+ Ada2z+， re Dt tt 
n n 


是 无 穷 小 ， 而 条 件 是 {a。 - &} 是 无 穷 小 .这 表明 只 需 对 a =0 这 一 特殊 情况 来 证 明 
这 个 命题 就 行 了 . 
由 于 a ,一 0(1 一 co ), 对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 一 个 正 整数 N, 当 站 盖 N 时 , 便 有 
|a, | 二 e/2. 设 n>>N, 这 时 有 


Atasttan|, 
n 


Ad1+azt+""*+aAantant*"+an 
n 


Qi 二 az 十 十 人 
Le N | 


+ (avn [+ +| a |) 


|alt+ast+*tav| nn-Ne 
n n 2 


由 于 和 已 经 取 定 ,|ai+ az+…+ax| 便 是 一 个 有 限 数 .再 取 整 数 Ni > 六 ,使 得 当 
n>Ni 时 ,有 


< 


|atattan|e. 
n 2 
见 , 当 n>Ni 时 ,有 
Ql1+ Aa2+*"**+a, € 一 
n 2 2 E。 
这 就 证 明了 当 a 一 0(n 一 %) 时 ， 
lim® 02+ an 0 0 


站 -oo n 


例 5 设 lim an = 二 4 ,lim b,=b. 证 明 : 


lim Go apr + tanbl 
a 


= ab. 
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证 明 先 设 =0. 由 于 (av} 收 和 敛 , 所 以 有 界 , 从 而 存在 M>0, 使 得 |a ,| 委 M 
(n=1,2,…). 于 是 


aibn + asbni+ :+anb | bi |+*…+| b, | 
l1Un 0 “| < AM 1 村 


这 里 已 经 用 了 例 4 的 结果 . 现 设 bp 夫 0, 则 有 lim(Cb* -~ 5) =0. 于 是 用 刚才 得 到 的 结 
果 , 有 


—0 (n— %). 


lm ab, 一 b)+…+an(pb 一 pb))=0， 


nm% 


即 


lim (0 十 …， 十 anbi _ pa 十 十 = 
n= n n 


由 此 即 得 


. aibn +**+anb 
lim~“ nl 


nr n 


定理 1.3.6( 夹 逼 原理 ) 设 
ab 过 c，(PEN)， 
如 果 lim av =lim cn =a, 那 么 


= ab. 口 


lim b, = 


Nn” 


证 明 由 条 件 可 知 
0 委 一 Cn Cn adn, 
并 且 {c, 一 a) 是 无 穷 小 .由 定理 1.3.5(4), 可 知 {b, 一 a,} 是 无 穷 小 .这 样 便 得 到 
lim b= lim(b,s 一 cao)+lma =0+a= a. 口 
来 逼 原理 在 计算 某 些 极限 的 时 候 非 常 有 用 . 
例 6 设 a>0. 求 证 : lim QU 三 
证 明 先 设 a 之 1. 当 n>a 时 ,有 
1 过 al"* 过 nn!". 
在 1.2 节 的 例 4 中 ,已 经 证 明了 lim 1 二 1. 由 夹 双 原理 ， 知 lim a'"=1 对 a 这 1 


成 立 . 再 设 a€ (0,1)， 这 时 ,a-!>1. 于 是 


lim am = — mm ==1. 0 
lim (= ) 
no \ a 


例 7 设 a>1,KEN"* .求证 : {n*/a") 是 无 穷 小 . 
证 明 ” 先 设 k=1. 把 a 写成 1+7, 其 中 7>0. 我 们 有 


n 2 
n(n— 1) mF 
2 


0 一 


n 一 n 
a” OtD" int 大 十. 


由 于 { 区 -和 玉 (na>>2) 是 无 穷 小 ,可 见 {na/a" } 是 无 穷 小 .根据 等 式 
(0) 
再 注意 到 wa >1, 由 刚才 所 述 的 结果 , 知 {na/(a%)"} 是 无 穷 小 ,最 后 那个 等 式 表 
明 ,{n*/a") 可 以 表示 为 有 限 个 (k 个 ) 无 穷 小 的 乘积 ,所 以 也 是 无 穷 小 0 
例 8 求 极限 lim( VAT3- Vn)， 
解 ”我 们 有 不 等 式 
0<vVni+3- Vn-1= 


4 -一 4 一 4 
Vnt+3+ Vn-1 nt+3 Vn 


因为 {4/Vn} 是 无 穷 小 ,所 以 


lim(Vn+3- Vn-1)=0. 0 
例 9 设 
a 
Vni+1l Vni+2 niin 
求 极限 lim a,. 
解 ” 我 们 有 显然 的 不 等 式 
n n 
< a < 一 一 一 一， 
1H2 十 用 wV1H12 十 1 
由 于 
1 一 1+ 古 一 Ai+ 1 一 1+ 工 ， 
由 夹 通 原理 ,得 
lim + 二 =lim/+ 工 =1 
站 一 oo n nt 
这 样 我 们 有 
lim 一 一 = lim -1 -1 
n tn /+i lim/+ 工 
nm n 
同 理 ,可 得 
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再 一 次 利用 夹 通 原 理 , 可 得 
lim &。= 1. 口 
在 结束 本 节 的 时 候 , 我 们 来 叙述 并 证 明 一 些 通过 不 等 式 来 表达 的 收敛 数列 的 
性 质 . 
定理 1.3.7 (1) 设 lim a, = 4a,a,6 满足 a<a<h, 那 么 当 n 充分 大 时 ,有 
an 之 a; 同 样 , 当 n 充分 大 时 ,有 a, 三 B. 
(2) 设 lim an=a,lim b,= b, 且 a 二 5b ,那么 当 nn 充分 大 时 ,一 定 有 a, 二 b，. 
(3) 设 lim Qn 一 a, lim b, = b ,并且 当 n 充分 大 时 aa, 委员 ,那么 有 ab. 
证 明 (1) 令 s=a-a>0, 则 必 存 在 WEN" ,使 得 当 n>NN 时 ,一 切 a, 属于 
a 的 e 邻 域 . 因此 必 有 a 一 e 二 ai,; 即 4a, 之 a 对 n 之 NN 成立. 类 似 地 ,可 证 明 第 二 个 
结论 . 
(2) 令 m= (a+b)/2, 于 是 a 二 m 过 b. 由 (1) 可 知 , 存 在 一 个 NEN* ,使 得 当 
n>N 时 ,有 
an <m<b. 
(3) 用 反 证 法 .假设 a 二 b. 由 (2) 可 知 ,存在 NEN* ,使 得 当 n 汪 N 时 ,有 a， 
二 pb ,这 与 条 件 a 三 b; 对 充分 大 的 n 成 立 的 假设 相 违 背 , 因 此 只 能 是 a 志 b. 


练习 题 1.3 


性 


. 回答 下 列 问题 ， 
(1) 若 {a,} ,{b,} 都 发 散 , 对 (a, + b,) 与 {anb,}) 是 否 收 化 能 不 能 作出 肯定 的 结论 ? 
(2) 若 {a,} 收 敛 而 {b。} 发 散 , 这 时 {a。 + pu) 的 敛 散 性 如 何 ? 
(3) 若 lim ea, = a 天 0 而 {b) 发 散 ,这 时 {ab。) 的 伍 散 性 如 何 ? 
(4) 若 lim a, =0 而 {b,} 发 散 ,这 时 {awb,} 的 钙 散 性 如 何 ? 
(5) 设 wa, 委 品 委 c， 且 lim(Ccs 一 ao)=0, 问 (bo)} 是 否 必 收敛 ? 


2. 若 lim a, = 天 0, 求 证 :lim 所 汪 =1. 举 例 说明 , 当 a=0 时 不 能 得 出 上 述 结论 . 
3. 求 下 列 极限 ， 
I i 
(DD lm 2 
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(3) lim Vn( Vnt+1- Vn); 
(4) lim( Vn + nn"; 


ln 


到 (3 

(6) lim(n’ ~— n+2)!'"”; 

(7) lim(arctan nD, 

(8) lim(2sin’ n 十 COS 7) . 
4. 求 下 列 极限 : 


li+a+a?+*+a" 
“lt+b+b?+..…+b"! 


1 1 
(0 各 (于 33 RDT)， 


co (让)( 二 可 )…(1- 志 ); 
1 


人 lim(1 -143)(1- 17273)" (1 I7a7 ra) 


(5) limT 1-2+3-4+°+(—D"inl; 


(1) lim "(|a|<1, 1b|=); 


3 


— 


(6) lim(1 + x)(L+ 2)(L+X (1L+X2 ) (xl<1). 
5. 求 极限 : 
(1) lim(a" + b") "(0Sa<b); 
(2) limCaf +aste+t+an,)! "(a;20,i=1,2,..…,m). 
6. 设 lim au = a. 证 明 ; 
[nas] _ 


lim n 
这 里 [xj 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 
7. 设 a,>>0Cn=1,2,3,…), 且 lim av = a. 求 证: 


lim(aiaz*…a,)'" = a. 
人 


8. 利用 第 7 题 的 结论 ,证明 
(1) 若 CD0(CP =1,2,3,.……* 9 


全 全 =a, 则 lim Va, =a 
(2) 当 a>0 时 ,lim a'"=1; 
(3) lim n!* =1; 
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(4) limCnaD =0. 
9. 证 明 ， 


1 1 1 L) = 0 


lm 元 (1+ 可 二 可 + 入 十 放 


10. 如 果 ao+ai+…+anr=0, 求 证 ， 
lim(ao Vn + ai nt+l+*+a, vn+p)=0. 
11. 设 数 列 {a,} 满 足 


lim Qzn-1 = C， lim dz2n 一 b. 
证 明 : 
。 十 十 ，…， 十 
lim + 92 4 _a+b 
nm n 2 
12. 证 明 : 


问题 1.3 


1. 设 数列 {x,} 满 足 limCx, 一 Xn-2) =0. 求 证 : 


x 


. Xn 一 
lim 一 “ -0. 
n 


站 -oo 


2.〈Toeplitz( 特 普 利 芯 ,1881 一 1940) 定 理 ) 设 na,K € N' 时 ,tx 之 0, 且 >) 1 = 1， 


k=1 
lim tn = 0. 如 果 1lim a， = 4, 令 


n 
Xn 二 DD) tuax, 
£1 


试 证 : 
lim x» = a 
3. 设 lim a, = 0a. 证明: 
, + 十 ，。 十 
lim 2 二 202 5 ze = 4. 
Nm 更 2 


4. 设 lim a, 三 a. 证 明 : 
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1.4 数列 极限 概念 的 推广 


为 了 今后 讨论 的 方便 ,我 们 有 必要 将 极限 的 概念 加 以 扩充 . 
定义 1.4.1 如 果 数 列 {a,}) 满 足 条 件 :对 任何 正 数 4 ,都 存在 NEN' ,使 得 当 
nN 时 ,有 a, 放 A4, 则 称 数列 (a,} 趋 向 于 + %( 正 无 穷 大 ) , 记 作 
lim er =+ 0 
如 果 对 任何 正 数 4 ,都 存在 NEN" ,使 得 当 rn 二 NN 时 ,有 a, 二 一 4, 则 称 数列 
{an) 趋 向 于 ~ co ( 负 无 穷 大 ), 记 作 
lim a =— ~. 
虽然 以 上 两 种 数列 按照 定义 1.2.1 是 发 散 的 ,但 是 我 们 在 这 里 还 是 使 用 了 lim 
这 一 记号 ,用 来 说 明 当 n 无 限 增 大 时 这 两 种 数列 有 某 种 确定 的 变化 趋势 . 
例 1 设 as=n*-3n-5(n =1,2,3,…). 求 证 :lim Qan=+o%. 
证 明 当 n 宇 9 时 ,有 
ar =n2-3n-5>n:-3n-5n= 1 一 8) 过 站 . 
从 而 对 任何 正 数 A, 取 N=max(9,[A]+1), 当 n>>N 时 ,有 
an 宇 nn 之 [A]+1> 4. 
因此 lim a,=+ ~. 


定义 1.4.2 如 果 lim|au| = + %, 则 称 {a,) 趋 向 于 , 记 作 lim as= %. 


lim a. = 十 oo， lim an 二 一 co， lim Cn 三 oo 
中 的 哪 一 种 ,数列 {a。 } 都 称 为 无 穷 大 . 
无 穷 大 有 下 列 简单 的 性 质 : 
(1) 如 果 {av} 是 无 穷 大 ,那么 (av } 必 然 无 界 . 
注意 ,上 述 命题 的 逆 命 题 不 成 立 , 例 如 
1,0,2;,0,3,0，…7, 0 
是 无 界 的 ,但 这 个 数列 不 是 无 穷 大 .但 有 : 
(2) 从 无 界 数列 中 一 定 能 选 出 一 个 子 列 是 无 穷 大 . 
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(3) 如 果 lim au = + om (或 ~- oo) ,那么 对 {a*} 的 任意 子 列 {au ), 也 有 
lim ak =+ % (或 - %,%). 
(4) 如 果 lim a。= + %,lim b。= + % ,那么 
lim(a, +b,)=+%, lim anb, =+ %. 

上 述 性 质 对 a， 一 b, 和 a，/b， 不 成 立 .例如 ,a, = n,b, = n 都 是 无 穷 大 ,而 
an 一 b=0,an/b, = 1 都 不 是 无 穷 大 . 

(5) {a4} 是 无 穷 大 的 充分 必要 条 件 是 {1/a. } 为 无 穷 小 . 

上 面 这 些 性 质 的 证 明 都 很 容易 , 留 给 读者 作 练 习 . 

将 全 体 实数 的 集合 R 连同 两 个 符号 - % 与 + %m 放 在 一 起 ,从 而 形成 扩充 的 实 
数 系统 ,我 们 把 这 扩充 了 的 系统 记 作 R。 , 即 R- =RU(- ,+o)}. 


练习 题 1.4 


1. 设 三 次 多 项 式 p(x)= x 一 4x? +5x 一 6. 求 证 : 
lim p(n) =+c， limp(- n) = 一 oo. 


2. 求证 :Jim 二 (1+2+3+…+m)= +o. 


3. 求证 :lim 二 (1+22+32+ + 7) = 二 oo。 
. 求证 :lim mVa- va+I) = 一 o. 
1 .1 


1 
求证 ,lim (一 一 一 + 
5 求证 :im( 7 TREE 


心 


问题 1.4 


1 设 ao=1,anw=an+1/an(n 二 1,2,…). 求 证 :lim Qn=+%, 
2. 设 {a,} 是 一 个 正 数 数列 . 如果 


lim 


ne 


ntl + dn+z 一 二 oo 
一 9 
an 


那么 {a,} 必 为 无 界 数列 . 
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1.5 单调 数列 


在 1.3 节 中 我 们 强调 过 ,有 界 数列 不 一 定 收敛 . 本 节 将 要 引入 一 类 特殊 的 数 
列 一 一 单调 数列 ,对 这 类 数列 而 言 ,有 界 和 收敛 是 等 价 的 . 
定义 1.5.1 如 果 数 列 (a,} 满 足 
dn Aadn (n= 1,2,.), 
则 称 此 数列 为 递增 数列 ;如 果 {a}) 满 足 
Qn 之 Qn (n= 1,2,.…), 
则 称 此 数列 为 递减 数列 .如 果 上 面 两 个 不 等 式 都 是 严格 的 , 即 a 过 anvi( 或 4a, 
Qnr1)《n 二 1,2,…), 则 称 此 数列 为 严格 递增 的 (或 严格 递减 的 ). 
递增 或 递减 的 数列 统称 为 单调 数列 . 
关于 单调 数列 ,有 下 面 的 重要 结果 : 
定理 1.5.1 单调 且 有 界 的 数列 一 定 有 极限 . 
证 明 不 妨 设 数 列 {a,} 是 递增 的 且 有 上 界 .我 们 把 这 个 数列 的 各 项 表示 成 十 
进 制 无 尽 小 数 : 
al = 4 .pnpizbis…， 
az = 4z. palbzzbz…， 
a3 = 43. bs bazbss…， 


其 中 A1, A:,4，,… 是 整数 ,而 by (i,j=1,2,…) 是 从 0 到 9 中 的 数码 .现在 从 上 
到 下 考察 由 整数 4 , A;, A,… 组 成 的 那 一 列 . 因为 数列 (a) 是 有 界 的 ,这 些 整 数 
不 能 无 限 地 增 大 ;又 因为 这 些 数 列 是 递增 的 ,所 以 整数 数列 ( A.) 在 到 达 最 大 值 之 
后 将 保持 不 变 , 记 这 个 最 大 的 整数 为 A, 并 设 它 在 第 No 行 上 出 现 .现在 从 上 往 下 
考察 第 二 列 bu, bz , ba ，,"… ,不 过 只 需 把 注意 力 集中 在 第 No 行 和 以 下 的 各 行 上 . 
如 果 x 是 第 No 行 后 出 现在 这 一 列 上 的 最 大 数码 ,我 们 设 它 出 现在 第 Ni 行 上 ,其 
中 和 N1 宇 No. 那 么 x 一 旦 出 现 将 再 也 不 会 改变 ,这 是 因为 {a,} 是 递增 数列 .接着 我 
们 考察 第 三 列 的 数码 bis, pz , bsz,…. 同样 的 讨论 表明 ,第 三 列 上 的 数码 将 在 第 
Nz 之 Ni 行 以 及 以 后 的 各 行 上 取 一 个 定 值 x2. 如 果 我 们 对 第 四 列 、 第 五 列 …… 重 复 
这 一 过 程 ,就 会 得 到 数码 xs ,xs，… 和 相应 的 正 整数 Ns 委 Nas 委 …. 容易 看 出 , 数 
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a 二 AAA.XIX2X3X4 
应 该 是 数列 {a。 } 的 极限 .为 了 证 明 这 一 结论 ,对 任意 给 定 的 s>0, 取 mE€N" ,使 得 
10 "<e ,那么 对 所 有 的 ma 之 Nan 的 整数 部 分 以 及 小 数 点 后 的 前 m 位 上 的 数码 
与 4 的 是 一 样 的 ,因此 我 们 有 |a。 一 a| 专 10""<e .这样 就 用 e -NN 语言 证 明了 
lim an = .XIXzX3…. 
这 个 定理 在 直观 上 是 很 清楚 的 . 如 果 M 是 递增 数列 {a.} 的 一 个 上 界 , 那 么 
LA ,+ ~ ) 中 的 一 切实 数 都 是 这 个 数列 的 上 界 . 具 有 这 种 性 质 的 最 大 区 间 的 左 端点 
就 是 数列 {a,} 的 极限 .也 就 是 说 ,递增 数列 (a,) 的 “最 小 上 界 ” 是 数列 的 极限 ,至 于 
最 小 上 界 的 精确 定义 将 会 在 1.8 节 中 加 以 细 说 . 
值得 注意 的 是 :定理 中 涉及 的 极限 既 不 需要 预先 给 定 , 也 不 需要 预先 知道 . 这 
里 所 说 的 意思 是 ,在 规定 的 条 件 下 ,极限 必定 存在 .我 们 说 这 是 一 种 存在 性 的 证 明 ， 
以 后 将 不 断 地 遇 到 这 种 类 型 的 证 明 . 
十 分 重要 的 是 :这 个 定理 是 实数 的 连续 性 的 一 种 表现 形式 . 这 个 定理 的 成 立 ， 
有 赖 于 在 有 理 数 的 基础 上 添加 了 无 理 数 ;否则 ,结论 不 一 定 总 是 对 的 . 
我 们 来 看 一 些 例子 . 
例 1 求 数列 {a"/n!)}) 的 极限 ,这 里 a 是 一 个 任意 给 定 的 实数 . 
解 令 x,=|al"/n!l(nEN'). 当 nn 之 |a| 时 ， 
Xnt+l = Xn La | Xn 


因此 ,1x,} 从 菜 个 确定 的 项 开始 是 递 碱 的 数列 ,并 且 显然 有 下 界 0. 从 而 极限 
x = lim x 存在 .在 等 式 xi: = xn | 的 两 边 令 n 一 ,得 到 x=x .0=0, 所 以 


n+l 
《xn) 为 无 穷 小 ,从 而 {a"/n1!} 也 是 无 穷 小 . 0 
例 2 对 nEN: , 设 : 
一 1 1 
an = 三 1+ 了 十 。…" 十 nn 


求证 : {a， ) 发 散 . 
证 明 很 明显 , (a,} 是 严格 递增 数列 , 即 满足 条 件 
ddd 人 dn 
我 们 只 需 证 明 这 个 数列 没有 上 界 . 事 实 上 ,对 kEN' ,有 


1 


] 1 
2 T+“+ 蓄 ) 
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_ 工 + 工 +..+ 寺 二 k = 
=1++F+ + =1+5 (k= 0,1, 
< <” “< 
大 个 
因此 {a.}) 是 无 界 的 . 
例 3 对 nEN?* , 设 
as =1+ 支 + + 二 


这 里 a 这 1. 求证 :a 收敛 . 
证 明 很 明显 , {a} 是 严格 递增 数列 . 易 知 


oo 
tt (tt ry) 
<1+ 癌 + 站 + 芝 + 二 二 
一 1+ 起 + fai + e+ -1 
i 
_ ( 志 ) 2 
1 工 De-1 — I 
2e-1 


至 此 ,已 证 明 {a,} 有 一 子 列 {a>*-1} 是 有 上 界 的 .因为 {a,} 是 递增 数列 ,由 此 得 知 


fan) 也 有 上 界 , 从 而 (a,} 是 收敛 数列 . 


在 上 述 例 子 中 ,我 们 只 证 明了 对 任何 a 之 1, 数 列 {a,}) 的 极限 是 存在 的 , 却 没有 
研究 其 极限 值 是 多 少 . 即使 对 a = 2 及 a = 4 等 等 , 想 要 计算 数列 {a.} 的 极限 的 精 


确 值 ,对 初学 者 来 说 也 绝 非 易 事 , 我 们 将 在 本 教材 第 17 章 中 给 予 解答 . 


作为 定理 1.5.1 的 一 个 重要 应 用 ,我 们 来 证 明 1.1 节 中 曾经 提 到 过 的 闭 区 间 


套 定理 . 它 是 实数 系统 连续 性 的 一 种 表现 形式 . 


定理 1.5.2( 闭 区 间 套 定理 ) 设 六 =[Las,b CEN) ,并 且 太 忆 12 了 7 二 
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… 了 7 六 本 …. 如 果 这 一 列 区 间 的 长 度 |17. | = b, 一 Qn 一 0(n 一 %), 那 么 交集 


位 14 含有 唯一 的 一 点 . 

证 明 ”由 这 一 列 区 间 的 包含 关系 可 知 :它们 的 左 端 点 组 成 递增 数列 {a,} ,而 
右 端点 组 成 递减 数列 {b,}) .显然 ,{an} 有 上 界 bi, 而 {b,} 有 下 界 a1. 因 此 由 定理 
1.5.1, 以 下 两 个 极限 存在 : 

lim a., b= lim b,. 
4a 委 5). 因 此 ， 不 等 式 
an 和 过 bb 过 ) 
对 一 切 n EN'* 成立. 由 此 式 可 得 
0 过 b-a<b,—-a,=|1,|. 
由 |1| 一 0Cn 一 %), 可 知 必 有 a=b. 这 时 ,a, 志 a 声 b, 对 nEN' 成 立 , 即 a€ 1 


(n=1,2,…). 由 此 得 到 se a 是 唯一 的 . 0 
应 当 特别 指出 :定理 中 的 “ 闭 区 间 ” 的 “ 闭 " 字 是 不 可 以 去 掉 的 .请 看 下 面 的 例 
子 : 设 开 区 间 1 = (0,1/n)(n=1,2,…). 显 然 
nOFORIONWNONDO nO, 


而 且 |1,1=1/n 一 0Cn 一 wm), 但 是 介 7 = 名, 是 空 集 . 
现在 可 以 来 回答 1.1 节 中 提出 的 问题 :每 一 个 实数 是 否 都 是 数 轴 上 某 点 的 坐 
标 ? 1.1 节 中 已 经 对 有 理 数 回答 了 这 个 问题 . 现 设 
x = a.bb:ba 
是 一 个 无 理 数 , 即 无 尽 不 循环 小 数 ,其 中 a 是 某 一 整数 ,bi ,bs ,ba,… 是 0,1,…,9 
中 的 某 个 数码 . 由 x 可 以 生成 下 列 闭 区 间 套 : 
1o= [a,a +1], 


a 
由 于 a, 委 CEN  ) ,可 见 


| 


b ba bi bs+l 
=|e+ 许 + 102 4 10” 1 | 

_ bb b, bi bb+1 
.= [e+ 站 + 台 + ios'2+10+10 + 人 + 10 上， 


显然 ,有 0o 必 用 必 12 必 … 必 1 必 …, 而 且 |1,|=1/10* 一 0(n 一 %). 于 是 根据 闭 区 间 
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套 定理 , 它 确定 唯一 的 一 点 ,这 点 的 坐标 就 是 x. 
现在 我 们 来 讨论 无 穷 个 数 如 何 相 加 的 问题 . 形 如 


Dan = ait+as+…+an+ (1) 


n=1 


的 和 式 称 为 无 穷 级 数 , 其 中 每 个 a; (iEN" ) 都 是 实数 .对 任何 有 限 的 和 ,我 们 都 能 
计算 ,但 对 无 限 项 的 和 如 何 计算 ? 合理 的 做 法 是 先 算出 它 的 前 ”项 的 和 
SS» =a+az+…+anr (EN )， 
由 此 构成 的 数列 {S。 } 称 为 式 (1) 的 部 分 和 数列 . 如 果 
limS. = 5, 

就 称 级 数 (1) 是 收 化 的 ,5S 称 为 级 数 (1) 的 和 .如 果 数 列 {S。} 不 收敛 ,就 称 级 数 (1) 是 
发 散 的 ,级 数 (1) 没 有 和 . 

例 2 告诉 我 们 ,级 数 


是 发 散 的 . 例 3 告诉 我 们 级 数 


1 1 ,1 
n° 2"” 3 


S| 


n=1 


当 a 之 1 时 是 收敛 的 . 
本 教材 第 14 章 、 第 15 章 将 对 无 穷 级 数 有 详细 的 讨论 ,这 里 只 作 些 最 基本 的 介 
绍 ,因为 有 一 点 关于 无 穷 级 数 的 知识 ,对 以 后 的 叙述 将 有 许多 方便 . 


练习 题 1.5 


1. 利用 定理 1.5.1, 证 明 下 列 数列 极限 存在 : 


=10.1...n+9, 
1 3 2n-1; 


1 1 1 
(2) x = (1- 2 ) (1- 3 )*…(1 ai): 
2. 设 x1 =V2, 并 定义 Xnr1 一 V2+x, (n=1,2,3,…). 求 证 :lim Xn 存在 . 
3. 求证 :如 果 单 调 数列 有 一 子 列 收 全 ,那么 原 数列 也 必 收 敛 . 
4. 设 数 列 {a,} 满 足 0 二 a 二 1, 且 有 不 等 式 (1 一 av)ai>>1/4( = 1,2,3,…). 求 证 ， 
lim a, = 1/2. 
(提示 :因为 有 不 等 式 
本 30 S 


(1) x, 
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0<a,ll -a,) 之 证， 


根据 题 设 ,得 (1- av)avi>1/4 羡 a,(1- as), 从 而 {a ,严格 递增 . ) 
5. 求证 :a, = (n1)'" 是 递增 数列 . 
6. 设 {x,} 是 一 个 非 负 的 数列 ,满足 


Xn+l Xn + 十 (n 二 1,2,.…). 


证 明 :({x,} 收 敛 . 
问题 1.5 


1. 设 c>0,ai=c/2,a =c/2+ad/2(1=1,2,…). 证 明 ， 
. 1- Vi-c, 0<c<l, 
lim a, = 
2 十 oo， c>1. 
2. 设 数列 {x ,定义 如 下 : 
ul!=b, 
Un = Ut+ (1l-2au,s ta (n= 1,2,…). 
问 a,b 为 何 值 时 {wu} 收敛 ? 极限 值 是 什么 ? 
3. 设 A>0,0 二 yo 二 4-1, 且 
yo = ya(2— 4y) (n= 0,1,.). 
证 明 :lim yn 三 4 
4. 设 数 列 {a,} 由 下 式 定义 : 
as = 2" 1 3a (n= 1,2,.). 
求 a。 所 有 可 能 的 值 ,使 得 {a,} 是 严格 递增 的 . 


1.6 ”自然 对 数 的 底 。 


在 中 学 里 ,我 们 已 经 知道 ,不 只 在 数学 里 ,而 且 在 全 部 科学 中 ,圆周 率 x 是 一 个 
十 分 重要 的 常数 .现在 我 们 来 介绍 另 一 个 十 分 重要 的 常数 :自然 对 数 的 底 e. 
同时 考察 如 下 两 个 数列 : 


er = (1+ 二 ) (EN )， 
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= 1 1 [2 1 * 
sn =1+7+21+ + ni (nEN’). 
显然 ,数列 {s, } 是 严格 递增 的 ,并 且 , 由 于 
1 1 1 
Sr < 安 1+ 工 + 人 十 克 二 人 + a < 3, 


即 {s,} 有 上 界 , 所 以 s= lim s. 存在 . 
利用 二 项 式 展 开 , 得 


en 三 1+ (二 
ki1 ‘kKk/n 
-1+ 直 + 直人 (1 元) 可 (天 ) 人 一 天) 


+ 二) 
这 里 共有 n +1 个 加 项 .在 ei 的 类 似 展开 式 中 ,将 有 n +2 个 加 项 ,在 其 中 的 最 初 
n+1 个 加 项 中 每 一 项 都 不 会 小 于 e， 的 相同 位 置 上 的 项 ,而 最 后 一 个 加 项 是 一 个 
正 数 .这 就 说 明 ; 对 nEN* ,有 ee 二 en+i, 即 {fe} 也 是 一 个 严格 递增 的 数列 .此 外 ， 
由 e。 的 展开 式 , 可 以 看 出 
1 1 1 
| 


e 入 1I+ 订 + 下 + + 


对 一 切 nEN* 成 立 .这 就 证 明了 lim en 的 存在 性 , 记 e= lim en ,从 而 得 知 e 委 ?. 
另 一 方面 , 当 n 之 m 时 ,有 
en 之 1+ 二 + 二 (1 一 过)+ .十 二 (1 二 )… 人 (1 一 于 二 )， 


二 21 n ml! n n 
把 mEN’ 暂时 地 固定 ,同时 令 和 
1 1 
ee 之 1+ 一 大 + 庆 + + 


这 时 再 令 m 一 % ,得 出 e 之 8 于 是 我 们 证 明了 e= s. 以 ce 作为 底 而 作成 的 对 数 称 为 
自然 对 数 .为 了 与 大 家 已 经 习惯 了 的 以 10 为 底 的 对 数 符号 lg 区 别 开 来 ,自然 对 数 
符号 记 作 In. 在 本 书 中 ,除了 少数 显著 申明 了 的 情形 ,我 们 谈 到 “对 数 ” 都 是 指 自然 
对 数 .其 中 的 理由 到 第 3 章 便 可 明白 . 

我 们 已 经 证 明 , 数 列 {e}) 与 (5,} 都 递增 地 收敛 于 e. 这 两 个 事实 都 有 理论 上 的 
意义 .从 计算 来 看 ,使 用 极限 


, 1 1 1 
lim(1+ 1 21 nl! 
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更 为 有 利 . 我们 取 充 分 大 的 n ,用 s, 作为 e 的 近似 值 . 由 于 


Sn+rl = Sn 


rr 
在 计算 s,;1 的 时 候 , 就 能 充分 地 利用 上 面 已 经 算出 的 s， 的 数值 ,并 且 只 需 多 作 一 
次 除法 运算 5( 除 以 于 +1) .我 们 利用 计算 器 ,很 容易 对 上 委 10 算出 5s, 到 小 数 点 后 7 
位 小 数 .例如 

ss = 2.7182787, $s = 2.7182815, so = 2.718 281 8. 
由 这 种 近似 所 产生 的 误差 ,可 以 用 下 面 的 方法 来 作 估 计 : 由 于 

0<< Snrm — Sn 


= 1 1 til 
= + 


三 Sn 十 


1 1 1 
= [lta + Tm | 


1 1 1 2 1 ml 
<minilltarit (zri) + + (7 ] 
1 .1 -1 
m+Di 1-_l nlin’ 

n+l 
令 mm 一 o ,得 到 
1 >» 
0<e- ss Sin (nE€EN’). (1) 


因此 ,用 sw 来 通 近 6 所 产生 的 误差 将 小 于 10 一 .特别 地 ,我 们 看 到 e<3. 

我 们 来 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 1.6.1 自然 对 数 的 底 e 是 无 理 数 . 

证 明 用 反 证 法 .假设 e= p/9q, 其 中 p,qEN’* .由 于 2<e<3, 可 见 e 不 是 正 
整数 ,因此 q 实 2. 由 式 (1) ,可 得 


0<~=gql(le- ss) (2) 


但 是 


ql(e— ss) = Cq-Dip-q!(1+1+ 训 +…+ 南 ) 
是 整数 ,这 与 式 (2) 蔬 盾 ! 0 
通过 上 述 讨论 ,我 们 看 到 ,数列 (e，}) 与 {s,) 的 各 项 都 是 有 理 数 ,但 是 它们 的 极 
限 却 是 无 理 数 .我 们 又 一 次 看 到 了 在 全 体 有 理 数 中 添加 无 理 数 的 必要 性 . 如 果 不 这 
样 做 ,极限 运算 就 无 法 进行 . 
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从 lim (1+1/n)" =e, 很 容易 得 到 


。 nl\” 
= lim 
Nn n 


“\n+l n 
. or 1 \ 1 
= lim (tr) Urataih (1+) 
练习 题 1.6 
. 求 下 列 极限 : 
lim(1+ -153); C2) lim(1- +a); 
(3) lim (2); CD lim(1+ 立 ) ， 


(二 


. 设 kEN' .求证 : 


. 求证 :数列 { (1+1/n)"}) 是 严格 递增 数列 . 


(提示 :用 几何 平均 -算术 平均 不 等 式 


CE 


0 个 
. 求证 :数列 {(1+1/n) "1 } 是 严格 递减 数列 . 


xs (a) 1 1) (<) 


. 证 明 不 等 式 : 
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6. 利用 对 数 函 数 In x 的 严格 递增 性 质 , 证 明 : 
1 1 
过 In(1+ 充 )< 却 
对 一 切 n EN' 成 立 . 
7. 设 nEN' 且 k=1,2,…. 证 明 不 等 式 : 


<n(1+ 不 )< 丰 . 


8. 对 nEN" ,求证 : 
1 1 1 1 1 
了 + 本 2 + 


x =1+ 工 +…+ 工 -ma+l CeN) 
2 n 


. 证 明 :lim xX。 存在 ,此 极限 常 记 为 7, 叫 作 Euler( 欧 拉 ,1707 一 1783) 常 数 . 
10. 利用 第 9 题 ,证 明 : 
1+ 寺 + 村 + 写 + 二 =lInn+y+e,, 
其 中 lim ,=0. 
11. 证 明 不 等 式 : 


nti+l\" nti+ly”"’! 

(< 
12. 证 明 : 

l/n 
im DY -= 1. 

13. 求证 : 

_ 1 1 1 0 

e=1+11+21+ “+ A 


其 中 90. ECn/(n+1),1). 
14. 求 极限 lim(n1 e-[n! el). 


15. 求 极限 lim (= 了 + + 1 ): 


二 
16. 设 x,=(1+ 去 ) (1+ 训 )…(1 + 去 ) 证 明 :lim x。 存在 . 


问题 1.6 


1. 求证 : 当 nn 之 3 时 ,有 不 等 式 
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1 3 工 1 
名 k! 贡 < (1+ ) < 避让 
2. 求证 等 式 ， 
工 + 工 1  _ 7 
1+ 要 ++ tor i= In2Vn+t te 
其 中 y 是 Euler 常数 ,lim e.=0. 
3. 求 极限 


4. 记 昌 ,=1+ 雪 +…+ 志 (n=1,2,…), 用 ,表示 使 得 妥 , 之 n 的 最 小 下 标 .证 明 ; 


ks 
k, 


5. 设 54=1+2+33+ 昼 十 hn". 求证 : 当 n 守 3 时 ,有 


(1 5)< "<n"(l + oc DD) 


lim = 人， 


1.7 基本 列 和 Cauchy 收敛 原理 


在 本 节 中 ,我 们 来 推导 一 般 的 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 ,而 不 再 限于 单调 
数列 . 

定义 1.7.1 设 {a"} 是 一 实数 列 .对 任意 给 定 的 s>0, 若 存在 NEN"* ,使 得 当 
m,nNnEN* 且 m,n>>N 时 ,有 

| an 一 an|<e， 
则 称 数列 1a} 是 一 个 基本 列 或 Cauchy( 柯 西 ,1789 一 1857) 列 . 

粗略 地 说 ,基本 列 的 特征 是 ;只 要 数列 中 两 个 项 充分 地 靠 后 ,而 不 论 它们 的 相 
对 位 置 如何 , 它 们 之 差 的 绝对 值 便 可 以 小 到 事先 任意 给 定 的 程度 . 

在 定义 1.7.1 中 ,显然 只 需 考虑 m 放 n 的 情形 .我 们 可 以 令 m= n+p. 这 样 
一 来 ,基本 列 的 定义 可 以 等 价 地 叙述 为 :对 任意 给 定 的 s 盖 0, 若 存在 NEN"* ,使 得 
当 呈 > 和 N 时 ， 

| antp — an |<e 


对 一 切 PEN 成 立 , 则 数列 {a} 叫 作 基 本 列 . 
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我 们 先 来 看 几 个 例子 . 
例 1 设 19|<1. 求 证 :{q"} 是 基本 列 . 
证 明 1.2 节 中 的 例 3 告 诉 我 们 , 当 |91<1 时 ,{9"} 是 无 穷 小 .对 任意 给 定 的 
e 之 0, 存 在 NEN' , 当 n>>N 时 ,有 |41"<e/2. 因 此 , 当 n>N 时 ， 
lg" -gq"?l=1ql"l1l-gq i<dartlql lal"<2lgql"<e 
对 任何 PEN" 成 立 ,从 而 {q"} 是 基本 列 ， ] 
例 2 求证 :{( - 1D)"} 不 是 基本 列 ， 
证 明 对 eo=1 及 一 切 nEN" ,总 有 
1D" -1D)"|=|1(-D)"||-1-1|=2>1, 
因此 {( 一 1)"} 不 是 基本 列 . 0 
例 3 设 as=1+ 部 +…+ 坪 .求证 :{a,) 是 基本 列 . 


证 明 ”对 任何 pEN" ,有 


0<< Unip — an 
1 1 + 1 
= 1 


1 1 1 
AAD OTDR nrp) 


= (Ft (a) + (Fp z+ ) 


_1 1 1 
一 n n+ p ~ n < es， 
因此 只 需 上 >>N=[l/e]+l, 即 知 ({a} 是 基本 列 . 0 


例 4 当 a<1 时 , 设 as=1+ 充 +…+ 直 .求证 :{a4) 不 是 基本 列 . 


证 明 ”我 们 总 有 


a —a 二 1 本 要 四 1 
?n+1)° (n+ p)° 
1 1 1 p 
之 n+1 n+2 Tn+p n+p 
由 此 可 见 , 对 nEN* ,有 
_ _n -1 
U2n Qn 之 二 用 一 2 ， 
因而 (a,} 不 是 基本 列 . 0 


本 节 中 心 的 议题 是 要 证 明 :一 个 数列 是 收 和 敛 数 列 的 充分 必要 条 件 是 , 它 是 基本 
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列 . 为 此 ,我 们 需 做 一 些 预备 工作 . 

引 理 1.7.1 从 任 一 数列 中 必 可 取出 一 个 单调 子 列 . 

证 明 ” 先 引入 一 个 定义 :如 果 数 列 中 的 一 项 大 于 这 个 项 之 后 的 所 有 各 项 , 则 称 
这 一 项 是 一 个 “龙头 ”. 分 两 种 情况 来 讨论 . 

情况 Ca) ”如 果 在 数列 中 存在 着 无 穷 多 个 “龙头 ”, 那 么 把 这 些 可 作 “ 龙 头 ” 的 项 
依次 取 下 来 ,显然 将 得 到 一 个 严格 递减 的 数列 . 

情况 (b) 设 在 此 数列 中 只 有 有 限 多 个 项 可 作 “ 龙 头 ”. 这 时 取出 最 后 一 个 “ 龙 
头 ” 的 下 一 项 , 记 作 a; .由 于 ai 不 是 “龙头 ”, 在 它 的 后 边 必 有 一 项 ao (is 之 i ) 满 
足 ai 二 ai,; 因 a;, 也 不 是 “龙头 ”, 在 它 的 后 边 也 必 可 找到 一 项 a;, (is 之 is), 使 得 
ai, 之 a;, .如 此 进行 下 去 ,就 得 到 子 列 {a; ), 它 显然 是 一 个 递增 的 子 列 . 0 

定理 1.7.1( 列 紧 性 定理 ) ”从 任何 有 界 的 数列 中 必 可 选 出 一 个 收敛 的 子 列 . 

此 定理 也 称 作 Boizano( 波 尔 查 诺 ,1781 一 1848)- Weierstrass( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ， 
1815 一 1897) 定 理 . 

证 明 设 (a,}) 是 一 个 有 界 的 数列 .根据 引 理 1.7.1, 从 中 可 以 取出 一 个 单调 
子 列 {ai, ) ,这 个 子 列 当 然 也 是 有 界 的 .利用 定理 1.5.1, 得 知 {a;,} 是 一 个 收敛 
数列 . 0 

现在 来 证 明 本 节 的 主要 定理 . 

定理 1.7.2 一 个 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 是 , 它 是 基本 列 . 

证 明 ”必要 性 . 设 {a,} 是 一 个 收敛 数列 ,其 极限 记 作 a. 因 此 ,对 任意 给 定 的 
e >0, 存 在 正 整 数 N, 当 nN 时 ,有 


| a -a |< 坊 : 
当 m,nEN', 且 mm >N 时 ,可 得 
|an 一 an|=las 一 a+a-an| 


和 la -al+le-an|<< 广 + 方 =e. 


这 表明 ta, } 是 一 个 基本 列 . 
充分 性 . 设 {a*} 是 一 个 基本 列 .首先 证 明基 本 列 必 是 有 界 的 .对 so =1 而 言 ,可 
以 取出 一 个 NEN' , 且 当 m>>N 时 ,有 
[as—- am |<eo=1. 
由 此 知 


| an | 委 | av - ann |+| an |=1+| aw |. 
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M = max(| al |, la | |anl|,|ann |+1), 
可 见 |av,| 委 AM 对 一 切 n EN' 成 立 .因此 ,{a,) 是 有 界 数列 . 
根据 定理 1.7.1, 从 有 界 数列 {a;}) 中 可 选 出 一 个 收 化 的 子 列 (ai }), 设 ai, 一 a 
(neco) .我们 来 证 明 这 个 a 也 是 数列 {a,} 的 极限 .由 于 {a,}) 是 基本 列 ,对 任 给 的 
< 二 0, 存 在 一 个 Ni EN ,使 得 当 m,n 放 Ni 时 ,都 有 | a 一 a4 | 二 e/2. 又 因 
lim ai, = 4a, 对 任 给 的 e>0, 存 在 N: EN” , 当 K>>N 时 ,|ai, -al<s/2. 现 取 
N= max(Ni,N2), 当 nN 时 ,有 


las -al 和 la -a lt+l oa, -al<+ = se， 


这 正 说 明 lim a =4， 0 

定理 1.7.2 又 称 为 数列 的 Cauchy 收敛 原理 ,是 一 个 在 理论 上 非常 重要 的 定 
理 , 在 数学 分 析 的 全 部 内 容 中 ,有 着 各 式 各 样 的 表述 . 它 告 诉 我 们 , 当 我 们 来 判断 一 
个 数列 是 否 收 敛 时 ,只 需 通过 数列 的 自身 ,而 无 须 求 助 于 另外 的 数 .还 应 指出 的 是 ， 
Bolzano-Weierstrass 定理 和 Cauchy 收敛 原理 是 实数 系统 连续 性 的 另外 两 种 表现 
形式 . 


练习 题 1.7 


1. 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存 在 NEN', 当 n>>N 时 ,有 
| a， 一 CN | 到 €. 
问 {a,} 是 不 是 基本 列 ? 
2. (1) 数列 {a,} 满 足 


| ay 一 an I< 玉 ， 


且 对 一 切 n,pEN' 成立 . 问 {a,}) 是 不 是 基本 列 ? 
(2) 当 |airp 一 44| 志 p/n? 时 ,上 述 结论 又 如 何 ? 
3. 证 明 下 列 数列 收敛 ， 


(1) qn=1- 训 + 吝 -…+(-D" 1! 志 (nEN'); 


2 32 
(2) b=aot+a1qg+…+anqg”"(nEN'), 其 中 {ao,ail,as,…) 为 一 有 界 数列 ,| 9 | 二 1; 


(3) qs =sinx+smn2x+. + SI neEN' ,xER); 
2 n 
(4) a, Sin 2x Sin 3X .二 Sin nx 


22+ sin 2x) “53+sin3 n(n+ sin my EN x*ER). 
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4. 设 数列 
{jas~ailt+|las—-az|+.…+|a,— an-1|} 
有 界 .求证 :{av,} 收 敛 . 
5. 用 精确 语言 表述 “数列 {a。} 不 是 基本 列 ”. 
6. 设 asE[ra,p]CnaEN'). 证 明 :如 果 {av} 发 散 , 则 {ta。.} 必 有 两 个 子 列 收敛 于 不 同 的 数 . 


1.8 上 确 界 和 下 确 界 


设 巨 是 一 个 由 实数 组 成 的 集合 . 如 果 存 在 一 个 实数 4 ,使 得 对 任何 xEE, 有 
ZX 之 4 ,那么 称 4 是 E 的 一 个 下 界 ; 如 果 存 在 一 个 实数 B, 使 得 对 任何 xEE, 有 x 
碌 B, 那 么 称 B 是 E 的 一 个 上 界 . 如 果 集 合 E 既 有 下 界 又 有 上 界 , 那 么 称 E 为 有 界 
集 . 很 明显 , 当 E 中 的 元 素 个 数 有 限时 ,E 是 一 个 有 界 集合 ,这 时 E 中 既 有 最 大 的 
数 , 也 有 最 小 的 数 . 当 E 的 元 素 无 限时 ,例如 E= (0,1) 时 ,E 是 有 界 集 ,但 E 中 没 
有 最 大 的 数 ,也 没有 最 小 的 数 . 

设 E 是 一 个 非 空 的 有 上 界 的 集合 ,B 是 E 的 一 个 上 界 .很 显然 ,一 切 不 小 于 B 
的 实数 都 是 E 的 上 界 . 这 说 明 ,E 的 全 体 上 界 组 成 的 集合 是 一 个 无 限 集合 . 这 个 无 
限 集合 中 ,有 没有 最 小 的 数 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,这 就 是 所 谓 的 “ 确 界 原理 ”. 这 个 原 
理 同 样 也 是 实数 连续 性 的 一 种 表现 . 

定义 1.8.1 设 E 为 一 非 空 的 有 上 界 的 集合 ,实数 8 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) 对 任何 x€EE, 有 x 二 8B; 

(2) 对 任意 给 定 的 es 盖 0, 必 可 找到 一 个 x. EE, 使 得 xp 一 es. 
这 时 , 称 8 为 集合 E 的 上 确 界 , 记 为 B= sup EE. 

由 (1) 与 (2) 可 见 ,E 的 上 确 界 8 是 E 的 最 小 上 界 . 

类 似 地 ,可 给 出 : 

定义 1.8.2 设 E 为 一 非 空 的 有 下 界 的 集合 ,实数 a 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) 对 任何 xEE, 有 x 之 a; 

(2) 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 必 可 找到 一 个 y, EEE, 使 得 y。 < 过 a + e. 
这 时 , 称 a 为 集合 E 的 下 确 界 , 记 为 a = inf E. 

同 理 可 知 ,E 的 下 确 界 是 E 的 最 大 下 界 . 

例如 
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inf (0,1) =0, sup (0,1)=1, 

。 1 a 一 1 * 二 

inf| 寺 :EN } =0， sup{ 元 :EN | 1, 
inf{arctan x: XE R}= 一 全 ， sup{arctan x: XER}= 3. 


由 这 些 例子 可 见 , 对 集合 E= (0,1), 它 的 下 确 界 和 上 确 界 都 不 在 E 中 ;对 集合 EE 
= {arctan xX:xXER), 也 是 如 此 ;对 EE= {1/n:nEN"*}, 其 下 确 界 不 属于 EE, 但 上 确 
界 属于 EE. 

显然 , 若 集 合 E 中 有 最 大 (最 小 ) 数 a ,那么 sup E (inf E)=a. 

我 们 有 下 面 重要 的 定理 : 

定理 1.8.1 非 空 的 有 上 界 的 集合 必 有 上 确 界 ; 非 空 的 有 下 界 的 集合 必 有 下 
确 界 . 

证 明 我们 先 证 明 第 一 个 论断 . 

设 非 空 集合 E 有 一 个 上 界 7. 任 取 一 点 xEE, 很 显然 ,E 的 最 小 上 界 应 该 在 
[x,Yj 中 寻找 .我 们 记 ai =x,b1= 了 7. 用 Lal,bij 的 中 点 Cai+ bi)/2 把 这 个 区 间 一 
分 为 二 , 先 看 右边 那个 闭 区 间 中 有 没有 E 中 的 点 , 若 有 中 的 点 ,将 这 个 区 间 记 为 
[Laz ,bzj, 否 则 将 左边 那个 区 间 记 为 Las, bzj. 接着 再 把 Caz, bz] 用 其 中 点 一 分 为 
二 , 先 看 右边 那个 小 区 间 , 若 其 中 有 E 中 的 点 ,把 它 记 为 Las ,bsj ,否则 把 左边 那个 
小 区 间 记 作 [as,bsj. 如 此 这 般 继续 下 去 ,我 们 得 出 了 一 列 闭 区 间 套 1, = [a。,b。] 
(EN DD) ,DOLDLO, 并 B11,|=(y-x)/2"!'(n EN’*). 这 个 区 间 套 的 其 
他 两 个 重要 的 特征 是 : 

(a) 在 1， 右 端点 的 右边 再 也 没有 E 中 的 点 ; 

(b) 7， 总 包含 着 E 中 的 点 ,这 里 n= 1,2,…. 

根据 闭 区 间 套 定理 ,存在 唯一 的 实数 8, 使 得 BE 从 1, .我 们 来 证 明 8= sup EE. 

注意 ,lim an = lim bn =B6. 任 取 cEE, 由 性 质 (a) 可 知 :对 一 切 nEN* ,有 Cc 声 
b,, 令 n 一 %, 便 得 到 c 志 PB. 这 表明 是 E 的 一 个 上 界 . 由 于 lim an = 有 , 故 对 任 给 
的 s 盖 0, 存 在 一 个 NEN ,使 得 8- es<ax. 在 区 间 I» 中 , 依 性 质 (b), 一 定 有 EE 
中 的 一 点 , 记 为 d. 因 此 d 之 awn 放 Bh 一 ,这 表明 8B 是 E 的 最 小 上 界 . | 

第 二 个 论断 可 以 通过 第 一 个 论断 来 证 明 . 设 EE 有 下 界 m, 即 对 每 一 个 xEE， 
有 Xx 之 m. 现 定义 FF= (一 x;:XEE), 则 因 x 宇 m, 所 以 -x 志 -m, 即 ~m 是 集合 F 
的 一 个 上 界 ,根据 第 一 个 论断 ,FF 有 上 确 界 , 记 B= sup F .我 们 去 证 明 --6=inf EE. 
为 此 , 取 xEE, 则 一 xE F, 一 x 所 Bb, 故 x 宇 -B, 即 -PB 是 E 的 一 个 下 界 .为 证 明 
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-BP 是 E 的 最 大 下 界 , 任 取 之 0, 要 证 明 存 在 y. EE, 使 得 y. 二 -86+e. 由 于 P= 
sup 下 ,所 以 存在 x EF, 使 得 x 这 Bb 一 e, 一 x 二-B+e. 记 y。 = 一 XxX。 EE, 则 有 
ye 三 -Bt+e, 故 -B=inf EE. 0 

若 记 下 = 一 E, 则 上 面 证 明了 

-sup(-E)= infE 或 sup(- E) =- inf E. 

这 一 性 质 在 下 面 的 讨论 中 要 多 次 用 到 ， 

定理 1.8.1 也 称 为 确 界 原理 , 它 也 是 实数 连续 性 的 一 种 表现 形式 .有 了 确 界 原 
理 ,我 们 便 可 以 很 容易 地 证 明 “ 单 调 有 界 数列 必 有 极限 ”, 即 定理 1.5.1. 事 实 上 , 设 
{fai} 是 一 个 递增 数列 , 且 有 上 界 .由 确 界 原理 , 知 a = sup a 是 存在 的 .一 方面 ， 
a 之 an 对 一 切 nEN'* 成 立 ; 男 一 方面 ,对 任 给 的 二 0, 一 定 有 一 个 an (NEN')， 
使 得 a 一 e 二 aw. 由 数列 的 递增 性 质 ,a, 宇 ana 一 对 n 宇 NN 成 立 , 即 

0 过 a-a,<=e 

对 n 之 入 成 立 ,这 正 是 lim a。 =a. 

上 面 只 对 有 界 的 集合 定义 了 上 确 界 和 下 确 界 . 如果 E 是 一 个 没有 上 界 的 集 
合 , 我 们 定义 

supE=+%; 
如 果 E 没有 下 界 , 则 规定 
inf EE =- %. 

当 巨 是 一 个 数列 时 ,sup 已 = + 等 价 于 从 这 个 数列 中 可 取出 一 个 趋向 于 + % 的 子 
列 ;inf E= 一 % 等 价 于 从 中 可 以 取出 一 个 趋 于 一 % 的 子 列 . 


练习 题 1.8 


1. 指出 下 列 数 集 的 下 确 界 和 上 确 界 ， 
(1) {~—1,0,3,8,9,12); (2) {1/n:nEN’ }; 
(3) {VR:nEN'); (4) (sin :neEN'); 
(5) {x;x?—2x—3<0); (6) {x;|In x|<1}. 


. 求 数列 {C1+1/n)":nEN' } 和 { (1+1/n)"''!1;nEN" }) 的 下 确 界 和 上 确 界 . 

. 求 数列 {n*":nEN"} 的 下 确 界 和 上 确 界 . 

. 设 在 数列 (a, :n EN" } 中 , 既 没 有 最 小 值 ,也 没有 最 大 值 .求证 ;数列 {a,} 发 散 . 

. 试用 定理 1.8.1 证 明 中 使 用 的 “二 分 法 ”, 证 明定 理 1.7.1(Bolzano-Weierstrass 定理 ). 
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1.9 有 限 覆 盖 定 理 


在 这 里 ,我 们 介绍 与 实数 的 连续 性 等 价 的 最 后 一 个 命题 . 为 此 ,需要 引入 一 些 
定义 . 

定义 1.9.1 如 果 A 是 实数 集 ,4= {1;} 是 一 个 开 区 间 族 ,其 中 XE A, 这 里 的 
4 称 为 指标 集 . 如 果 

A CU 1;， 

称 开 区 间 族 {1;} 是 4 的 一 个 开 覆 盖 ,或 者 说 ( 六)} 盖 住 了 4. 

4&=({ 六 } 是 4 的 开 覆 盖 也 可 以 等 价 地 叙述 为 : 任 取 aE4, 总 有 和 中 的 一 个 成 
员 , 记 为 ia) ,使 得 aE€E lw. 

定理 1.9.1( 紧 致 性 定理 ) 设 [a ,bj 是 一 个 有 限 闭 区 间 , 并 且 它 有 一 个 开 覆 盖 
{71;) ,那么 从 这 个 开 区 间 族 中 必 可 选 出 有 限 个 成 员 ( 开 区 间 ) 来 ,这 有 限 个 开 区 间 所 
成 的 族 仍 是 La ,bj 的 开 覆 盖 . 

这 个 定理 常 称 为 有 限 覆 盖 定理 ,也 叫 作 Heine( 海 涅 ,1821 一 1881)-Borel( 博 雷 
尔 ,1871 一 1956) 定 理 . 

证 明 ”用 反 证 法 .假如 定理 的 结论 不 成 立 ,也 就 是 说 , {1;} 中 任意 有 限 个 区 间 
都 不 能 覆盖 [a , b] .我 们 用 证 明定 理 1.8.1 的 所 谓 “ 二 分 法 ”来 导出 矛盾 . 记 a = 
aisb=bi ,用 [ai 9 六] 的 中 点 (ai + pi )/2 把 这 个 区 间 一 分 为 二 : 


ait+bi al 二 bi 
[oa], [ab] 
显然 ,这 两 个 区 间 中 至 少 有 一 个 不 能 被 {1;} 中 的 有 限 个 区 间 所 禾 盖 ,否则 ,Lai, bi] 
就 能 被 {1; } 中 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 . 把 那个 不 能 被 11; } 中 有 限 个 区 间 所 覆盖 的 区 
间 记 为 [az ,bz], 再 把 [Laz ,bz ] 一 分 为 二 ; 
2+ D2 2+ Db; 
[Le 于 |， [ ut 
同 理 ,其 中 必 有 一 个 不 能 被 {1;} 中 的 有 限 个 区 间 所 铸 盖 , 把 它 记 为 Las, bs]. 如 此 
可 以 无 限 继 续 下 去 ,得 到 一 列 区 间 {[a, ,b,j} (n=1,2,…), 它 们 具有 下 列 性 质 . 
(a) [asi bar CLass ba n=1,2,..…); 


(b) b, -a = 2b -a 0(n>%); 
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(c) 每 个 Le ,b,j 都 不 能 被 {1; } 中 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 . 

人 3) ,0b 两 条 性 记 知 道 ,70 bo 汪 漠 是 半 区 国 守 定时 的 荣 件 , 风 丰 存在 只 
一 的 7ELa bjna=1,2,…), 且 

lim an = = lim b, = 7. (1) 
因为 7E[Lai,p jj=[a,p]， 而 { 1} 是 [a,b] 的 开 覆 盖 , 故 {T} 中 必 有 区 间 (a ,8B)， 
使 得 7E (a,B). 记 

s = min(7-a,B -7). 

从 式 (1) 可 知 , 必 有 正 整 数 Ni ,N; ,使 得 当 n 盖 Ni 时 ,| a, 一 7| 过 e; 当 nn 之 N; 时 ， 
1b, 一 7| 过 ce. 因 此 当 n 和 N= max(Ni,N;) 时 ,有 

a 二 7-e<an<b<7+eh. 
这 就 是 说 La, ,b,j]C(a,B), 即 {1;) 中 一 个 区 间 就 覆盖 了 [a ,bj], 这 与 性 质 (c) 
蔬 盾 . 0 

必须 指出 ,在 定理 1.9.1 中 , 若 把 有 限 闭 区 间 换 成 开 区 间或 无 穷 区 间 ,结论 就 
不 再 成 立 .例如 ,{ (1/n,1)}(n=2,3,…) 是 开 区 间 (0,1) 的 一 个 开 覆 盖 , 但 不 可 能 
从 中 选 出 有 限 个 来 覆盖 (0,1);{(0,n)} (n=1,2,…) 是 无 穷 区 间 (1, + c ) 的 一 个 
开 和 覆盖 ,从 中 也 选 不 出 有 限 个 来 覆盖 (1, + %). 

至 此 ,我 们 已 经 介绍 了 六 条 定理 , 即 “ 单 调 且 有 界 的 数列 一 定 有 极限 ”( 定 
理 1.5.1)、 闭 区 间 套 定理 (定理 1.5.2)、Bolzano-Weierstrass 定理 (定理 1.7.1)、 
Cauchy 收敛 原理 (定理 1.7.2)、 确 界 原 理 ( 定 理 1.8.1) 以 及 有 限 覆 盖 定理 ( 定 
理 1.9.1), 这 六 条 定理 都 是 实数 系统 连续 的 等 价 陈述 ,从 其 中 的 任 一 条 定理 都 可 
推导 出 其 他 定理 .车 不 将 无 理 数 添加 到 有 理 数 上 而 组 成 实数 系统 ,这 些 定理 就 不 再 
成 立 . 

上 面 的 讨论 说 明 , 将 无 理 数 添加 到 有 理 数 上 而 组 成 实数 系统 是 非常 重要 的 ,但 
实数 系统 仍然 有 它 的 不 足 之 处 ,因为 最 简单 的 二 次 代数 方程 式 x* + 1=0 在 实数 系 
统 中 没有 解 .这 正 像 极限 

四 (+ 直 + 直 +… + 机 
在 有 理 数 系统 中 不 存在 那样 给 我 们 带 来 不 便 ， 因此 ,有 必要 在 实数 系统 之 上 添加 虚 
数 单位 i 以 构成 复数 系统 ,发展 出 一 套 在 理论 上 和 应 用 上 都 十 分 重要 的 复数 域 上 
的 微 积 分 学 ,这 就 是 我 们 将 来 要 学 习 的 “ 复 分 析 ”课程 的 内 容 . 复 分 析 是 建立 在 我 们 
正 开始 学 习 的 实数 域 上 的 微 积分 理论 的 基础 上 的 . 
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问 题 1.9 


1. 设 开 区 间 族 {1;} 是 有 限 闭 区 间 [La , 中] 的 一 个 开 覆 盖 , 则 必 存 在 c>0, 使 得 只 要 区 间 AC 
[ae ,oO 且 4 的 长 度 |41<c, 就 必 有 ({ 万 } 中 的 一 个 区 间 包 含 4. 其 中 ec 称 为 Lebesgue( 勒 
贝 格 ,1875 一 1941) 数 . 

2. 试 利用 上 述 结论 ,证 明 有 限 覆 盖 定 理 . 


1.10 上 极限 和 下 极限 


考察 任意 给 定 的 数列 {a ). 如 果 它 收敛 于 一 个 有 穷 的 极限 ,那么 它 的 任 一 子 
列 都 收敛 于 这 个 极限 .如 果 它 不 收敛 于 一 个 有 穷 的 极限 ,但 是 有 界 , 按 照 Bolzano- 
Weierstrass 定理 ,从 中 可 以 找 出 一 个 收敛 的 子 列 .如 果 {a} 无 界 ,那么 总 可 以 找到 
一 个 子 列 趋向 于 一 % 或 + %. 

我 们 把 数列 {a,} 的 收敛 子 列 {ax, } 的 极限 称 为 {a } 的 一 个 极限 点 .对 收 和 敛 数 
列 而 言 , 极 限 点 只 有 一 个 , 即 它 的 极限 . 对 发 散 数列 而 言 , 如 果 它 有 界 , 则 它 可 以 有 
若干 个 甚至 无 穷 多 个 极限 点 ;如 果 它 无 界 , 则 除了 有 限 的 极限 点 外 , 它 还 可 以 以 
+ co 或 - oo 为 其 极限 点 . 

定义 1.10.1 设 {a,}) 是 一 个 数列 ,E 是 由 {a,} 的 全 部 极限 点 构成 的 集合 . 记 

a” = supE, a. = inf E, 

则 a* 和 a, 分 别称 为 数列 {a,} 的 上 极限 和 下 极限 , 记 为 


ca = lim supa,, 4a, = lim inf a,. 
例 1 考察 数列 
-= 《~—D" = ... 
Aan ~ 1+1/n (n= 1,2,3, ). 
由 于 
1 -1 
dzn 一 (+ 元 ) 一 1 (hn—> %), 
1 

Ca2n-1 =- (+ 元 二 ) 一 一 1 《4 一 co)， 
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所 以 E= {一 1,1} ,从 而 
lim inf an = 一 1， lim sup an = 1. 0 
当 E 是 一 个 无 穷 集合 时 ,就 产生 一 个 问题 ;a* = sup E 或 a. = inf E 是 不 是 E 中 的 
元 素 , 即 & 或 a. 是 不 是 {a}) 中 某 个 子 列 的 极限 ? 下 面 的 定理 给 出 了 肯定 的 
回答 . 
定理 1.10.1 设 {a,) 为 一 数列 ,E 与 a* 的 意义 已 在 定义 1. 10. 1 中 描述 . 
那么 : 
(1)a'€E; 
(2) 若 x 之 a , 则 存在 NEN ” ,使 得 当 n 之 N 时 ,有 an 一 x; 
(3) a' 是 满足 前 两 条 性 质 的 唯一 的 数 . 
证 明 (1) 若 a* = + %, 则 此 时 EE 无 上 界 ,从 而 (a) 也 没有 上 界 .因此 ,从 
(an} 中 可 选 出 一 个 子 列 ex 一 + o (ec )， 于 是 得 e EE. 
如 果 a* = 一 ~, 那么 E 中 只 含 唯 一 的 元 素 , 即 E=1{- %}, 这 时 , lim an = 
如 果 a' 是 一 个 有 限 数 , 为 了 证 明 a* EE, 必 须 且 只 需 证 明 可 以 从 数列 {a,) 中 
选 出 一 个 子 列 收敛 于 a* .因为 a = sup EE, 故 必 存 在 一 个 11 EE, 使 得 
a”—-1<h<a+l1l. 
作为 {a，) 的 某 一 子 列 的 极限 ,一 定 存在 正 整 数 上 1 ,使 得 
a* -1<an <a’+l. 
同 理 , 存 在 1 € E, 使 得 


a' -la'+ 灌 . 


2 2 
12 作为 (as} 的 某 一 子 列 的 极限 ,一 定 有 正 整数 Kz 之 Ki ,使 得 
a” -去 之 a < Q + 证. 


归纳 可 得 :对 任何 n EN" ,存在 人 ,满足 上 >- 之 …>K:， 使 得 


Q -二 <a <a. + 工 . 


n 
由 此 可 知 , lim at, =a* EE. 
这 样 就 对 所 有 可 能 的 情况 证 明了 (1). 
(2) 假设 存在 一 个 数 x 二 a* ,使 得 有 无 穷 多 个 n 满足 a 之 x. 在 这 种 情况 下 ， 
存在 一 个 yYE EE, 满足 y 宇 x 之 a * .这 与 4 "的 定义 矛盾 . 
(3) 设 有 两 个 数 p 与 4 同时 满足 (1) 与 (2) , 且 p 二 gq. 选取 x, 使 得 p 二 x 二 4g. 
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因为 p 满足 (2) ,所 以 a 二 x 对 n 宇 N 成 立 , 但 这 时 q 不 能 满足 (1). 0 

对 下 极限 &. ,也 可 以 建立 类 似 的 定理 . 

性 质 (1) 表 明 : 数 列 {ta。.} 的 上 (下 ) 极 限 正 是 它 的 一 切 收银 的 子 列 的 极限 所 组 
成 的 集合 中 的 最 大 (小 ) 者 .一 个 数列 虽然 可 能 没有 极限 ,但 它 的 上 极限 和 下 极限 却 
是 一 定 存在 的 . 

我 们 有 : 

定理 1.10.2 设 {a,},{b,) 是 两 个 数列 . 

(1) lim inf a, <lim sup an; 

(2) lim an =Q4a 当 且 仅 当 lim inf an = lim sup an=a; 

(3) 车 入 是 某 个 正 整 数 , 当 > 六 时 ,a, 志 b, ,那么 

lim inf an 魏 lm inf b,, lim 1 Sup an 魏 lim 1 sup b,. 

证 明 (1) 与 (2) 是 十 分 明显 的 事实 ， 我 们 只 4 证 (3)， 而 且 只 4 证 其 中 的 第 二 个 不 

等 式 ,因为 对 第 一 个 不 等 式 可 以 作 类 似 的 证 明 . 记 
lim sup Qnr =a’,， lim sup b, = b*. 
如 果 b" = + % ,不 等 式 自然 成 立 .如果 a" = + %m, 那 么 有 子 列 at 一 + %(n 一 
%), 这 时 也 有 bi, 一 + o (no), 从 而 bb = + %m ,不等式 中 的 等 号 成 立 .同样 ， 
a 与 5 中 有 一 个 为 -~ % 时 ,结论 自然 成 立 .现在 设 a* 与 b* 都 是 有 限 数 .我 们 用 
反 证 法 , 设 b* 二 a* , 取 定 x, 满足 
b’*<x<a’*. 
由 定理 1.10.1(2), 存 在 正 整数 Ni , 当 站 六 Ni 时 ,b, 过 x, 因 而 当 n>>max(N,N1) 
时 ,有 
an 夺 b,x<a’. 

这 与 a* 的 定义 不 合 . 0 

例 2 设 数列 (av) 对 一 切 m,nEN"* ,满足 

0 anin adnm+ an. 

求证 :数列 {a,/n} 存 在 极限 . 

证 明 ”任意 固定 kEN?" , 则 一 切 不 小 于 的 正 整 数 n 都 可 以 表示 成 

n= mk+l (lIE€ (0,1,2,.…,k — 1}), 

这 里 m 为 正 整数 .因此 , 由 题 设 条 件 , 可 知 


Cu dm+i am + ai makr + QI 
一 外 一 CG 
n n n n 

ma i al ak a 


mE nn Kr/m nn 
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因为 是 固定 的 ,所 以 当 n 一 ww 时,m 一 % .由 此 可 知 
lim sup 22 < 天 (k = 1,2,3,，…)， 
在 上 式 中 , 令 K 一 c， 取 下 极限 ,得 
lim sup 党 < lim inf 和 
这 只 能 有 
lim sup 和 = lim inf 2. 
no n 中 一品 n 
因为 0<an/nSal(nEN'), 所 以 {as/n) 有 界 .这 说 明 lim (a,/n ) 存 在 . 0 
定理 1.10.3 对 数列 {a,} ,定义 a。 = inf ax ,BB =Supax ,那么 : 
(2) lim an 二 CQ， , lim B,=a*. 
证 明 (1) 按 定义 ,有 
Qn 二 inf {a, Qnr )， Qn+l 二 inf{w ly Qnr2，…)， 
显然 ,av 委 cni. 同 理 , 可 得 8 之 0. 
(2) 我 们 只 证 明 lim =a* ,lim an =a. 的 证 明 是 类 似 的 . 
(a) 先 设 a’ 是 一 个 有 限 数 . 任 取 1€E EE, 则 有 (a,} 的 子 列 {ai, } ,使 得 limai = 
1 .对 任意 给 定 的 rn, 选取 Kk 之 n ,于 是 i 之 Kk 之 n, 因 而 
ai, < sup{an sar} = B,. 
令 k 一 %, 即 得 ! 志 Bb, .由 于 1 是 E 中 的 任意 数 , 故 有 a' 三 B, .这 样 {B;) 就 是 一 个 
递减 且 有 下 界 的 数列 ,因而 有 极限 , 故 得 
a” 过 lim Bp,. (1) 
对 任意 的 e 六 0, 由 定理 1.10.1(2) ,存在 no EN'* , 当 n 之 no 时 ,a, 志 a* +e， 
因此 supar 人 a" +e, 即 Bb, 全 a +e. 由 于 {PB,) 是 递减 的 , 故 当 nn 放 no 时 ,BB, 声 
Br Sa + e, 从 而 得 lim Bsa* +E. 再 令 se 一 0 ,得 
lim pb, 过 a’. (2) 
综合 式 (1) 与 (2), 即 得 lim B,=a”*. 
(b) 设 a' = + %, 则 有 一 子 列 以 + % 为 极限 ,于 是 


B, 一 sup{an Qnr 三 十 co， 
故 lim 68. = + oo. 
nm 


。 48 。 


第 1 章 ”实数 和 数列 极限 


(0c) 设 a* = - %, 这 表示 lim an = - %. 因 此 对 任意 的 4 之 0, 存 在 meE N, 当 
n 之 no 时 ,av<< -4, 因 而 
Bs, = sup{lan an SE- A. 
于 是 当 n>no 时 ,B, 过 Bs, 二- A, 这 正 是 lim B= - = 0 
定理 1.10.3 证 明了 


a” = lim supax, a, = lim inf ax . 


nm kn nm kn 


这 两 个 等 式 常 用 来 作为 上 下 极限 的 定义 ,同时 也 说 明了 用 记号 lim sup 和 lim inf 来 
记 上 下 极限 的 原因 .上 下 极限 也 可 记 为 


和 


a” = lima,, a., = lim a,. 


例 3 证 明 下 列 不 等 式 : 


lim inf a, + lim inf b, < lim inf(a, + 了 ) 委 lim inf an 十 lim 1 sup b,, (3) 


n>% 


lim inf a, + lim 1 sup b, < lim 1 suplan + b,) 二 lim SUP Qn 十 lim 1 sup b,. (4) 


nm 


证 明 我 们 只 证 明 不 等 式 (3)， 不 等 式 (4) 的 证 明 是 一 一 样 的 . 由 定理 1.10.3, 只 
需 证 明 
inf ae + inf bs < inf(ax + br) < inf axr + sup br. (5) 
当 k 宇 n 时 ， 
inf ax < ae， inf bx < br, 
所 以 
inf ax + inf b: < art+b. 
当 n 固定 时 ,inf ax + inf bx 是 {ak + bi}) 的 一 个 下 界 , 因 而 
inf ax + inf b. 扫 inf Cax + bx). 
这 就 是 式 (5) 左 边 的 不 等 式 .再 证 式 (5) 右 边 的 不 等 式 . 记 ci =ar+bi, 则 ak=. 
cx 一 bx ,于 是 
inf ax = = inf(cx 一 px) 之 inf Ck 才 inf( 一 bi) = inf cr 一 Sup bi. 
这 里 我 们 用 到 了 定理 1.8.1 中 已 证 明 的 事实 :inf( —E)= — sup E. 由 此 即 得 
inf (ax + pk) < inf ax + sup bi, 
这 就 是 式 (5) 右 边 的 不 等 式 ， 0 
注意 , 式 (3) 和 (4) 中 的 不 等 号 是 可 能 出 现 的 .例如 
{an} = (0,1,2,0,1,2,…)}， {bi} = (2,3,1,2,3,1，…)， 
那么 
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{an 十 b,} 二 {(2,4,3,2,4,3，……)， 
因而 


lim inf a, = 0, lim sup a, = 2， 
nN-%m 


ne% 


lim inf b, = 1, lim sup b, = 3， 


ne 


lim inf(a, + b,) = 2, lim sup(a, + b,) = 4. 


nx 


这 时 , 式 (3) 和 (4) 中 出 现 的 都 是 不 等 式 . 


练习 题 1.10 


1. 求 lim inf a ， 和 lim supa,(nEN'), 设 : 

(1) a = Dl DD", (2) a =mnecn 
n 2 

(3) an = arctan nn ; (4) a, = (1+2D"n)n, 

2 

(5) a =1+nsin TF; (6) au = Tcos 2 
0， 当 n 为 偶数 时 ， 

(7) a = 1 、， 
Da， 当 为 奇数 时 . 


2. 试 证 下 面 诸 式 当 两 边 有 意义 时 成 立 : 
(1) 车 lim b。=b, 则 
lim inf (an + b,) = lim inf a,+b, 
lim sup (an + b,) = lim sup an+b; 
(2) lim inf ( 一 Qu)= 一 lim sup an ,im sup ( 一 Qu)= 一 lim inf an; 
(3) 车 {fa} 和 {5b,} 均 为 非 负 数列 , 则 
lim inf an* lim inf P,，, 委 lim inf (ap < 去 lim inf dn® lim sup b,, 
lim inf Cn。 lim sup 六 ,< 魏 lim sup (a.b,) < lim sup CQ。 lim sup b,; 
(4) 若 b, 之 0 (n= 1,2,."), 且 lim b,=b,; 则 
lim inf (asb.)=b lim inf dan, lim sup (anb.)=b lim sup Cn. 


3. 设 a, 之 0 (nEN'). 求 证 :lim supYa, 志 1 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 [>1, 有 


. a 
lim ~ = 0. 


a 
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问题 1.10 


1. 设 数列 {x,} 有 界 , 且 lim(x 一 XxX，)=0, 分 别 记 {xa) 的 上 下 极限 为 L 和 .证明 : {x,} 的 


极限 点 充满 区 间 [1, 荆 ]. 
2. 设 ea,>0. 求 证 ; 
lim sup n (Ta 一 1)> 1. 


1.11 Stolz 定理 


作为 上 下 极限 概念 的 应 用 ,我 们 来 证 明 计算 某 种 类 型 极限 时 很 有 用 的 Stolz 
(斯 托 尔 蒋 ,1842 一 1905) 定 理 . 


定理 1.11.1(Stolz, 志 型) 设 {ba) 是 严格 递增 且 趋 于 + % 的 数列 . 如果 


Ls a 
那么 
lim 4 = 4， (2) 


其 中 4 可 以 是 + o 或 -= ~. 
证 明 (a) 先 设 4 为 有 限 数 .由 式 (1) 知 ,对 任意 的 s 盖 0, 存 在 no,; 当 n 宇 no 
时 ,有 


4 去 他 和 et < AT+e， 
n n-1l 
由 此 得 
dn, dn,-l 
A-e< a <A+e, 
Po — bn- 
Con+l 一 0Qn 
A-e<— <Ate, 
brl — bn 


“eo, 
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A-e<p p<A+e, 
因而 有 
Cano- 
:< -pe <AtEe, 
即 
dn dn-! 
< ps A+ie 
bn 
于 是 得 
ao 和 0 
从 而 得 
4 一 < lim inf 声 lim sup b 之 A+t+e 
再 令 e 一 0, 即 得 
< lim inf 所 lim 1 sup 过 A 


由 此 即 知 式 (2) 成 立 . 
(b) 设 A=+ co ,由 式 (1) 知 , 当 n 充分 大 时 ,有 dn an-1>b, 一 ,1 二 0, 因 

而 ta } 也 是 严格 递增 且 趋 于 + c 的 数列 .现在 把 式 (1) 写 成 

b, bri 二 


lim Qu 一 Cl 0， 
由 (a)， 知 lim 2 =0， 因而 lim 7 Cn = +oo. 
(c) 设 4=-o, 记 cv= -a ,那么 
lim 和 有 im 从 
由 (b)， 知 lim 产 = + mm, 因而 lim 名 — oo. 0 


例 1 设 lim x， La 
证 明 ”这 个 命题 在 1.3 节 的 例 3 中 已 经 证 明 过 ,现在 用 Stolz 定理 来 证 则 特别 
简单 . 令 
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Qnr 二 XI 十 MX2 十 … 十 Xn， b, = n, 
那么 (5。} 是 严格 递增 且 趋 于 + %w 的 数列 , 故 可 用 Stolz 定理 .现在 


. aa 一 Qi , 
lim 2e— ~ = lim x = a, 


na b,— bni nm 


由 Stolz 定理 ,得 到 


X11 二 X22"… 十 x Qn 


加 
这 里 允许 a= + o 或- ,而 在 1.3 节 的 例 3 中 4 只 能 是 有 限 数 . D 


例 2 设 k 为 正 整数 ,计算 极限 
.1 二 2 二 .+n* 
lim 一 


Nn-% 


解 令 a,=l+24+…+Hhtb =mxil, 那 么 


bas— b= nt (no = Ck+1lnt+ + (Co 1)*!, 
所 以 
lim 2 二 au- -= lim 了 - 1. 
nm b» — bn-i nm (Kk+ 1)nt+e + (— 1)**! k+l 
由 Stolz 定理 , 知 所 求 的 极限 为 1/(k +1). 0 
练习 题 1.11 
1. 计算 下 列 极限 : 
] 1 1 
1+ 一 + 二 一 1+ 一 十 
. 2 n . 2n—1 
(1) lim In An ; (2) lim na i ; 
1 1 
1+ 一 +…+ 一 
(G3) lm Yn, (4) lim lt + Vn 
WW n A n yn 
2. 计算 极限 lim Cn1)Y" (提示 : 取 对 数 . ) 
3. 计算 极限 
lim 了 十 3:+ Qn DD 


4. 设 lim a 二 4. 证 明 : 


,A1+242+ "+hnas 4 
Hm 到 7 2 


5. 举例 说 明 Stolz 定理 的 逆 命 题 不 成 立 . 
. 53 . 


6. 证 明 -型 的 Stolz 定理 : 设 ea, 一 0,D,->0, 且 bibs 这 bs 之 …. 如 果 


dn Un-1 
lim bs 一 b, I 一 4， 
那么 
imp = A 


问题 1.11 


1. 设 0< <1/4(0<g 入 1) ,并且 xi= xn gt)COaEN' ). 求 证 :lim nx =1/9. 


2. 设 数列 {a, } 满足 lim a 2 a;# = 1. 求 证 :lim V3na, = 1. 
Hm pe pp 


1 > = 工 ,2 so. 
Xn >In( ) (n 二 9 ,3， ). 
求 极限 lim Xn: 


4. 试 利用 问题 1.3 中 第 2 题 的 Toeplitz 定理 ,证 明 Stolz 定理 . 
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世界 上 的 事物 都 处 在 不 断 运动 和 变化 之 中 ,反映 这 些 事物 的 数量 方面 ,也 是 在 
不 断 变化 的 ,因此 就 有 了 变量 的 概念 .粗略 地 说 , 某 些 变量 之 间 的 相互 制约 的 关系 
就 是 函数 . 函数 是 数学 分 析 中 最 重要 的 研究 对 象 . 

本 章 的 主要 内 容 是 :函数 的 概念 .函数 的 极限 和 连续 困 数 . 

我 们 先 从 集合 间 的 映射 谈 起 . 


2.1 集合 的 映射 


集合 是 数学 的 一 切 分 支 的 基本 概念 .我 们 假设 读者 已 经 熟悉 集合 的 概念 .并 和 
交 的 运算 以 及 一 些 基 本 的 记号 . 

定义 2.1.1 设 A,B 是 两 个 集合 ,如 果 了 是 一 种 规律 ,使 得 对 4 中 的 每 一 个 
元 素 x,B 中 有 唯一 确定 的 元 素 一 一 记 为 f(x) 一 一 与 x 对 应 , 则 称 f 是 一 个 从 A 和 
到 8B 的 映射 ,用 

f:A—8B 

来 表示 .集合 4 叫 作 映射 的 定义 域 ;f(x)€E8B 叫 作 x 在 映射 /之 下 的 像 或 f 在 x 
上 的 值 . 

由 此 可 见 ,映射 是 一 个 相当 广泛 的 概念 . 

例 1 设 A={ 甲 , 乙 , 丙 },B= (X,Y,2)}. 

(1) 令 f( 甲 )= 针 ,ff( 乙 )=Y 了 ,ff( 丙 )= 2Z. 这 种 规律 f, 就 是 一 个 从 A 到 8B 的 
映射 f: A 一 B. 

(2) 若 令 用 甲 )= f( 乙 )= 用 丙 )= 了 ,我 们 得 到 另 一 个 映射 f:; A 一 B. 0 
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例 2 设 N* 为 正 整数 的 全 体 ,R 为 实数 的 全 体 . 那 么 ,一 个 映射 f;N" 一 R 就 
对 应 着 一 个 数列 :1(1) ,ff(2),… .fCn),…. 反 之 ,任意 给 定 一 个 数列 
Ce 
实质 上 就 是 给 出 了 一 个 从 N 到 R 的 映射 . D 
例 3 让 每 一 个 xE[-1,1] 对 应 着 V1- 站 ,这 就 给 出 了 一 个 规律 .也 就 是 
一 个 映射 


f:[-1,1]—R. 

这 时 ,f(x) = v1-x 关 (0(-1 委 x 委 1). 

要 确定 一 个 映射 f. 须 有 两 个 要 素 : 

(1) f 的 定义 域 A; 

(2) 规律 f, 即 对 任何 xE€ A, 像 f(x) 是 什么 . 

设 ECA. 即 EE 为 A 的 一 个 子 集 . 令 

f(E) = {f(x):x € 五). 

也 就 是 说 .f(E) 是 在 映射 f 之 下 E 中 元 素 的 像 的 全 体 , 称 为 E 的 像 .显然 , 如果 
f:A 一 B. 那 么 FE)CB. 特 别 地 ,定义 域 4 的 像 f( 4) 叫 作 f 的 值 域 . 

例如 ,对 例 1(1),F(4)=B; 对 例 1(2),.F4)=(7) 对 例 3,.FL-1,1]) = 
[0,1]. 

定义 2.1.2 设 f:A 一 B, 且 8:A 一 B. 如 果 对 任何 xE A, 均 有 f(x) = g(x)， 
则 称 映 射 『 与 g 相等 , 记 为 /= 8. 

定义 2.1.3 设 f:A 一 B. 如 果 f(A4)=B, 则 称 f 是 从 A 到 B 上 的 满 射 ,也 就 
是 说 ,B 中 的 任何 元 素 都 是 4 中 某 一 元 素 在 f 之 下 的 像 . 

定义 2.1.4 设 f:A 一 B. 如 果 当 x,y€E A, 且 x 关 y 时 ,有 f(x) 关 f(y), 则 称 
f 为 单 射 . 

定义 2.1.5 设 f:A 一 B 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 映 射 f 是 一 对 一 的 .这 时 ， 
也 说 f 在 集合 4 与 B 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 . 

例如 ,对 例 1(1),f 是 一 对 一 的 ;对 例 1(2),f 不 是 一 对 一 的 ;对 例 3,f 也 不 是 
一 对 一 的 ,因为 f(1)=f/(-1)=0. 

在 f 是 从 A 到 8B 的 一 一 映射 的 情况 之 下 ,可 以 定义 映射 了 的 逆 映 射 f7!.:B 一 
A. 其 规律 是 : 如 果 y= /xz), 则 广 :(Cy)=x. 例 如 ,对 例 1(1), 广 !(X)= 甲 ， 
fi(Y)= 乙 ,f"1(Z)= 丙 . 

定义 2.1.6 设 f:A 一 8,FCB. 则 A 的 子 集 

fF)= (xE€E A:.flx)EF) 
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叫 作 FF 的 原 像 . 
例如 ,对 例 101),f-1(B)= A,f-'({X})={ 甲 }); 对 例 1(2),f 1'({Y}))= 有 A4， 
但 是 , 广 !((X))= 广 !((Z)) = 好, 这 里 好 表示 空 集 . 
定义 2.1.7 设 映射 f;:B 一 C. 映 射 g 的 定义 域 为 4. 当 xE€ Al=g 1(B) 时 ， 
定义 映射 
f° g(x) = f(g(x)). 
显然 ,fg:4:, 一 C , 称 为 映射 了 与 8 的 复合 . 
为 了 说 明 映 射 复合 的 概念 ,我 们 看 看 以 下 两 个 例子 . 
例 4 有 nn 个 顾客 ,分 别 以 A1,Az,…,A， 作为 他 们 的 标志 符 ( 例 如 ,他 们 的 
名 字 就 可 以 用 来 作为 标志 符 ) ,每 人 抽 到 一 张 彩票 , 写 有 号 码 1,2,…,n 中 的 一 个 . 
抽奖 之 后 , 持 有 号 码 为 i 的 彩票 的 顾客 得 到 了 一 份 奖品 (让 (i=1,2,…,n). 总 
之 ,每 一 位 顾客 都 得 到 了 自己 的 奖品 . 
现在 ,我 们 有 两 个 映射 .第 一 个 是 
8:(4 ,4 An) —> {1,2.. 1), 
也 就 是 说 (g(A1),g(Az).…,g(A,)) 是 1,2.…,n 的 某 一 个 排列 ,这 个 映射 反映 
了 顾客 抽 彩 票 的 情况 .第 二 个 映射 记 为 
f:{1,2,. ,1} — {l,l ,1,}. 
表示 的 是 摇 奖 的 结果 .作为 总 的 结果 ,每 位 顾客 都 有 一 份 奖品 ,这 是 一 个 映射 , 记 为 
h:{Al, Azs, As} —> {1,12 1 }, 
映射 h 是 映射 与 8 的 复合 , 即 h = fe8, 也 就 是 说 ,对 A;(i=1,2,…,n), 有 
h(Ai) = ff。 8(A;) = f(g8(Ai)). 0 


例 5 设 
8(X) = Xx +3xX-2 (-%<Xx<+%), 
f(x) = V2+cosx+sinx (- oo <x<<+oo)， 
那么 f 与 g 的 复合 是 
gx) = V2+cos(x +T3x 一 2)+sin(x +3x 一 2)， 
它 的 定义 域 是 R. 0 
我 们 可 以 考虑 多 次 复合 的 情况 . 设 ,8 与 h 都 是 A 到 A 的 映射 ,可 以 定义 两 
次 复合 


felge h(x) = fgo h(x)) = f(g h(x))). 
依 这 一 定义 ,可 知 对 一 切 xE A, 有 
(fog8)o。 h(x)= f°- gh(x)) = f(g hlx))). 
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比较 以 上 两 个 等 式 , 立 即 得 出 
fo (goh)= (f° 8) oh, 
这 表明 “复合 ”这 一 运算 是 可 以 “结合 ”的 .因此 ,把 f。(g。h) 直 接 写 成 feg。h 不 会 
造成 混乱 . 
设 1:A 一 A, 那 么 f 的 n 次 的 复合 f*f*…。f( 这 里 有 4 个 让 ,可 以 简 记 为 广 . 
例 6 讨论 一 次 隐 数 f(x)= ax+b. 
利用 数学 归纳 法 ,可 以 证 明 
f(x) = ax+(a"!l+a":+…+a+1)b. 
注意 ,这 仍 是 一 个 一 次 函数 . 0 
但 有 是,“ 复合 ”运算 通常 是 不 可 以 交换 的 .例如 , 令 f(x)=2x+1,g(x)=x 一 1， 
那么 
fog(x) = 2(x-1)+1=2x-1, 
g° f(x) = (2x+1)-1= 2x， 


可 见 fegg°*f. 

现在 设 映射 f;A 一 B 是 一 个 一 一 对 应 ,因此 它 的 道 射 f°!; 8 一 A 也 是 一 个 一 
一 对 应 ,并 且 

广 :。Fx) = fi(f(x))= x 
对 一 切 xE A 成 立 .车 集合 4 到 自身 的 映射 14 ,使 得 14(x)=x 对 一 切 xE A 成 
立 , 则 称 14 为 4 上 的 恒 等 映 射 . 显然 , 恒 等 映 射 是 唯一 存在 的 ,因此 我 们 有 f7!1*f 
= 714. 由 于 对 一 切 y€E B, 有 f°f'(y)=y, 所 以 f。f 1= Tg. 当 A 和 =B 时 ,如 果 
f:A 一 A 是 一 对 一 的 ,那么 广 :存在 ,并 且 有 
f'°f=f°f = a. 


练习 题 2.1 


1. 设 A= {a,b,c,d}. 证 明 有 唯一 映射 f; A 一 A, 满 足下 列 条 件 : 

(1) fla)=b,f(c)=d; 

(2) fo f(x) = 二 x 对 一 切 xE A 成立. 
2. 设 映 射 了 满足 FF(a)=a. 求 户 (Ca). 
3. 定义 映射 D;R 一 {10,1} 如 下 : 

Dx) = 1， 当 x 为 有 理 数 时 ， 
0， 当 x 为 无 理 数 时 . 
(1) 求 复合 映射 DeD; 
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(2) 求 D71({0)),D-1({1)),D-1({0,1)). 
4. 设 A 是 由 个 元 素 组 成 的 集合 . 若 映 射 ;A 一 A 是 单 射 , 则 称 f 是 A 的 一 个 排列 . 
(1) 证 明 ;f(A4)= A. 
(2) 证 明 : 广 :存在 . 
(3) 4 共有 多 少 个 排列 ? 
5. 设 4 是 由 个 元 素 组 成 的 集合 . 若 映射 了 满足 Fa) = a 对 一 切 a€ 4 成立, 则 称 卫 为 4 
的 恒 等 排 列 .求证 : 当 n 这 2 时 ,存在 非 恒 等 排列 ,使 得 f*f 为 恒 等 排 列 . 


2.2 集合 的 势 


设 4 与 8 是 两 个 集合 ,如 果 存在 一 个 从 4 到 8 上 的 一 对 一 的 映射 ,我 们 就 称 
集合 4 与 B 有 相同 的 “ 势 ” 或 有 相同 的 “基数 ”, 这 时 我 们 称 4 与 B 等 价 ,用 A~B 
表示 .这 就 在 某 些 集合 之 间 建 立 了 一 种 关系 .显然 ,刚才 定义 的 关系 具有 下 列 性 质 : 

自 反 性 :4 一 4; 

对 称 性 : 若 A 一 BB, 则 B~A; 

传递 性 :车 4 一 有 B 且 B 一 C, 则 4 一 C. 

我 们 给 出 如 下 的 定义 : 

定义 2.2.1 令 N* 是 正 整 数 的 全 体 , 且 

N, = {1,2,.…,n}). 

(1) 如 果 存 在 一 个 正 整数 n ,使 得 集合 4 一 N, ,那么 4 叫 作 有 限 集 . 空 集 也 被 
认为 是 有 限 集 . 

(2) 如 果 集 合 4 不 是 有 限 集 , 则 称 4 为 无 限 集 . 

(3) 车 4~N” , 则 称 4 为 可 数 集 . 

(4) 若 A 既 不 是 有 限 集 ,也 不 是 可 数 集 , 则 称 4 为 不 可 数 集 . 

(5) 若 4 是 有 限 集 或 者 4 是 可 数 集 , 则 称 4 是 至 多 可 数 的 . 

对 两 个 有 限 集 4 与 下, 显然 ,4 与 B 有 相等 的 势 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 元 
素 个 数 相等 .但 是 ,对 无 限 集 而 言 ,“ 元 素 个 数 相 等 ”这 样 的 话 就 变 得 十 分 含混 ,而 一 
一 对 应 的 概念 是 明确 的 、 毫 不 含糊 的 .在 有 限 集 之 间 , 利 用 一 一 对 应 可 以 完全 决定 
元 素 个 数 的 多 守 . 设 想 在 一 个 大 礼堂 中 , 恰 有 2000 个 座位 .在 一 次 演出 中 所 有 座位 
都 有 观众 坐 着 ,并 且 还 有 人 站 着 ,我 们 立刻 知道 到 场 的 观众 多 于 2 000 名 ;如 果 不 但 
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没有 人 站 着 而 且 还 有 位 子 空 着 , 便 知道 到 场 的 人 数 不 足 2 000. 只 有 当 既 没有 空 着 
的 位 子 又 没有 站 着 的 人 的 时 候 ,观众 的 人 数 才 正好 是 2 000. 由 此 可 见 ,集合 的 势 是 
有 限 集中 “元 素 个 数 "这 一 概念 的 推广 ,并 且 “ 势 "是 一 切 互相 等 价 的 集合 唯一 共有 
的 属性 . 
例 1 设 4 是 整数 的 全 体 ,我 们 来 证 明 A 是 可 数 集 .这 只 需 将 4 排列 为 
0,1, — 1,2, — 2,3, — 3,.…. 

直觉 告诉 我 们 ,这 样 的 排列 方法 可 以 把 全 部 整数 无 遗漏 又 无 重复 地 排出 来 .对 这 个 
例子 ,我 们 甚至 可 以 明确 地 写 出 从 N* 到 A 的 一 个 一 一 映射 : 

本， 当 n 为 偶数 时 ， 

fl(n) = 口 
于， 当 为 奇数 时 . 


例 2 证 明 ;(0,1) 与 [0,1] 有 相同 的 势 . 
证 明 我们 作出 下 面 的 从 [0,1j 到 (0,1) 上 的 映射 


去 ， 当 x = 0 时 ， 
人 5， 当 x= 士 (n € N*) 时 ， 
X， 当 x 关 0 且 x 不 是 正 整 数 的 倒数 时 . 
不 难 验 证 f 是 一 对 一 的 . 吕 


从 以 上 两 个 例子 可 以 看 出 ,这 两 个 无 限 集 都 与 它们 的 某 个 真子 集 有 相同 的 势 . 
这 种 现象 在 有 限 集 的 情形 下 是 绝 不 会 发 生 的 . 

定理 2.2.1 可 数 集 4 的 每 一 个 无 限 子 集 是 可 数 集 . 

证 明 设 ECA, 并 且 E 是 无 限 集 .集合 4 是 可 数 的 ,因此 可 以 将 4 排列 成 

Ci yl yy0 
按照 如 下 方式 构造 数列 {k,); 令 1 是 最 小 的 正 整数 ,使 得 ax, EE. 当 ki ,ki 
(s 之 2) 选 定之 后 , 令 k, 是 大 于 k,-1 的 最 小 正 整数 , 且 使 得 ck, EE. 这 样 , 便 得 到 了 
一 个 映射 f:E 一 N* .具体 地 说 ， 
flar)=n CEN)， 

这 就 证 明了 所 需 的 结论 . 0 

粗略 地 说 ,这 个 定理 表明 ,可 数 集 代表 着 “最 小 的 ”无 限 势 ,因为 没有 不 可 数 的 
集 能 作为 一 个 可 数 集 的 子 集 . 

定理 2.2.2 设 {E,}(n=1,2,3,…) 是 一 列 至 多 可 数 集 . 令 
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S=UE,, 
那么 $ 是 至 多 可 数 集 . 
证 明 设 对 上 EN， 
EF, = {Xn Xn2 sr) Xk ，*"}， 

考虑 如 下 的 无 穷 阵 列 : 

X11 ， X12， XI13， XI4， “** 

pa 
X21， X22， X23 ， X24 ， “ 
X31 » X32， X33 ， X34， *** 


X41 ， X42， X43 ， 44， “ 


其 中 第 n 行 由 E 的 元 素 组 成 .这 个 阵列 包含 着 5 中 的 所 有 元 素 .按照 箭头 所 指示 
的 那样 ,这些 元 素 可 以 排 成 一 行 : 
X11 3 X21 9 X12 5 X31 X22 9 X13 3X4l 9 X32 9 X23 9 天 143 

当 两 个 集合 Ei 与 E; 有 公共 的 元 素 时 ,这 些 元 素 在 这 一 行 中 会 重复 地 出 现 .我 们 顺 
着 从 左 到 右 的 方向 顺 次 地 看 下 去 ,对 那些 有 重复 的 元 素 只 保留 第 一 次 遇见 的 那 一 个 ， 
剔除 其 他 相同 的 元 素 . 这 样 做 过 之 后 ,仍然 得 到 并 集 5. 由 此 可 知 ,S 是 至 多 可 数 的 . 0 

定理 2.2.3 R 中 的 全 体 有 理 数 是 可 数 的 ， 

证 明 ”我 们 先 证 明 [0,1) 中 全 体 有 理 数 是 可 数 的 .显然 ,排列 


0; 

1, 

2° 

12. 

3 ”3 ” 

工 23. 

4 4 4 
1234. 
5’5”55° 
12345. 
6”66'66’ 
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穷尽 了 [0,1) 中 的 所 有 有 理 数 .我 们 把 这 些 数 重新 排列 ,从 第 一 行 开始 ,接着 第 二 
行 ,然后 第 三 行 …… 在 同一 行 中 ,将 数 从 左 到 右 地 排列 成 
0,1,1,2,1.23,1,2..... 
2'3’3'4'4’4'5'5 
然后 剔除 重复 的 数 , 得 到 的 可 数 集 就 是 L0,1) 中 有 理 数 的 全 体 . 
很 明显 , 当 有 理 数 rE[0,1) 时 ,对 任何 整数 n ,映射 + 一 r+n 是 [0,1) 中 的 有 
理 数 和 [n,n +1) 中 的 有 理 数 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,因此 ,Ln,n+1) 中 的 全 体 有 理 


数 也 是 可 数 的 .这 样 ,R 中 的 全 体 有 理 数 可 以 表示 为 
U. {x:xXELnn+1),x EQ)}. 

上 式 是 可 数 个 互 不 相交 的 可 数 集 的 并 集 , 依 定理 2.2.2, 它 是 可 数 的 . 0 

下 面 我 们 来 指明 一 个 并 不 那么 显然 的 事实 :并 不 是 每 一 个 无 限 集 都 是 可 数 的 . 
具体 地 说 ,我 们 来 证 明 

定理 2.2.4 [0,1] 上 的 全 体 实数 是 不 可 数 的 . 

证 明 用 反 证 法 .假设 有 某 一 种 方法 把 [0,1j] 之 间 的 全 体 实数 无 遗漏 地 排 成 了 
一 行 : 

1 Xa Ka 
把 区 间 [L0,1] 三 等 分 .在 所 分 成 的 三 个 闭 区 间 中 ,至 少 有 一 个 闭 区 间 不 含 x .如果 
有 两 个 小 区 间 都 不 含 x1 ,那么 为 了 确定 起 见 , 取 靠 左边 的 那个 小 区 间 并 将 其 记 作 
六 ;如 果 仅 有 一 个 小 区 间 不 含 x1 , 那 就 将 这 个 区 间 记 作 1 .接着 ,将 有 分 成 相等 的 
三 份 ,从 中 总 可 以 确定 出 一 个 更 小 的 闭 区 间 , 记 作 产 , 其 中 不 含 zz (当然 也 不 含 
X1). 如 此 继续 下 去 ,得 到 一 个 闭 区 间 套 : 
lo = [0,1] DODDDT DD Dw, 
其 中 了 不 含 x ,Xx2,… ,Xn，……. 由 于 | 1,|=1/3" (n=1,2,…), 根 据 闭 区 间 套 定 
理 , 有 
A I, = {x”}, 

其 中 x* EL0,1]. 因 为 x* 属于 一 切 1(n=1,2,…), 所 以 x' 不 能 等 于 x ,x2，…， 
xna,… 中 的 任何 一 个 .这 说 明 上 述 排列 并 未 穷尽 L0,1] 上 的 所 有 实数 ,由 此 得 出 予 
盾 . 这 表明 我 们 的 假设 不 能 成 立 , 从 而 就 证 明了 [0,1] 上 的 全 体 实 数 是 不 可 数 的 . 口 

对 集合 的 势 的 研究 是 一 门 很 大 的 学 问 ,不 属于 我 们 这 门 课程 的 内 容 .在 这 里 ， 
我 们 只 定义 了 可 数 集 , 陈 述 了 可 数 集 的 几 个 简单 的 性 质 ,并 证 明了 不 可 数 的 无 限 集 
的 存在 ,特别 是 指出 了 一 个 长 度 不 为 0 的 区 间 上 全 体 实数 所 成 的 集 是 不 可 数 的 .这 
将 为 今后 的 叙述 带 来 方便 . 
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练习 题 2.2 


. 在 平面 直角 坐标 系 中 ,两 坐标 均 为 有 理 数 的 点 (x,y) 称 为 有 理 点 . 试 证 :平面 上 全 体 有 理 


点 所 成 的 集合 是 一 可 数 集 . 


. 如 果 复 数 x 满足 多 项 式 方 程 


aox" +ax +…… 和 +QI+an = 0, 


其 中 ao 天 0,a…a。 都 是 整数 ,那么 x 称 为 代数 数 . 试 证 :代数 数 全 体 是 可 数 集 . 


. 设 4 是 数 轴 上 长 度 不 为 零 的 . 互 不 相交 的 区 间 所 成 的 集合 (注意 :集合 4 的 元 素 是 区 


间 ). 试 证 :4 是 至 多 可 数 的 . 


. 设 S={((Cxxzxo:xi=0 或 1,i= 1,2,…} .求证 :5 与 区 间 L0,1] 有 相等 的 势 . 
. 按 下 列 步骤 证 明 R 是 不 可 数 的 : 


(1) 车 RR 可 数 , 则 [0,1) 上 的 实数 也 可 数 .将 [0,1) 排 成 [0.1) = {x ,Xx2,… ,Xi.…) .把 x1， 
xxs,…' 写 成 二 进 制 小 数 的 形式 : 
X1 = 0.KiXi2Xl3…， 
X2 = 0. Xa X22 X22", 


X3 = 0. XI3 X32X33""*, 


(2) 令 
人 
1， Xum=0 
考察 x = 0.a1azas3… ,然后 证 明 :xEL0,1) ,并且 x 关 x; 对 一 切 自然 数 k 宇 1 成 立 . 
. 证 明 : 可 数 条 直线 绝 不 可 能 覆盖 住 全 平面 . 
2.3 力 数 


函数 是 一 类 特殊 的 映射 .如 果 对 映射 /: XX 一 了 ,X 与 了 都 由 实数 组 成 , 则 三 称 


为 一 个 函数 . 简 而 言 之 ,函数 是 从 实数 到 实数 的 映射 . 说 得 更 精确 一 些 ,/ 是 单 变量 
函数 . 


函数 是 这 门 课程 中 最 基本 、 最 主要 的 研究 对 象 . 
在 2.1 节 中 所 有 关于 映射 下 的 定义 和 证 明 过 的 那些 性 质 , 对 函数 全 都 适用 . 
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函数 有 其 定义 域 . 函数 表示 一 个 规律 ,依靠 这 个 规律 对 定义 域 中 的 任何 实数 ， 
有 一 个 确定 的 实数 与 之 对 应 .函数 也 有 两 个 要 素 ; 第 一 是 定义 域 ;第 二 是 对 应 规律 . 

例 1 有 10 种 产品 ,分 别 编号 成 1,2,…,10. 表 2.1 列 出 了 每 一 种 产品 的 价 
格 ,例如 说 是 每 千克 的 价格 . 


表 2.1 产品 的 价格 


这 里 没有 什么 “公式 ”, 但 它 完 全 符合 函数 的 定义 ,所 以 它 是 一 个 盟 数 .这 个 函 
数 的 定义 域 是 半 = {1,2,…,10}). 这 是 一 个 由 表格 表示 的 函数 ,用 列表 的 方式 来 定 
义 函 数 的 做 法 ,在 日 常生 活 中 是 经 常 遇 到 的 ， 口 

例 2 设 

f(x) = 1 二 法 

这 里 厂 显 然 是 一 个 函数 ,不 过 它 的 定义 域 没 有 被 明显 地 写 出 来 .在 这 种 情况 
下 ,我 们 应 当 这 样 来 理解 ;定义 域 就 是 一 切 使 得 上 式 右边 的 表达 式 有 意义 的 自 变 量 
x 的 全 体 . 

有 了 这 种 共识 ,我 们 可 以 来 确定 这 个 函数 的 定义 域 . 当 且 仅 当 


x 关 1， 且 1 <>0 


时 ,右边 的 表达 式 才 有 意义 . 当 x 关 1 时 ,最 后 那个 不 等 式 等 价 于 
1—- x = (1 xl+x) = GL-x 革 0 


由 此 可 见 函 数 卫 的 定义 域 是 [ - 1,1). 品 

例 3 2.1 表示 的 是 某 月 某 日 正午 12 时 到 
下 午 6 时 气温 随时 间 变 化 的 情况 , 它 是 OtT 平面 
上 的 一 段 曲 线 , 其 中 上 表示 时 间 ,7 表示 气温 .在 这 
里 ,也 看 不 到 什么 “公式 ”. 但 是 ,如 果 我 们 想 知 道 从 
正午 12 时 到 下 午 6 时 这 一 段 时 间 内 任何 一 个 时 刻 
的 温度 ,借助 于 一 条 有 刻度 的 直 尺 ,就 可 以 从 这 个 
图 上 “ 读 ” 出 来 . 至 于 读 得 是 否 准确 , 那 是 技术 上 的 
问题 ,不 是 理论 上 的 问题 .用 函数 的 定义 来 检验 ,由 
图 2.1 所 表示 的 确 是 一 个 “货真价实 ”的 函数 , 它 的 定义 域 是 [12,18]. 
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这 里 所 涉及 的 是 一 个 由 图 形 来 表示 的 函数 .大 家 很 容易 地 就 能 感受 到 它 的 优 
点 :函数 的 动态 非常 清晰 生动 地 展示 在 我 们 的 面前 .由 图 2.1 可 以 看 出 :下 午 2 时 
的 时 候 , 温度 差不多 是 最 高 的 ; 从 正午 到 下 午 2 时 气温 不 断 地 升 高 ; 下午 2 时 以 后 
气温 基本 上 呈 下 降 的 趋势 ,但 中 间 也 有 若干 反复 . ， 0D 
例 4 从 甲 地 到 乙 地 ,行李 收费 如 下 ;行李 重 不 超过 50 kg 时 ,每 千克 收费 
0.50 元 ;超过 50 kg 时 ,超重 部 分 每 千克 加 收 0. 25 元 .用 x 表示 行李 的 重量 ,用 
fx) 表示 其 运费 ,这 时 有 
: 0.50x, 0 这 x 50， 
0.50 x 50 + 0.75(x -50), x > 50., 
显然 ,f 是 一 个 函数 . 它 的 定义 域 是 全 体 非 负 实数 . 容易 被 初学 者 误解 的 是 ;以 为 上 
面 的 了 是 “两 个 ”函数 ,因为 f 被 两 个 “公式 ”表示 .正确 的 理解 是 :这 两 个 公式 联合 
起 来 表示 出 一 个 函数 广 这 种 函数 叫 作 分 段 函 数 .为 了 计算 f(x), 首 先 要 看 自 变 量 
x 属于 哪 一 个 范围 ,然后 用 相应 的 那个 公式 来 计算 , 切 匆 “张冠李戴 ”. 0D 
因为 函数 的 定义 域 与 值 域 都 由 实数 组 成 ,而 对 实数 可 以 进行 四 则 运算 ,因此 ， 
比 起 对 一 般 映 射 的 研究 ,对 函数 的 研究 将 变 得 更 加 具体 ,内 容 更 加 丰富 . 
设 三 与 g 是 两 个 函数 ,定义 域 分 别 为 4 与 已 ,那么 在 A 门 B 上 ,由 
f(x)+g(x) (xE€EANMB) 
产生 一 个 函数 ,这 个 函数 记 为 /+ 8g, 称 作 了 与 g 的 和 .在 计算 函数 值 时 ,应 注意 
(f+g)(x) = f(x)+g(x) (xEANMB). 
类 似 地 ,可 以 定义 了 与 8 的 差 . 积 与 商 : 
(f—-g)(x) = f(x)— g(x), 
(fa) x) = f(x) g(x), 
f _ fx) 
(7 = ge 
在 最 后 一 式 中 .还 应 当 要 求 g 在 4A 门 B 上 不 取 零 值 . 
特别 地 , 当 c 为 常数 时 , (cf) (x)= cf(x)(xE 有 A). 
例 5 设 


f(x) = 


fx) = VAI-x (-l1<x<<1), 
g(xX)= Inx (x>0). 
易 知 ,f+g 与 f8 的 定义 域 为 (0,1j, 但 是 f/8 的 定义 域 是 开 区 间 (0,1). 0 
设 函 数 / 在 XX 与 Y 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 .那么 依 2.1 节 , 有 逆 映 射 广 !: 
Y 一 ,这 时 我 们 称 广 :为 了 的 反 函 数 . 函数 上 与 广 :之 间 的 联系 是 ,如 果 
y= fx) (x € XX), 
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那么 
x= f(y) (yyEY)， 
反之 也 是 如 此 .由 以 上 两 式 , 推 知 
foef (y= f(x)=y (y€ Y), 
广 :。jFx) = fi(y)= x (x EX). 

这 表明 产 广 :是 了 上 的 恒 等 映 射 , 广 : "是 X 上 的 恒 等 映 射 . 

人 们 十 分 关心 的 是 :一 个 函数 什么 时 候 一 定 有 反 函 数 .一 个 既 简单 又 重要 的 事 
实 由 下 面 的 定理 2.3.1 所 揭示 .不 过 ,首先 需要 如 下 定义 : 

定义 2.3.1 银 数 f:X 一 Y 叫 作 关上 的 递增 (递减 ) 函 数 , 如 果 对 任何 xl ,x 
EX, 只 要 x 二 xz, 便 有 f(x) 肆 f(xz)(fCxi) 之 f(xz)) .函数 卫 叫 作 严格 递增 ( 严 
格 递减 ) 函 数 , 如 果 对 任何 x1,xzEX, 只 要 x 二 xz, 便 有 f(x1) 达 f(xa)(f (x) 
f(x2)). 

在 半 上 的 (严格 ) 递 增 或 (严格 ) 递 减 函 数 , 统 称 为 (严格 ) 单 调 函 数 . 

例如 , 取 常 值 的 函数 是 递增 函数 同时 也 是 递减 函数 ,但 不 是 严格 单调 函数 . 正 
弦 函 数 在 [- /2,r/2] 上 是 严格 递增 的 ,在 [r/2,3r/2] 上 是 严格 递减 的 . 函数 
f(x) = 三 3x 一 100 在 全 实 轴 上 是 严格 递增 的 . 

定理 2.3.1 设 函 数 了 在 其 定义 域 X 上 是 严格 递增 (递减 ) 的 ,那么 反 函 数 广 : 
必 存 在 , 广 : 的 定义 域 为 FX) ,并且 广 : 在 这 一 集合 上 也 是 严格 递增 (递减 ) 的 . 

证 明 令 Y=f(X). 由 于 f 的 严格 单调 性 ,由 f(x1)= f(xz), 其 中 x1,x2 EE 
,只 能 推出 x = x .这 表明 f:X 一 了 是 一 个 一 一 对 应 ,因此 反 函 数 广 :存在 . 

现在 设 f 是 严格 递增 的 ,我 们 来 证 广 :也 是 严格 递增 的 .用 反 证 法 .如 果 广 : 在 
Y 上 不 是 严格 递增 的 , 则 存在 yyy,y2 EY, 且 yy 二 yz; 但 是 f 1(y1) 之 f"1(ys). 由 
于 f 是 严格 递增 的 , 便 有 


ff iy1)) 2 ff (yy2)), 

即 yy 学 yz; 这 与 yi 过 yz 矛盾 .这 就 证 明了 广 : 一 定 也 是 严格 递增 的 . 0 

在 结束 本 节 的 时 候 ,我 们 来 研究 在 已 知 函 数 f 的 图 像 的 情况 下 ,如 何 简便 地 得 
出 其 反 函 数 广 :的 图 像 . 

一 般 来 说 ,函数 六 X-~Y 的 图 像 是 指 平面 点 集 

Gf) = {(x,f(x));x € X}, 

它 通常 是 一 条 平面 曲线 . 当 葡 数 1 有 反光 数 f! 时 ,同一 条 曲线 G( 有 ) 本 质 上 也 可 以 
看 成 是 广 :的 图 像 ,只 不 过 是 需要 把 纵 轴 上 的 点 集 当 作 广 :的 定义 域 ,并 不 需要 把 
图 像 重 画 一 遍 .但 是 ,人 们 往往 习惯 于 把 定义 域 画 在 模 轴 上 ,这 就 提出 了 重新 作 图 
的 问题 .按照 人 们 的 习惯 ,应 当 有 
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Gf1) = (yy 广 (yy)):yEY)= {(f(x),x):x € X}. 
注意 到 (a,b) 与 (b,a) 是 关于 直线 y= x 镜像 对 称 的 两 点 ,我 们 便 知 道 Gf) 与 
G(f 1!) 互相 关于 坐标 系 第 一 、 第 三 象限 的 分 角 线 镜 像 对 称 .利用 这 一 观察 ,我 们 很 
容易 由 G( 户 得 出 G(f7'), 见 图 2.2. 


练 习题 2.3 


1. 求 下 列 函 数 的 定义 域 ， 
3 IT 十 
(1) f(x)= vl- x’; (2) f(x)= /> 
-_ x+l . 1, 1+sinx 
(3) f(r (4) f(x) In cosx: 


2. 给 定 函数 f:R->R, 如 果 xER 使 f(x)=x. 则 称 x 为/ 的 一 个 不 动 点 .车 f.f 有 唯一 的 不 
动 点 ,求证 :f 也 有 唯一 的 不 动 点 . 
. 设 f:R 一 R. 若 f*f 有 和 且 仅 有 两 个 不 动 点 a,b(a 埃 b), 求 证 只 有 以 下 两 种 情况 ; 
(1) a,b 都 是 f 的 不 动 点 ; 
(2) fla)=b,f(b)=a. 
4. 设 函数 f:R->R, 且 每 一 实数 都 是 f°f 的 不 动 点 .试问 : 
(1) 有 几 个 这 样 的 函数 ? 
(2) 若 上 在 R 上 递增 ,有 几 个 这 样 的 函数 ? 
. 求 下 列 函数 的 n 次 复合 : 


(1) f(x) = 


Co 


cn 


x 
l1+x? 


日 
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_ Xx 
(2) 1(x) = TF 


6. 设 1;R 一 R 满足 方程 
flx+y)= fx) + fly) (xyER). 
试 证 :对 一 切 有 理 数 x, 有 f(x) = xf(1). 

7. 设 函 数 /:R 一 R,1 为 一 正 数 . 如果 f(x +1)= f(x) 对 一 切 x 成 立 , 则 称 f 是 周期 为 ! 的 周 
期 函数 .如果 了 以 任何 正 数 为 周期 ,求证 :f 为 常 值 函 数 . 

8. 试 证 :sin x? ,sin x + cos V2x 均 不 是 周期 函数 . 

9. 设 函 数 f:( 一 a,a) 一 R. 如果 对 任何 xE(-a,a), 有 f(x)=f( 一 x), 则 称 f 为 偶 函 数 ;车 
fx) = 一/( 一 x), 则 称 为 奇 函 数 .求证 :( - a,a) 上 的 任何 函数 均 可 表示 为 一 个 奇 函数 
和 一 个 偶 函 数 之 和 . 

10. 函数 

+ ex :+ er 
2 |! 2 


€ 
coshx = 


分 别称 为 双 曲 余弦 和 双 曲 正弦 .证 明 : 
(1) cosh x 是 偶 国 数 ,sinh x 是 奇遇 数 ; 
(2) cosh*x — sinh: x=1 (xER). 
11. 求 双 曲 正弦 y= sinh x 和 双 曲 余弦 y= cosh x 的 反 销 数 . 


问题 2.3 


1. 设 fx+ 芽 )= kf(x) 对 一 切 xER 成 立 , 其 中 TT 和 k 是 两 个 正 数 .证 明 : f(x)=a*p(x) 对 
一 切 xER 成 立 , 其 中 a 为 常数 ,9 是 周期 为 了 的 函数 . 

2. 设 ce<pb. 证 明 : 
(1) 若 上 的 图 像 关 于 直线 x= a 对称 ,也 关于 直线 x= 记 对 称 . 则 了 是 以 2(b- ae) 为 周期 


的 周期 函数 . 
(2) 若 卫 的 图 像 关 于 直线 x= a 对 称 , 也 关于 点 (b, yo) 中 心 对 称 , 则 了 是 以 4(b- a) 为 周 
期 的 周期 函数 . 


(3) 若 卫 的 图 像 关 于 点 (a, yo) 中 心 对 称 , 也 关于 点 (b ,yi) 中 心 对 称 , 则 fx) = p(x)+ ex 
(xER), 其 中 9 是 一 周期 隐 数 ,c 是 常数 .特别 地 , 当 yo= y) 时 ,c=0. 


2.4 函数 的 极限 


可 以 举 出 很 多 实际 的 例子 ,来 说 明 有 必要 研究 当 自 变量 x 无 限 趋 近 于 一 点 xo 
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时 函数 值 f(x) 的 变化 趋势 .其 中 又 有 许多 场合 表明 , 当 自 变量 x 无 限 趋 近 于 xo 
时 ,对 应 的 函数 值 (x) 无 限 趋 近 于 一 个 固定 的 实数 ,这 就 是 函数 极限 的 一 个 很 粗 
糙 的 说 法 .为 了 作 深 入 的 研究 ,我 们 必须 有 一 个 精确 的 函数 极限 定义 . 

定义 2.4.1 设 函 数 了 在 点 xo 的 近 旁 有 定义 ,但 xo 这 一 点 自身 可 以 是 例外 . 
” 设 / 是 一 个 实数 .如 果 对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 在 一 个 S>0, 使 得 对 一 切 满 足 不 等 式 
0 二 |x 一 xo| 二 6 的 x, 均 有 

| f(x) -1 |<e, 
则 称 当 x 趋 于 点 xo 时 函数 上 有 极限 1, 记 作 
lim f(x) = 1; 
或 者 更 简单 一 些 , 记 作 
fx)! (x— Xx0). 

这 时 ,也 可 以 说 函数 了 在 点 ze 有 极限 /. 

在 学 习 这 一 定义 时 ,要 注意 以 下 三 点 : 

(1) 在 讨论 f 在 点 xo 的 极限 时 ,f 在 x。 是 否 有 定义 并 不 重要 ,因为 不 等 式 0 一 
ix 一 xo| 已 经 把 x= xo 的 可 能 性 排除 在 外 ; 

(2) 在 一 般 情 形 之 下 ,6 与 < 有 关系 ,为 了 强调 这 种 依赖 关系 ,有 时 把 6 写 为 
6(e), 但 这 不 意味 着 6 是 。 的 函数 ; 

(3) f 在 xo 是 否 有 极限 .有 极限 时 极限 值 等 于 多 少 ,只 取决 于 了 在 点 xo 的 充分 
小 的 近 旁 的 状态 ,而 与 f 在 远 处 的 值 无 关 . 

让 我 们 来 看 若干 例子 . 


例 1 证 明 :lim xsin 二 = 0. 


证 明 函数 xsin 二 除 x =0 之 外 ,在 其 他 各 点 均 有 意义 . 对 任意 给 定 的 e 之 0， 


取 6G=eg, 当 0<|x-0|=1x|I<GsG 时 ,有 


xsin 二 -0| = 
x 


xsin1 |<| xx 1<G = e， 
这 就 证 明了 所 需 的 结论 . 0 
例 2 求 极限 lim(x? 一 4x+4). 
解 ” 虽然 晃 数 x* 一 4x+4 在 x=3 处 有 定义 ,但 这 一 事实 与 当前 所 讨论 的 问 
题 无 关 . 我 们 将 这 个 二 次 三 项 式 写 成 x 一 3 的 多 项 式 , 得 到 
xz 一 4x+4= (x—-3)+2(x—3)+1. 
对 任 给 的 s 六 0, 取 98=min(l,s/3), 当 0<<|x-3I<89 时 ,有 


。69 。 


数学 分 析 教 程 35 


| C(x: —4x+4)-1|<Ilx-3|(x-3|+2)<|lx-3|(+2) 
=3|x-3|<=36 坟 ee. 

这 就 证 明了 所 求 的 极限 是 1. 口 

以 上 这 个 例子 虽然 是 一 个 很 简单 .很 特殊 的 问题 ,但 是 其 解法 中 所 使 用 的 方法 
对 计算 多 项 式 的 极限 具有 普遍 的 意义 . 

例 3 求 极限 lim 把 二 1 

解 ” 这 时 所 讨论 的 函数 在 x =1 处 没有 定义 .由 于 x 关 1, 所 以 可 以 同时 消去 分 
子 与 分 母 中 的 公 因 式 x 一 1, 从 而 得 出 


Xx -1_ x+l 
X2 一 大 xX 


由 此 我 们 察觉 到 当 x 一 1 时 ,函数 的 极限 为 2. 为 了 证 明 这 一 观察 ,对 任意 给 定 的 小 
于 1 的 正 数 e, 取 6=e/2, 当 0<lx-1|<6 时 ,有 


lxl=|x-1+1| 之 1-|x-1|>1-8=1- 志 > 地. 
由 此 得 出 
2 — 
2 1-2 = 14 <2|x-1|<2=., 
XxX:—x |x| 
所 以 
2 
lim 2 —1 = 2. 0 
Xel 计 一 


对 初学 者 来 说 ,依据 函数 极限 的 定义 ,利用 e -6 语言 来 证 明 极限 或 计算 极限 ， 
多 做 一 些 这 样 的 练习 是 十 分 必要 的 .学 习 中 ,熟练 地 ,巧妙 地 运用 e -9 语言 ,常常 
是 一 个 难点 .只 有 多 做 多 练 ,才能 逐渐 地 克服 这 一 困难 .但 是 ,这 并 不 是 说 每 一 个 极 
限 的 证 明和 计算 ,都 得 使 用 这 种 "精确 语言 那样 做 未 免 过 于 烦琐 . 掌握 极限 运算 
的 一 些 性 质 ,将 使 极限 计算 大 为 简化 . 

我 们 先 从 函数 极限 和 数列 极限 的 关系 说 起 ,熟悉 了 这 一 关系 ,对 我 们 将 会 有 很 
大 的 好 处 ,这 是 因为 ,数列 的 极限 在 第 1 章 中 已 被 详尽 地 研究 过 . 

定理 2.4.1 函数 了 在 x 处 有 极限 ! 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任何 一 个 收敛 于 
xo 的 数列 {x 了 xXo:n 二 1,2,3,…}) ,数列 {f(xs)} 有 极限 7. 

证 明 必要 性 . 设 lim /(x)=1, 对 任 给 的 。 二 0, 存 在 一 个 30, 使 得 当 0 一 
Ix 一 xol<<6 时 ,有 |f(x) 一 1|<e. 对 已 取 定 的 6>0, 只 要 lim x。= xo, 便 存在 一 个 
NEN' ,使 得 当 # > 六 时 ,有 0<|xz 一 xo|<<5. 这 样 , 当 n>>N 时 ,有 
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| f(xn) -|<s. 

这 正 是 lim f(x)=1. 

充分 性 .假设 lim f(x)=1 不 成 立 , 那 么 , 必 有 一 个 正 数 seo, 对 每 一 个 正 整数 
n ,一 定 有 一 点 Xn ,满足 0<=|x, Xo |=<1/n , 且 使 得 | f(x,) -1 | 宇 eo 志 0. 这 就 是 
说 ,我 们 已 经 找到 了 一 个 数列 {Xn 了 居 Xo: n= 1,2,3,…} ,虽然 它 收敛 于 xo, 但 是 
lim f(xn)A LL. 

这 样 便 完全 证 明了 定理 . 0 

利用 定理 2.4.1 来 判断 函数 极限 不 存在 比较 方便 .下 面 是 两 个 例子 . 

例 4 求证 :lim sin 二 不 存在 . 

证 明 令 

1 / 1 


0,， xXx/== 0 (有 -一 co)， 


如 TI 2nz 


以 及 f(x) =sin 二 .我 们 有 fxn)=1->1,f(x4)=0>0(n 一 %). 由 定理 2.4.1, 知 


该 极限 不 存在 . 0 
例 5 定义 函数 D;R->{0,1} 如 下 : 
Dex) = 1， 当 x 为 有 理 数 时 ， 
0， 当 x 为 无 理 数 时 . 


证 明 :对 任意 的 XoER, lim D(x) 不 存在 . 

证 明 对 任意 的 xoER, 一 定 存在 全 由 有 理 数 组 成 的 数列 {s,} 和 全 由 无 理 数 
组 成 的 数列 {7} ,使 它们 都 趋向 于 xo ,这 样 就 有 

lim D(sn) = 1， lim D(1,) = 0. 

由 定理 2.4.1, 即 知 lim Dx) 不 存在 . 0 

上 例 中 定义 的 函数 D 叫 作 Dirichlet( 狄 利克 雷 ,1805 一 1859) 函数 ,看 上 去 这 
个 函数 有 太 多 的 人 工 雕 琢 的 成 分 ,不 太 自 然 ,但 是 用 它 来 淤 清 一 些 似 是 而 非 的 误解 
时 ,是 十 分 方便 的 .例如 ,由 例 5 知 , 处 处 不 存在 极限 的 函数 是 存在 的 .以 后 还 将 多 
次 遇 到 这 个 函数 . 

下 面 是 函数 极限 的 几 个 基本 性 质 . 

定理 2.4.2( 函 数 极限 的 唯一 性 ) 车 lim f(x) 存 在 , 则 它 是 唯一 的 . 

证 明 任 取 一 收敛 于 xo 的 数列 {x 了 关 xo:nEN"}). 由 定理 2.4.1, 知 
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lim fxn) = lim flx). 
我 们 已 知 数列 的 极限 的 唯一 性 ,从 而 知 函 数 极限 也 是 唯一 的 . 0D 
定理 2.4.3 若 了 在 xo 处 有 极限 ,那么 了 在 zx 的 一 个 近 旁 是 有 界 的 .也 就 是 
说 ,存在 整数 M 及 56, 使 得 当 0<<|x 一 xol<68 时 ,f(x)|<=M. 
证 明 设 f 在 xo 处 的 极限 等 于 1. 依 定义 ,存在 60, 使 得 当 0<|x-xol<=6 
时 ,有 |f(x) 一 下 < 之 1. 因此 
| fCOx) II ffx) -11+| 1|<1+|1i| 
对 0<1x-xo|< 成 立 .由 此 可 见 , M =1+ 1|1| 满 足 要 求 . 0 
定理 2.4.4 设 lim f(x) 与 lim g(x) 存 在 ,那么 有 : 
(1) lim (f+ 8)(x)= lim f(x) + lim g(x); 
(2) lim fg(x)= lim f(x)* lim g(x); 
lim f(x) 


(3) lm glim B05 其 中 lim 8(Cx) 天 0. 


证 明 由 于 (1) 与 (2) 的 证 明 比较 容易 ,我 们 只 证 (3)， 
有 了 定理 2.4.1, 证 明 本 定理 的 (3) 就 很 简单 了 . 设 lim f(x)=1,lim g(x)= 


mi 天 0, 那 么 对 任意 收敛 于 xo 的 数列 {x。} ,有 1lim f(xn)=1,lim g(xn)= m0. 于 


是 由 数列 中 已 知 的 结果 ,有 lim 人 各 >= 丰 . 由 于 (x) 是 任意 趋 于 x 的 数列 ,由 定 
理 2.4.1, 即 知 
limf(*> = 二 


mg(x) 11 
函数 极限 也 有 类 似 于 数列 极限 那样 的 “ 夹 逼 原理 ,这 样 的 定理 也 提供 了 计算 
极限 的 有 效 方法 . 
定理 2.4.5( 夹 允 原 理 ) 设 函 数 f,g 与 h 在 点 xo 的 近 旁 (点 xo 自身 可 能 是 例 
外 ) 满 足 不 等 式 
fx) hx) g(x). 
如 果 了 与 g 在 点 xo 有 相同 的 极限 1 ,那么 函数 h 在 点 xo 也 有 极限 1. 
证 明 由 于 f(x) 一 1(x->xo), 对 任意 给 定 的 二 0, 存 在 61 汪 0, 使 得 当 0 一 
1x 一 xol 过 61 时 ， 有 
il-e<f(x)<l+e. 
类 似 地 ,存在 02 ,使 得 当 0<|x— xo | 二 6z 时 ,有 
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iI-e<g(x)<l+e. 
取 3=min(6 ,6z), 当 0<|x-xol<fs 时 ,我 们 可 得 
1-e<Fo 过 hx) 扫 8Cx) < 一 1+e. 
由 此 推出 , 当 0 二 |x xo| 二 6 时 , | h(x) 一 1 二 成立. 这 便 证 明了 PCx) 一 1 
(Xx—xo0). 0 
这 个 定理 当然 也 能 用 定理 2.4.1 来 证 明 , 请 读者 作为 练习 来 完成 它 . 
定理 2.4.6 设 存在 *>>0, 使 得 当 0<|1x- xol<r 时 ,不 等 式 f(x) 记 g(x) 成 
立 . 又 设 在 xo 处 这 两 个 函数 都 有 极限 ,那么 
lim flx) < lim gCX). 
证 明 取 收 敛 于 xo 的 数列 {x,} ,并 让 它 满足 
0<|x -xzol<r (EN ). 
从 而 有 
f(xn) EXn) (n= 1,2,.). 
令 ~ ,得 lim f(x,) 志 lim g(x,). 再 由 定理 2.4.1, 可 知 这 正 是 
lim f(x) < lim gx). 0 
完全 可 以 只 利用 函数 自身 的 信息 而 无 须 凭借 其 他 实数 ,来 判断 函数 是 否 有 极 
限 ,这 就 是 下 面 将 要 陈述 的 重要 定理 . 为 了 叙述 方便 ,我 们 先 引 进 两 个 记号 ， 
Bs(xo) = {x: | x—-xo|<6}, BCxto) = (x:0<|x-xo |< 0}. 
称 B(xo) 为 xo 的 以 xo 为 中 心 .6 为 半径 的 邻 域 ( 简 称 xo 的 邻 域 ), B; (Xo) 为 xo 
的 以 xo 为 中 心 .6 为 半径 的 空心 邻 域 ( 简 称 xo 的 空心 邻 域 ). 利用 这 两 个 记号 , 函 
数 极限 的 定义 2.4.1 可 以 叙述 为 : 
如 果 对 任意 给 定 的 e 二 0, 存 在 一 个 SG>0, 使 得 对 一 切 xE B(x), 均 有 
| f(x) -11<e， 
就 称 ! 为 当 x 趋 于 xo 时 的 极限 , 记 作 
lim f(x)=1. 
定理 2.4.7 函数 f 在 xo 处 有 极限 ,必须 且 只 需 对 任意 给 定 的 。 之 0, 存 在 
G>0, 使 得 对 任意 的 x1,x2€ Bs(xo), 都 有 |f(x1) 一 f(xi)|< 过 e. 
证 骨 必要 性 . 设 lim fx)= 4, 那么 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存 在 $S 盖 0, 只 要 xE 


B(xXo), 便 有 
| fcx)-1 |< 祖 : 
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现 对 任意 的 X1，X2EB;(xo), 当然 有 
| fCx1) -1 | 到 六 ， | fCxz) -1 | 到 六 . 


因而 
| fCx1) — foxzs) [| xc- + f(xzs)—1| 


到 三 + 襄 = 


充分 性 . 设 对 任意 给 定 的 se 这 0, 存 在 SG>0, 当 xi:xzEBs(xzo) 时 ,有 
| flx1) - f(x2) |<e. 
现 设 (xn 天 xo:mEN"} 是 任 一 个 收敛 于 xo 的 数列 .对 刚才 已 经 确定 的 5 二 0, 可 以 
找到 正 整数 N, 当 m,n 和 N 时 ,有 0<|xn 一 xo| 二 6, 且 0 过 |x, xo 二 6, 即 xx,， 
xnaEBs(xo). 由 此 得 到 
| flxm) =- f(x,) |< e. 
这 表明 数列 {f(x.)} 是 一 个 基本 列 , 因 此 是 收敛 数列 , 设 其 极限 是 1,. 设 {yn 闫 xXo: 
nEN"'} 是 另 一 个 收 伍 于 xo 的 数列 ,数列 (f(y,)} 也 应 有 极限 , 记 为 1,. 我 们 来 证 
明 1, = 1). 事 实 上 ,把 (x) 与 (ya) 交 错 地 排列 ,作为 一 个 新 的 数列 {z,}: 
A EE ET 
显然 z 关 Xo(nEN'), 可 是 z, 一 xo(n 一 %). 因 此 数列 {f(z)} 有 极限 , 记 为 1. 注 
意 到 {f(x,)} 和 {f(y,)} 都 是 {f(z )} 的 子 列 , 所 以 必须 有 
lI. = 1 = 1 

再 根据 定理 2.4.1, 知 lim f(x) 存 在 . DO 

定理 2.4.7 称 为 函数 极限 的 Cauchy 收敛 原理 . 这 是 一 个 非常 有 用 的 定理 . 

将 一 个 比较 复杂 的 函数 看 成 若干 个 简单 函数 的 复合 , 常 有 助 于 计算 极限 . 这 
时 ,需要 下 面 的 定理 : 

定理 2.4.8 设 lim f(x)= l,lim 8g(1) = xo. 如 果 在 to 的 某 个 邻 域 B,( 140) 内 
8(1) 关 xo, 那么 

lim f(g(1)) = 1. 

证 明 由 于 lim /(x) = /对 任意 给 定 的 。 之 0, 存 在 "> 之 0, 使 得 只 要 

XE B,(xo), 便 有 
| f(x) -1|<e. (1) 

对 这 个 由 。 决定 的 >0, 因 为 lim 8(1) = xo, 故 存在 四 >0, 只 要 1€ Bn (io), 便 有 
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| g(1)— xo |< 6o. (2) 
现 取 5=min(7, 四 ), 则 当 1€ Bs(io) 时 ,也 有 1E€By(i0),t1€B, (fo), 此 时 g(1) 
和 天 xo, 式 (2) 变 成 
0<| g(t) -xo | 到 c， 
即 g(1)€ B,(xo). 于 是 由 式 (1), 即 得 
| f(g(1))—1|<e. 
这 正 是 lim f(g(2))=1. 中 
定理 2.4.8 中 ,条 件 g(1) 关 xo 至 为 重要 ,没有 这 个 条 件 定理 可 能 就 不 成 立 . 例 


如 , 令 


(= 人 *7 0 00) =0 
f= (0, 420， 8(0=0 
那么 lim g(1) =0,lim f(x) =0. 按 照 定理 2.4.8, 应 有 
lim f(g(1)) = 0. 
但 事实 上 ,f(g (1)) 二 1, 即 上 式 不 成 立 .不 成 立 的 原因 就 在 于 条 件 g(1) 关 0 被 破 
坏 了 . 
下 面 引进 的 单 边 极限 的 概念 ,有 时 也 有 助 于 函数 极限 的 计算 .在 有 些 场合 ,人 
们 只 需要 研究 当 自 变量 x* 从 点 xo 的 一 边 ( 在 大 于 xo 的 一 边 或 小 于 xo 的 一 边 ) 趋 
向 于 xo 时 函数 的 动态 , 即 在 限制 条 件 * 盖 xo (或 <<xo) 下 来 研究 lim f(x). 为 此 ， 


我 们 给 出 : 

定义 2.4.2 设 函 数 了 在 (x*o,xo+r)(Cr 是 一 个 确定 的 正 数 ) 上 有 定义 . 设 /是 
一 个 给 定 的 实数 . 若 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 一 个 SE (0,r) ,使 得 当 0< xz- xo<<S 
时 ,有 


| fx) 一 ! [< es， 
则 称 ! 为 了 在 xo 处 的 右 极限 ,表示 成 
1 = limf(x). 


X*xo 


在 右 极限 存在 的 情形 下 ,这 个 右 极限 常 记 为 f(xo + ) 或 f(xo +0). 也 就 是 说 ， 
flxo +) = limf(x). 


XxXog 


类 似 地 ,可 以 定义 在 xo 处 的 左 极限 f(xo - ). 

右 极 限 和 左 极限 统称 为 单 边 极 限 . 

特别 应 当 注意 的 是 , 切 勿 将 左右 极限 的 记号 f(xo - ) ,f(xo + ) 误 认为 是 函数 
f 在 xo 处 的 值 .因为 完全 可 能 在 xo 处 没有 定义 ,即使 在 f(xo) 有 意义 时 , f(xo) 
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与 f(xo 一 ),f(xo+ ) 这 两 者 之 间 也 可 能 毫 无 联系 .例如 
xXx-5,， 1<x 委 2， 
f(x) = | X = 1， 
x+2，0 乏 YY<1. 
这 是 一 个 定义 在 L0,2] 上 的 函数 . 容易 看 出 
f(1-) = lim f(x) = lim (x +2)= 3, 


f+) = lim f(x) = lim (x ~ 5) =-4. 

它们 和 f(1) =10 没有 关系 . 

极限 与 单 边 极限 的 关系 体现 在 下 面 的 定理 中 . 

定理 2.4.9 设 函 数 了 在 zx 的 某 个 邻 域 内 (xo 可 能 是 例外 ) 有 定义 ,那么 
lim f(x) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 

f(xo 十 ) 三 flxo 一 )， 

这 个 共同 的 值 也 就 是 函数 了 在 xo 处 的 极限 值 . 

这 一 事实 至 为 明显 , 略 去 不 证 . 0 

例 6 证 明 :limSsmz=1]， 


证 明 令 f(x) = 了. 这 个 函数 除 x= 0 之 外 处 处 有 定义 ,很 明显 ,对 任意 的 


x 


X 天 0, 有 
f(x) = f(x). 
这 是 偶 函 数 .显然 可 见 ,任何 偶 函 数 的 图 像 关 于 纵 
轴 是 对 称 的 . 

首先 证 明 f(0 + )=1. 实 际 上 ,考察 区 间 
(0,x/2), 作 出 中 心 在 原点 、 半 径 为 1 的 圆周 ( 称 为 
单位 圆 ) 在 第 一 象限 那 一 部 分 的 图 像 . 设 点 C 是 过 
点 4 作 的 垂 线 与 0B 的 延长 线 的 交点 ,x = 人 AOB 
以 弧度 计算 ,由 图 2.3, 可 见 人 4O8 的 面积 二 扇形 
O485 的 面积 < 人 4OC 的 面积 . 

由 于 xE (0,rx/2), 从 上 面 的 面积 关系 ,可 以 推 


Sinx<<x<<tanx. 
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cosx < Xl. 
0<1- Yl- cosx. 
由 于 
一 -ocin2 xX: XA 
0 过 1-cosx = 2sin < 了 < 4’ 
所 以 对 任 给 的 e>0, 可 取 6=min(x/2,4e/7), 当 xEG(0,S) 时 ,有 


_ SinX -x 工 
0<1 i <AI*<A Se. 


这 就 证 明了 F(0+)=1. 由 于 上 是 偶 函 数 ,所 以 也 有 0- )=1, 从 而 六 0+)= 
f(0 一 )=1. 依 定理 2.4.9, 即 得 


smx -= 1. 0 
Xx 
例 6 中 所 指出 的 极限 是 一 个 十 分 有 用 的 事实 ,不 可 以 将 它 只 作为 一 个 普通 的 
例子 来 对 待 . 
例 7 计算 极限 lm 多. 
解 易 知 
2sim? 志 


SPs 2 = 去 ( (sn 过 )/ 却 ) 


若 令 1 = x/2, 那 么 x 一 0 等 价 于 1 一 0. 根 据 例 6, 有 


. 1l—cosx_ 1,. /siniy _ 1/,. sinty’ 

im im) 人 
-11x121-1 
= FXL= 7 0 


例 7 中 所 用 的 技巧 一 一 := x/2, 称 为 变量 代 换 ,又 称 换 元 ,在 数学 分 析 的 各 个 
部 分 中 都 是 非常 有 用 的 . 
我 们 用 一 个 较 难 的 例子 作为 本 节 的 结尾 . 
例 8 下 面 的 函数 称 为 Riemann( 黎 曼 ,1826 一 1866) 下 数 : 
1，x=10， 


R(x) = 可， X= (9>0,p'9 互 素 )， 
0，x 为 无 理 数 . 
77 . 
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对 任意 的 实数 xo ,证 明 :lim R(x)=0. 


证 明 对 任意 给 定 的 。 之 0, 取 充分 大 的 正 整数 qo ,使 得 1/ qo 二 e. 容易 知道 ， 
在 区 间 (xo -1,xo+1) 中 ,满足 0<<q 委 go 的 分 数 p/q 只 有 有 限 多 个 .因此 总 能 取 
到 充分 小 的 8 汪 0, 使 得 (xo - 6,xo + 6) 中 的 有 理 数 的 分 母 9 之 go. 故 当 无 理 数 x 
满足 0 二 |x 一 xo| 过 6 时 ,R(x)=0; 当 有 理 数 x= p/9 满足 0 二 lx 一 xo| 一 6 时 , 必 
有 9 之 qo. 因 而 
1 
9 
这 就 证 明了 lim RCx) =0. 


0<Rx) = << 矶 <<e: 
0 


练习 题 2.4 

1. 用 es -6 语言 表述 f(xo 一 )=1. 
2. 求证 : lim fx) 存 在 当 且 仅 当 f(xo 一 )= f(xo + ) 为 有 限 数 . 
3. 设 lim f(x) = 4. 用 。 -8 语言 证 明 ， 

(1) lim [fC01=1Al; (2) lim f7(x)= A’; 

i x 

(3) lim VIO = VAC(A>0); (4) lim Vf = YA. 

4. 用 。 -8 语言 证 明 ， : l 


np .X31 
DD i 8 (2 四 总 29- 人 | 
4 
(3) lim 开 二 -= 4; (4) lim /TT27=1; 
xl 和 1 Xe 人 
(5) lim -二 1 =0. 
wetlt+ VX -1 
5. 设 
X2， X 之 2， 
f(x) = 二 
-ax, xx<<2. 


(1) 求 1f(2+) 与 f(2-); 
(2) 者 lim flx) 存在 ,a 应 取 何 值 ? 
6. 设 lim Fox)>a. 求 证 : 当 * 足 够 靠近 xo 但 x 尖 xo 时 ,Fxz) 盖 a， 
1] 
7. 设 /xzo-)<Fxo+). 求 证 :存在 8S>0, 使 得 当 
XE (xo— SH,X0), yE (xo,Xo + 6) 
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时 ,有 f(x) 二 f(y). 
8. 设 f 在 (一 ,xo) 上 是 递增 的 ,并 且 存 在 一 个 数列 {x,} 满 足 x ,二 xo(n =1,2,*…) ,XXo 
(n 一 %), 有 日 使 得 
lim fx.) = A. 
求证 : f(x。 一 )= A 
9. 用 肯定 的 语气 表达 “ 当 x 一 xo 时 ,了 f(x) 不 收敛 于 1”. 
10. 对 任何 nEN' ,4,C[0,1] 是 有 限 集 , 且 4; 门 4j) = 名 (i 关 j,i,jEN'). 定 义 函 数 


1 
mo < A 
0， Xx E€ [0,1],x [sa 人。 


对 任意 的 zeE[L0,1], 求 极限 lim f(x). 
11. 计算 下 列 极限 : 


. 1+XxX—x’ 2x+1 
(1) lim 一 + ; (2) lim tl, 了 
(3) limz2 二 1 (4) limz 1, 
x=l 大 1 xl 大 1 
(5) lim 1, (6) lim 之 L+X 二 vl-x, 
rr Xx -eg x 
(7) lim H+ 1, (8) lim < E+ + m 
和] M x-l 一 1 
12. 求 下 列 极限 ， 
Sin ax 
CD lim Sn (b#0); (2) lim TS 
(3) lim Sm Sn 二; (4) lim en, 
(5) lim sin (x + h); (6) limSin K+ h) sinx, 
A-e0 和 -=0 h 
(7) lim 一 CS XCOS ZrC08 三; (8) lim cos 才 cos .cos 之 ， 
TO Xx nm 2 4 2 
13. 求 下 列 极限 : 
co imx| 二 |， (2) lim [4, 
YeO x 2 一 
. 2 十 
(3) lim [4; (4) lim (9. 
Xe2 AT 
14. 求 极限 lim nsin(2xn1 e) 的 值 . 


15. 设 
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1 p 

1， X 关 0， 一 ， 1 = -一 ， 

fx) = 0 -0 en- q 
”XT 0， 上 为 无 理 数 ， 


易 知 lim f(x) =1,lim g(1)=0. 根 据 定理 2.4.8, 应 有 lim f(g8(1))=1. 但 事实 上 ， 
f(g(1))= D(1) 是 Dirichlet 函数 .根据 例 5, 它 处 处 没有 极限 . 问 发 生 这 个 矛盾 的 原因 
是 什么 ? 

16. 设 


1, pq = 0， 
fex) = ': x = (9>0,p'9 互 素 )， 


0， x 为 无 理 数 . 
证 明 :;/ 在 (- ,+ co) 上 每 点 的 邻 域内 都 无 界 . 


2.5 极限 过 程 的 其 他 形式 


在 2.4 节 中 ,我 们 详尽 地 讨论 了 下 列 形式 的 极限 :lim f(x) = ,这 里 xo 与 1 
都 是 确定 的 实数 . 在 单 边 极限 lim f(x) 或 lim f(x) 中 x。 也 是 确定 的 实数 .有 很 多 


XA 


理由 说 明 , 有 必要 放宽 ze 和 ! 为 实数 这 一 限制 .例如 , 某 种 放射 性 物质 的 质量 是 时 
间 1 的 函数 , 随 着 时 间 的 无 限 延长 ,这 一 物质 的 质量 可 以 变 得 “要 多 小 就 有 多 小 ”， 
这 时 上 所 接近 的 就 不 是 一 个 实数 .这 就 是 另外 一 种 形式 的 极限 . 

由 xo 与 ! 的 不 同 状态 和 各 种 不 同 的 搭配 ,将 得 到 许 许 多 多 不 同形 式 的 极限 . 
我 们 只 讨论 其 中 的 两 种 .事实 上 ,只 要 对 前 一 节 那 种 形式 的 极限 的 原理 有 透彻 的 了 
解 ,就 可 以 举一反三 , 触 类 旁 通 , 那 种 几乎 是 重复 的 ,使 人 感到 乏味 的 叙述 也 就 成 为 
多 余 的 了 . 

定义 2.5.1 设 1 是 一 确定 的 实数 ,表达 式 

lim f(x)=1 
的 意思 是 , 对 任意 给 定 的 es 之 0, 存 在 一 个 正 数 A, 当 x 满足 |x| 二 A 时 ,有 
1f(x) 一 下 之 e. 这 时 ,我 们 说 “ 当 x 趋向 于 无 穷 时 ,函数 上 有 极限 尹 . 上 式 也 可 以 简 
记 为 
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xz)- 一 = oo) (一 oo). 
至 此 ,我 们 不 难 联想 如 何 用 “精确 语言 "来 定义 
fix)—! (x—>+ %), 
f(x)—! (x—— oo). 
这 里 仅 对 第 二 个 表达 式 给 出 定义 . 
定义 2.5.2 对 任意 给 定 的 es 之 0, 存 在 一 个 正 数 4>0, 使 得 当 x*<-A 时 ,有 
| f(x) -1<e. 
在 这 种 情况 下 ,我 们 说 “在 负 无 穷 处 也 数 f 有 极限 1”, 记 为 
f(- o) = lim f(x) =1. 
第 一 个 表达 式 的 精确 定义 请 读者 自行 给 出 . 
显然 ,我 们 有 : 
定理 2.5.1 lim f(x)= 1/ 当 且 仅 当 
f(- ~) = im f(x) =1, fl(+%)= lim f(x) =1 
同时 成 立 . 
例 1 设 


这 里 [x] 表 示 不 大 于 * 的 最 大 整数 . 试 求 lim f(x). 
解 在 1.7 节 中 ,已 经 证 明 数列 ((1+1/n)") 递 增 地 趋向 于 自然 对 数 的 底 。. 
因此 ,对 任 给 的 过 0, 存在 NEN" ,使 得 
0<e- (1 +) < 
由 于 了 是 递增 函数 , 当 x 之 N 时 ,有 [x 之 N, 从 而 有 
0<e- f(x)<e- (1+N) <e. 
这 就 证 明了 
Jim(1+[h) =° 0 
建议 读者 用 e - 4 语言 来 证 明 以 下 更 加 容易 证 明 的 极限 ， 
lm (1+ TH)= 1 
在 2.4 节 中 ,我 们 证 明了 许多 定理 ,其 中 有 关于 极限 的 四 则 运算 的 定理 、 夹 通 
原理 等 等 ,它们 虽然 说 是 对 “x-~xo” 这 种 极限 过 程 来 叙述 和 证 明 的 ,但 是 它们 对 其 
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他 极限 过 程 显然 也 是 适用 的 ,只 是 应 当 在 同一 类 极限 过 程 中 加 以 运用 . 至 于 定 
理 2.4.7, 即 Cauchy 收敛 原理 ,只 需 加 以 明显 的 改动 ,也 可 以 成 立 ( 见 练习 题 2.5 
中 的 第 9 题 ). 

例如 ,应 用 极限 的 四 则 运算 法 则 ,可 以 得 到 


[+ [x] 
加 (由) 加 内) 吉 (+ 让 ) 


A+ 


=e*1=e, 
[x] Lxj+ 一 
0 = ml (+r) 
=e* 了 =e 


下 面 的 例子 与 2.4 节 中 的 例 6 一 样 是 一 个 重要 的 极限 . 
例 2 lim(1+ 过 ) =e. 
证 明 先 设 x 达 1. 由 不 等 式 [x] 志 x 二 [x]j+1, 得 
1 Lx] 1 \“ 1 [xj+1 
or <(l1+7x) <(1+ra) - 
我 们 已 经 知道 , 当 x 一 + % 时 ,上 式 左 \、 右 两 边 的 函数 趋向 于 极限 &. 由 夹 通 原 理 ， 
便 知 
lm(1+x) = 
现在 再 来 讨论 x 一 一 % 的 情形 . 令 y= 一 (x+1). 易 知 , 当 x 一 一 时 ,y 一 + % ,而 
(1+ 二 ) = rl) 
xX 


》 
= (1+y) (1+3)~e l=e (一 + ~), 
综 上 ,可 得 
Ja(1+x) = 


1. 用 es-4 语言 证 明 : 


(1) lim — +l -=1 (2) lim3*+2 
,3x — 3i arxt3 2 
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(3) lim (x~ Vx -a)=0; (4) lim ( Vxt+ ~- Vx—-1)=0. 
. 定 出 常数 a 和 4b ,使 得 下 列 等 式 成 立 : 
(1) lim (去 ar-b)=0; 


(2) lim (Vx -x+t+l-ax-b)=0; 

(3) lim (Vx ~x+1l-ax-b)=0. 

. 证 明 ， 

lim (sin VxX+1-sinvx-1)=0. 
. 设 常 数 CO02， Cn 满足 ai + az+…+a=0. 求 证 ， 

lim Daxsin vxX+k=0. 
tm k=1 

. 求 极限 lim sin (x vn:+1). 


. 求 下 列 极限 : 
(1) tim( 寺 <); (2) lim (#42); 
(3) lim(1 ~ 2x)™*; (4) lim (六) 
. 用 极限 来 定义 函数 : 


f=tm (1) "(13)), 
求 f 的 定义 域 ,并 写 出 f 的 表达 式 . 
. 如果 对 xE(-1,1), 有 | Diasin kx | 科 lsin x|, 求 证: 


[Ba |<1 


9. 证 明 ; lim /zx) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 。 之 0, 存 在 一 个 正 数 4A, 


足 X1 DA 2 ,; 便 有 |f(x1) 一 f(x2) | 二 e. 
10. 设 了 是 (- %,+ %m) 上 的 周期 函数 , 且 lim /(x)=0. 求 证 :f=0. 


问题 2.5 


函数 的 连续 性 


只 要 x1,xz 满 


1. 设 f 在 (0, + %m) 上 满足 函数 方程 f(2x)= f(x)(x 汪 0), 并 且 lim f(x) 存 在 且 有 限 . 求 证 : 


f 为 常 值 函 数 . 


有 f(ax) = bf(x). 求 证 : 


2. 设 a 和 b 是 两 个 大 于 1 的 常数 ,函数 f;R 一 R 在 x=0 的 邻 域 内 有 界 , 并 且 对 一 切 xER， 


。 83 。 


数学 分 析 教程 


lim flx)= £00). 
3. 设 f 和 8g 是 两 个 周期 隐 数 , 且 满 足 
Lim (f(x) — g(x))=0. 
证 明 :f= 8. 
4. 设 x 0. 证 明 : 


十 二 ul 
(1) lim sup (于 !) >e; 


(2) 上 式 中 的 e 是 最 佳 常数 . 


-2.6 无 穷 小 与 无 穷 大 


在 这 一 节 中 ,我 们 首先 来 介绍 另 一 类 型 的 “极限 ”. 之 所 以 在 极限 两 字 上 加 上 引 
号 ,是 因为 “极限 值 ” 不 是 一 个 实数 .在 这 个 意义 上 , 它 与 前 面 讨论 过 的 极限 大 不 相 
同 .作为 一 个 例子 ,考察 聘 数 f(x)= 1/x. 除 了 x=0 之 外 ,f(x) 处 处 都 有 定义 . 
y=1/x 的 图 像 是 位 于 第 一 和 第 三 象限 双 曲 线 的 两 支 ( 图 2.4). 很 显然 , 当 x 一 0 
时 ,f(x) 的 值 可 以 变 得 要 多 大 就 有 多 大 .为 了 
研究 函数 的 这 种 行为 ,我 们 引进 如 下 定义 

定义 2.6.1 设 xo 是 一 个 实数 , 函数 
flx) 在 xo 的 一 个 近 旁 (可 能 除 xe 之 外 ) 有 定 
义 .如 果 对 任意 给 定 的 正 数 4 ,存在 8 二 0, 使 
得 当 0 二 |x 一 xo| 二 6 时 ,有 |fCx)| 二 4A, 则 
称 “ 当 x 趋向 于 xo 时 , 函数 f 趋向 于 无 穷 
大 ”, 记 作 


lim f(x) = co， 
Xxo 
或 者 
f(x)—>% (x— xX0). 
类 似 地 ,还 可 以 定义 
limf(x) =+ ®%, limf(x) =- %, 
XxXo XX) 


lim f(x) = %, lim f(x) = co， 
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等 等 .对 所 有 这 些 情形 ,我 们 说 “在 所 标明 的 极限 过 程 中 ,f 是 一 个 无 穷 大 ( 量 )”. 

与 上 述 情形 相对 照 ,如 果 在 某 一 极限 过 程 中 ,lim f(x)=0, 则 称 “ 在 该 过 程 中 ， 
f 是 一 个 无 穷 小 ( 量 )”. 

显然 .无 穷 大 的 倒数 是 无 穷 小 ;不 取 零 值 的 无 穷 小 的 倒数 是 无 穷 大 . 

在 同一 极限 过 程 中 ,为 确定 起 见 ,例如 ,在 x 一 x。o 的 过 程 中 ,了 与 8 都 是 无 穷 
小 ,那么 我 们 可 以 按 下 面 的 定义 对 这 两 个 无 穷 小 进行 比较 . 

定义 2.6.2 设 当 x 一 xo 时 ,f 与 8 都 是 无 穷 小 ,并 且 8 在 x 的 一 个 充分 小 的 
近 旁 ( 除 xn RE 


A = 0, 那 么 称 了 是 比 8 更 高 阶 的 无 穷 小 ; 


(1) 如 果 lim, 


(2) 如 果 wa/ = /六 0, 则 称 f 与 g 是 同 阶 的 无 穷 小 ; 


(3) 如 果 (2) 的 极限 值 1=1, 那 么 称 f 与 8 是 等 价 的 无 穷 小 , 记 为 
f~g (x— xo). 
可 以 把 无 穷 小 的 “ 阶 ” 进 行 “ 量 化 ”. 为 此 ,要 取 一 个 无 穷 小 作为 标准 . 当 x 一 x。 
时 ,很 自然 地 取 x - xe 当 作 ”1 阶 无 穷 小 ”. 设 当 x 一 xo 时 ,f 是 一 个 无 穷 小 ,那么 当 
与 (x - xo)"(a>0) 为 同 阶 的 无 穷 小 时 , 称 f 为 a 阶 的 无 穷 小 . 
例如 ,由 于 


sinX~x (x—0), 


/IFTxX-1~ lx (x—0), 
2 
1 -cosx ~ 去 x (x — 0), 


可 见 当 x 一 0 时 ,sinx 和 v1+x 一 1 都 是 1 阶 无 穷 小 ,1 一 cosx 是 2 阶 无 穷 小 . 
在 同一 极限 过 程 中 的 两 个 无 穷 大 ,也 可 以 按 此 进行 比较 .具体 地 说 , 设 在 某 一 
极限 过 程 中 .f 与 8 都 是 无 穷 大 ,那么 : 


当 lim 人 =0 时 ， 称 g 是 比 更 高 阶 的 无 穷 大 ,也 可 以 说 是 比 g 更 低 阶 的 
无 穷 大 . 
当 lim 羡 区 存在 且 不 等 于 0 时, 称 它们 是 同 阶 的 无 穷 大 ; 当 这 极限 值 等 于 1 


时 . 称 f Se 是 等 价 的 无 大 
类 似 地 ,我 们 可 以 定义 无 穷 大 的 “ 阶 ” 的 概念 ,无 须 作 出 一 般 的 定义 ,只 需 通 过 
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以 下 例子 来 说 明 这 个 概念 ,就 足以 使 人 明白 . 
例如 , 当 x 一 1 时 ,最 好 取 1/(x 一 1) 作 为 标准 的 无 穷 大 .由 于 
XI+xX-2,. Xx+2 - 1 ) xX+2 


(x2—1)3 (Cx)2Cx+1) \x—-1l/)/ (x+1)" 
. xX+2 _3 
Im 0 


十 分 合理 的 .因此 ,由 


V2x2:+1=|x| 2+ 古 ， 
一 /2+ 二 <vVZ+TlL ， 
Xx | xl 


可 知 


从 而 得 出 当 x 一 时 ,V2x?* +1 是 1 阶 的 无 穷 大 . 
值得 注意 的 是 ,不 是 对 每 一 个 无 穷 小 或 无 穷 大 都 能 定 出 “ 阶 ”来 . 大 家 知道 , 当 


x 一 0 时 ,xsin 过 是 一 个 无 穷 小 可 是 ,把 x 取 为 标准 的 无 穷 小 时 ,不 可 能 为 无 穷 小 


xsin 十 “ 定 阶 ” 


当 x 一 + % 时 ,函数 
Inx, x’(a>0), a’(a>1), x’ 
都 是 无 穷 大 ,它们 之 间 的 阶 哪个 高 ,哪个 低 ? 我们 将 在 3.6 节 中 证 明 , 在 上 面 的 顺 
序 中 ,后 一 个 是 比 前 一 个 更 高 阶 的 无 穷 大 ,这 样 一 个 认识 在 讨论 许多 问题 时 都 要 
用 到 . 
等 价 的 无 穷 小 (无 穷 大 ) 的 作用 ,可 从 下 面 的 定理 中 看 出 . 
定理 2.6.1 如 果 当 x->xol(xo 可 以 是 + %) 时 ,f,g 是 等 价 的 无 穷 小 或 无 穷 
大 ,那么 : 
(1) lim f(x)h(x) = lim gx h(x); 
f(x), ,. g(xX) 
‘2 im = lim 
证 明 (1) 证 明 很 简单 ,因为 /一 8 ,所 以 
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lim fOOhCGx) = lim gC hex) = lim gx) hx). 
XX0 XX0 8 ( x ) XxXo 


(2) 证 明 与 (1) 是 一 样 的 . 0 
例如 ,我 们 已 知 
sinNX~X (x—0), 


当 a,b 为 常数 且 a,p 和 天 0 时 ,有 


Sin ax axX_ a 
lim inpx 一 ma 一 证: 
又 如 ,计算 
(V1L+v 过 -1)tan 记 
lm 一 -和 
x*0 1— cosx’ 


因为 当 x->0 时 ,有 
M1+Vx 一 1~ 雪 VX， tan 地 一 广 ， 
所 以 由 定理 2.6.1, 得 
(VET -Dian 坦 诗人 :和 半 1 


0 1 一 cos x x0 


特别 应 注意 的 是 :这 种 代替 只 能 发 生 在 以 因 式 形式 出 现 的 无 穷 小 (或 无 穷 大 ) 上 ,而 
不 能 发 生 在 以 加 项 或 减 项 出 现 的 无 穷 小 (或 无 穷 大 ) 上 .不 牢记 这 一 点 ,将 会 产生 错 
误 . 例 如 ,计算 

lim 
这 时 如 果 错 误 地 将 sin x 和 tan x 都 用 x 来 代替 ,得 到 的 结果 将 是 0. 但 事实 上 ， 


1 )= sin x(cos x — 1) 


sinx— tanx 
3 


sinxX— tanx = sin x (1 — 


COS X COS X 
.SinxX— tanx sinxl1—-cosx 1 1 
lim =- lm = 5. 
0 x xr0 污 x COSX 2 


在 结束 本 节 的 时 候 , 我 们 介绍 两 个 记号 ,它们 将 为 今后 的 表达 带 来 方便 .在 某 
些 场 合 ,我 们 并 不 需要 某 一 个 量 的 十 分 具体 的 表达 式 ( 有 时 这 种 表达 式 十 分 复杂 )， 
只 需 知 道 这 个 量 的 动态 就 已 足够 了 ,这 时 ,如 果 把 这 个 量 原 封 不 动 地 写 上 去 ,反而 
增添 不 必要 的 麻烦 . 
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定义 2.6.3 设 函 数 f 与 8 在 xo 的 近 旁 (xo 除外 ) 有 定义 ,并 且 8(Cx)? 天 0， 

(1) 当 x 一 xo 时 ,车 比值 f(x)/g C(x) 保持 有 界 , 即 存在 正常 数 M ,使 得 | f(x)| 
过 Milg(x)| 成 立 , 就 用 f(x) = OCg(x)) (x 一 xo) 来 表示 ; 

(2) 当 x 一 xo 时 , 若 f(x)/g(x) 是 一 个 无 穷 小 , 即 


就 用 f(x) = ol(g(x))(x 一 xo) 来 表示 . 
特别 地 ,记号 f(x)= O()(x 一 x0) 与 f(x) = o(1)(x 一 xo) 分 别 表示 在 x 一 xo 
的 过 程 中 函数 [有 界 与 f 是 一 个 无 穷 小 . 
例如 
3x2 -2x+10= O(x:) (x— %), 
X= O(lsinx) (x—0), 


xzsin 二 = 0o(x) (x — 0). 


我 们 对 符号 O,o 的 用 法 作 一 点 说 明 . 记 号 OC(g(x)) 与 oC(g(x)) 并 不 具体 地 代表 
一 个 量 , 而 只 是 表示 量 的 一 种 状态 、 一 种 类 型 . 式 子 f(x) = Ol(g(x)) 或 f(x)= 
ol(g(x)) 中 的 符号 “= ”应 当 理 解 为 属于 (E ) 的 意思 ,表示 函数 了 属于 等 式 右 边 所 
代表 的 类 型 ,而 式 子 O(g(x))= f(x) 或 oC(f(x))= f(x) 都 没有 明确 的 意义 ,所 以 
这 里 的 “等 式 ” 两 边 的 项 不 能 像 通常 的 等 式 那 样 进行 交换 .又 如 , 式 子 
O(l) +0(1) = O(1) (x— xo0) 

是 有 意义 的 , 它 表示 当 x 一 xo 时 ,一 个 有 界 量 与 无 穷 小 量 的 和 仍 是 一 个 有 界 量 ;但 
是 我 们 不 能 去 掉 等 式 左 边 与 右边 的 O(1) 而 得 出 o(1) = 0 这 种 结论 .又 如 O(1)+ 
O(1) = O(1) 有 着 明确 的 意义 , 即 在 x->xo 的 过 程 中 ,两 个 有 界 量 之 和 仍 是 一 个 有 
界 量 , 这 时 我 们 既 不 能 从 等 式 的 两 边 同 时 取 走 一 个 O(1) ,也 无 须 把 上 式 写 为 O(1) 
+O(1)=20(1). 


练习 题 2.6 


1. 求 下 列 无 穷 小 或 无 穷 大 的 阶 : 


(1) xx 一 5xX3 十 XI0(X->0); (2) x— 5x+ x (x 0%); 
(3) xX+ 1 (x-> 0 ); (4) x —3x+2 (x—1); 
XxX“+] 
_ 2x _1 
(5) artl* + ~); (6) sin nx (Cx); 
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(7) Vxsin x (x—0); 

(QV x +Yx (x %); 

(11) sin(V 1+ Vl+ Vx -V2) (x—>0°); 
(13) Vx+VX+VX (x>%); 


2. 当 A Xo 时 ,a = 0(1). 求 证 : 
(1) ola)}+o(a)= 0o(0a); 
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(8) Vx + Sx (x—>0); 
(10) Vl+x—- vl—x (x—0); 


(12) Vl+tanx— Vl- sinx (x—>0); 


(14) C1 +x)(l+ x )(l+x") (x—>+ co). 


(2) ol(ca) = o(a)(c 为 常数 ); 


(3) (0(a))* = o(at)i (4) T=1-a+o(a). 
a 
3. 利用 等 价 无 穷 小 替换 , 求 下 列 极 限 : 
4 T_ 
(1) lim 一 ， xztan ， (2) lim 1 1, 
x-0 SI X(l1 — cos x) 0 1—cosx 
4 
(3) lim li 一 1; (4) lim tan tan x, 
0 1—cosx 0 SinX 
. (1+x+x*)!*—1l 。 
(5) lim nor (nEN’). 
问题 2.6 
1. 设 lim f(x)=0, 且 f(x) 了 (x/2) = o(x)(x 一 0). 求 证 ; 
f(x) = o(x) (x—0). 


2. 设 函 数列 f:(0, + %) 一 R(n=1,2,3,…); 对 任何 nEN",f, 都 是 无 穷 大 (x 一 + %). 试 
证 :存在 (0, + %) 上 的 一 个 函数 f, 当 x 一 + % 时 ,f 是 比 f,(nEN' ) 更 高 阶 的 无 穷 大 . 


2.7 连续 困 数 


在 函数 定义 中 ,所 涉及 的 对 象 相 当 一 般 , 如 果 不 从 中 加 以 选择 地 来 进行 研究 ， 
就 很 难得 出 多 少 有 用 的 结论 . 一 类 十 分 重要 且 在 自然 界 经 常 出 现 的 函数 一 一 我 们 


称 之 为 连续 函数 


将 成 为 主要 的 研究 对 象 . 


大 家 知道 ,气温 是 时 间 的 函数 .这 种 函数 具备 下 面 所 指出 的 那些 特征 .设想 在 
2011 年 夏季 的 一 天 ,在 我 国 某 地 正午 的 气温 正好 是 42 C ,而 午夜 的 气温 却 只 有 
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8 C .尽管 在 这 一 天 之 中 温差 相当 大 ,但 直觉 和 经 验 都 告诉 我 们 ,在 正午 前 后 的 一 
段 很 小 的 时 间 区 间 之 内 ,气温 的 变化 不 会 太 大 ,与 42 相差 不 会 很 大 ;并 且 , 这 种 
温差 要 多 小 就 可 以 有 多 小 ,只 要 我 们 把 时 间 限 制 在 中 午 12 时 前 后 的 一 段 合适 的 区 
间 之 内 .除了 这 一 特征 之 外 ,这 种 函数 还 有 另 -一 条 性 质 , 即 一 定 存 在 那么 一 个 时 刻 ， 
在 这 个 时 刻 气温 会 等 于 当天 的 最 低 气温 和 最 高 气温 之 间 任 意 一 个 指定 的 气温 . 
为 了 正确 地 描述 和 深入 研究 这 类 了 晴 数 ,给 出 如 下 的 定义 : 
”定义 2.7.1 设 f:La,b]->R. 我 们 称 消 数 f 在 点 xoE (a,b) 连 续 , 如 果 
lim flx) = f(xo). 


也 就 是 说 ,对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存在 一 个 适当 的 8 之 0, 使 得 当 |x 一 xo1<<6 时 ,有 
| f(x) ~ flxo) | e. 

由 这 一 定义 可 以 看 出 ,车 函数 在 xo 处 连续 ,ff 在 xo 这 一 点 必 有 极限 ,并 且 极 
限 值 正 是 f(xo). 由 此 可 见 ,f 必须 在 点 xo 处 有 定义 . 

函数 了 在 点 xo 处 近 傍 的 图 像 ( 图 2.5) 表 明 : 不 论 平行 于 横 轴 的 两 条 直线 y = 
f(xo) 土 e 围 成 的 带 状 区 域 多 么 狭窄, 必 可 找到 平行 于 纵 轴 的 两 条 直线 x = xo + 6， 
使 得 当 xE (xo 一 6,xo+6) 时 ,相应 的 曲线 段 y= 六 xz) 将 全 部 被 包含 在 这 两 组 平 
行 直线 所 围 成 的 矩形 之 中 . 


下 面 给 出 几 个 例子 . 
例 1 常 值 函 数 是 处 处 连续 的 . 
证 明 设 f=c, 这 里 c 是 一 个 实数 .对 任意 给 定 的 xoER 和 e>>0, 取 3=1, 对 
凡是 满足 lx 一 xo | 二 1 的 x, 都 有 
| f(x)— f(xo) |=|c-c|=0<e. 0 
例 2 函数 f(x)=x 是 处 处 连续 的 . 
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证 明 对 任意 给 定 的 xoER 和 s>0, 取 8=e, 对 凡是 满足 lx 一 xo| 二 6 的 x， 
都 有 
| Fox) - Foxo)|1=|x=-xo|<e. 0 
例 3 正弦 函数 与 余弦 函数 在 每 一 个 实数 值 上 是 连续 的 ， 
证 明 任 取 xoER, 作 和 差 化 积 : 


sin x — sin xo = 2sin 


大 一 X0cos 忒 + Xo 
2 2 


由 此 可 见 , 对 任 给 的 s>0, 取 SG=e, 当 |x-xol<8 时 ,有 


计 一 Xo 
2 


<2| 2 


| sin x — sin xo | 所 2|sin 


=|x- xo |<e. 
可 见 正弦 函数 在 xo 处 连续 . 
又 因为 


| cos x — cos xo | = 


< 各 -xz- (于 -|=1x-aal 
再 根据 同样 的 方法 ,也 就 证 明了 余弦 函数 在 xo 处 是 连续 的 . 0 
例 4 设 D 是 2.4 节 中 的 例 5 定 义 的 Dirichlet 函数 .证 明 : 
(1) DD 在 每 一 点 都 不 连续 ; 
(2) 令 Fx)=xD(Cxz), 则 三 除 在 x=0 处 连续 之 外 ,其 他 各 点 处 都 不 连续 . 
证 明 《1) 2.4 节 中 的 例 5 已 经 证 明 ,对 任意 的 xxER, lim D(x) 都 不 存在 ， 


D 当然 在 xo 处 不 连续 . 
(2) 先 证 在 xo。=0 处 连续 .此 时 ,f(0) = 0. 对 任意 给 定 的 s 盖 0, 取 8=e,' 当 
Ix-0l=[IxlI<gs 时 ,有 
| fCx) - Fo) |1=|xDOxr) | 委 |x | 天 8 = es， 
因此 f 在 x=0 处 是 连续 的 . 
现在 设 x 关 0. 这 时 ,f(x)/x= DCxz). 如 果 上 在 xo 天 0 处 连续 ,那么 


lim f(x) 
lim DC) = limf® = 9 -天 xz) pero). 
Xxo xrxo 让 Xo Xo 
这 表明 D 在 xo 处 连续 ,此 为 矛盾 .这 说 明了 只 在 x=0 处 连续 . 0 


这 个 例子 说 明 ,存在 处 处 不 连续 的 函数 ,也 存在 只 有 一 个 连续 点 的 函数 ,而 这 
些 都 是 通过 Dirichlet 函数 来 表达 的 . 
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既然 可 以 定义 单 边 极限 ,自然 也 可 以 定义 单 边 连续 . 
定义 2.7.2 如 果 Fxo+)= jxo), 则 称 函 数 了 在 xo 处 右 连续 ;如 果 f(xo 一 ) 
= f(xo), 则 称 函 数 了 在 xo 处 左 连续 . 
非常 明显 ,函数 了 在 xo 处 连续 必须 且 只 需 f(xo 一)= f(xo+)= f(xo). 
例 5 指数 函数 a*(a 守 0,a 关 1) 在 其 定义 域 上 的 每 一 个 点 处 是 连续 的 . 
证 明 首先 证 明 :f(x)= a* 在 x=0 处 是 连 续 的 , 即 要 证 明 : 
lim a* = f(0) = 1. 
先 设 a 过 1， 此 时 了 是 严格 递增 的 ， 在 1.3 节 的 例 5 中 已 经 证 明 lim ay" = 1, 因 
此 对 任意 给 定 的 s>0, 必 存在 一 个 正 整数 N ,使 得 
0~a'”— -1l1<e. 
此 时 , 取 正 数 8 二 1/N, 当 xE(0,85) 时 ,可 以 推 知 
0<a*—-1<a:—-1l<a’ -1 一 s. 


这 就 证 明了 
lima* =1 (a 1). 
-0+ 
如 果 0 二 a 二 1, 我 们 有 

。 1 1 1 

lim a” = = -= 二 =1 

0 im 去 lim( 寺 ) 
x+0* 人 -0 a 


我 们 已 经 证 明了 f(0+)=f(0)=1, 下 面 再 来 计算 f(0 一 )= lim a”. 作 变 换 
y= 一 x, 则 有 


0 -) = 一 lima >” limay 1 
这 样 就 证 明了 ax 在 x=0 处 是 连续 的 ， 
最 后 来 讨论 x>xo (xo 为 任意 给 定 的 实数 ) 的 情况 .由 


lim a* = lim Cr 三 Cilmna nw = ga” lim a' ， 


Xr Xo | 【一 | 


lim a* = Ca . 品 


XXo 


如 果 始 终 都 坚持 用 定义 来 证 明 函 数 在 一 点 处 是 连续 的 ,实在 是 太 麻 烦 了 .我 们 
知道 ,连续 ?是 通过 极限 来 定义 的 ,充分 地 利用 已 经 揭示 出 的 函数 极限 的 各 种 性 
质 , 将 大 大 简化 证 明 . 例如 ,利用 函数 极限 四 则 运算 的 性 质 ,可 以 立刻 写 出 以 下 
定理 : 
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定理 2.7.1 如 果 函 数 f 与 g 在 xo 处 连续 ,那么 f+ 8 与 fs 都 在 xo 处 连续 . 进 
一 步 , 若 g(xo) 关 0, 则 f/g 也 在 xo 处 连续 . 
这 样 一 来 ,多 项 式 函 数 .三 角 函 数 在 它们 各 自 的 定义 域 上 的 每 一 点 处 连续 .有 
理 函 数 是 指 两 个 多 项 式 之 商 , 它 在 除去 分 母 的 零点 之 外 的 其 他 点 处 都 是 连续 的 . 
利用 证 明 复 合 函 数 的 极限 定理 的 方法 ,立刻 得 到 : 
定理 2.7.2 设 函 数 g 在 to 处 连续 , 记 g(to) 为 xo. 如 果 函 数 了 在 xo 处 连续 ， 
那么 复合 函数 f°。g 在 to 处 连续 . 
定义 2.7.3 设 了 是 一 个 开 区 间 ,例如 (Ca,b),(ay+c),(-o ,pb) 或 (- o， 
+ o ) .如 果 函 数 了 在 上 上 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 了 在 7 上 连续 . 设 1=[a,bj, 称 
f 在 1 上 连续 ,是 指 f 在 (a,b) 上 连续 ,并 且 在 a 点 处 右 连续 ,同时 在 b 点 处 左 连 
续 . 人 们 也 称 f 是 1 上 的 连续 函数 . 不 论 区 间 7 是 开 的 或 闭 的 ,是 有 限 的 或 无 穷 的 ， 
我 们 用 C( 站 ) 记 1 上 连续 函数 的 全 体 . 
利用 定理 2.7.2, 可 以 从 已 知 的 连续 函数 出 发 ,使 用 函数 复合 的 技巧 ,得 出 不 
可 胜 数 的 其 他 连续 函数 ,例如 sin a* ,cos sin x 等 等 ， 
定理 2.7.3 设 了 是 在 区 间 了 上 严格 递增 ( 减 ) 的 连续 函数 ,那么 广 :是 所 六 上 
的 严格 递增 ( 减 ) 的 连续 函数 . 
证 明 在 推论 2.10.1 中 ,我 们 将 看 到 y = f( 了 ) 也 是 一 个 区 间 . 下 面 来 证 明 广 ” 
在 / 上 是 连续 的 .不 妨 设 上 在 上 上 严格 递增 . 任 取 yoEJ, 令 xo= 了 (yo0)( 即 y= 
f(xo)). 任 意 地 给 定 s 盖 0, 使 得 xo 一 e 与 xo+s 都 在 7 中 . 令 
1 = yo — f(xo -8)>0, 
62 = f(xo +e)— yo >0, 
6 = min(d,6,). 
当 |y- yo| 过 6 时 ,有 
yo-ORRy -yy + yo + 062. 
由 三 :严格 递增 的 性 质 , 可 得 
广 !(y ~ Df (yo - 6)< f(y) 
<f i(yo +6)f (yo + 602), 
这 也 就 是 
Xo ~ e<f li(y)<xot+e, 
上 式 还 可 以 写成 等 价 的 形式 | 广 :(7) 一 广 :(m)1<s. 这 个 式 子 成 立 的 条 件 是 
ly 一 和 | 到 8. 这 就 说 明 广 :在 处 是 连续 的 .因为 yo 是 在 / 上 任 取 的 ,所 以 广 ! 在 
J 上 连续 . 0D 


»* 9093 。 


数学 分 析 教 程 


当 nEN' 时 ,f(x)=x" 作为 一 个 n 次 多 项 式 ,在 R 上 是 连续 的 . 当 限 制 在 
[0, + %) 上 时 , 它 是 严格 递增 的 ,因此 其 反 消 数 广 :(x) = x "在 [0, + %m) 上 也 是 连 
续 的 .由 此 可 知 ,对 任何 正 有 理 数 r,x’ 在 [0, + wm) 上 是 连续 的 . 

现在 考察 指数 函数 a*. 当 a>1 时 , 它 在 R 上 是 严格 递增 的 连续 晴 数 .其 反攻 
数 记 作 logs。 x. 易 知 , 它 也 是 (0, + wm) 上 的 严格 递增 的 连续 函数 .特别 地 , 当 a=e 
时 ,ln x 是 (0, + %) 上 的 严格 递增 的 连续 函数 . 

对 寡 函 数 f(x) = (xz>0,Aw 为 任意 指定 的 实数 ) ,可 把 它 等 价 地 写成 

f(x) = en (x > 0), 
可 见 短 尔 数 在 (0, + % ) 上 是 连续 的 . 

由 于 正弦 函数 sin x 在 [一 x/2,x/2] 上 是 严格 递增 的 , 所 以 它 的 反 铺 数 
arcsin x 定义 在 [ - 1,1] 上 , 值 域 是 [ - rx/2,x/2]. 同 理 ,余弦 函 数 cos x 在 [0,x] 上 
是 严格 递减 的 , 故 它 的 反 函 数 arccos x 定义 在 [ - 1,1] 上 , 值 域 是 L0,rxj]; 正 切 函 数 
tan x 在 (一 x/2,x/2) 上 是 严格 递增 的 , 故 它 的 反 肾 数 arctan x 定义 在 (- %， 
+ %) 上 , 值 域 是 (一 x/2,x/2). 以 上 三 个 反 蚂 数 在 各 自 的 定义 域 上 都 是 连续 的 . 

多 项 式 函 数 、 窒 函数 .指数 函数 、 对 数 函 数 、 三 角 函 数 与 反 三 角 函 数 , 以 及 由 它 
们 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 .有 限 次 复合 所 形成 的 函数 ,统称 为 初等 函数 . 这样 ,我 们 
已 经 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 2.7.4 初等 函数 在 它们 各 自 的 定义 域 上 都 是 连续 的 . 

设 xo 是 函数 了 的 定义 域 中 的 一 点 .如 果 了 在 xo 连续 , 则 称 xo 为 了 的 连续 点 ; 
如 果 了 在 xo 不 连续 , 则 称 xo 为 f 的 间断 点 .间断 点 有 不 同 的 类 型 ,请 看 下 面 的 
定义 : 

定义 2.7.4 设 xo 是 函数 f 的 间断 点 . 

(1) 如 果 fCxo + ) 与 f(xo 一 ) 存 在 , 且 是 有 限 的 数 ,但 f(xo+) 关 f(xo 一 ), 则 称 
Xo 为 了 的 一 个 跳跃 点 , 差 |f(xo + ) 一 了 (xo 一 )| 之 0 称 为 在 这 一 点 的 跳跃 ; 

(2) 如 果 flxo 十 ) 与 flxo 一 ) 存 在 且 有 限 ,并 且 fxo 十 ) = f(xo 一 ) ,但 不 等 于 
f(xo), 则 称 ze 为 f 的 可 去 间断 点 (意思 是 说 ,如 果 修 改 函 数 了 在 xo 处 的 值 ,可 使 
Xo 成 为 新 的 函数 的 连续 点 ); 

(3) 如 果 f(xo + ) 与 fxo 一 ) 二 者 中 至 少 有 一 个 不 存在 或 者 不 是 有 限 的 数 , 那 
么 xo 叫 作 了 的 第 二 类 间断 点 . 

跳跃 点 和 可 去 间断 点 统称 为 f 的 第 一 类 间断 点 . 

在 下 面 三 个 函数 : 

xz +1，xY 之 0， 


) = 
fx X<<0， 
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sin x 
g(x) -| po X 天 0， 
2， > = 0， 


. 1 
hx) = [x X 天 0， 
0， X=0 
中 ,f 以 x=0 为 跳跃 点 ,g 以 x=0 为 可 去 间断 点 ,而 hh 则 以 x=0 为 第 二 类 间断 点 . 
对 区 间 上 的 单调 函数 ,我 们 可 对 它 的 间断 点 有 比较 确切 的 了 解 . 
定理 2.7.5 设 f 是 区 间 (a,b) 上 的 递增 ( 减 ) 函 数 , 则 的 间断 点 一 定 是 跳跃 
点 ,而 且 跳 跃 点 集 是 至 多 可 数 的 . 
证 阴 不 妨 设 f 在 (a,b) 上 递增 .任意 取 定 xE(a,b), 这 时 数 集 {f(1):a< 二 i 
二 x} 是 有 上 界 的 ,因为 f(x) 就 是 它 的 一 个 上 界 , 从 而 这 个 数 集 有 上 确 界 ( 记 作 4). 
很 显然 ,4 委 上 矿 x) .我 们 来 证 明 f(x 一 )= 有 A. 
事实 上 ,对 任意 给 定 的 s 盖 0, 由 于 A 是 上 述 集合 的 最 小 上 界 , 故 存在 8$S>0, 使 
得 a 二 x 一 5, 并 且 
A-e<=<f(x- 60). 
由 于 是 递增 的 ,所 以 
f(x-6) 过 f(D A 
对 :E(x 一 6,x) 成 立 , 结 合 最 后 的 两 个 不 等 式 ,我 们 得 出 |f(1) 一 Al<e 对 1E€E 
(x 一 86,x) 成 立 ,因此 f(x 一 )= A 得 证 .用 同样 的 方法 ,可 以 证 明 f(x + ) 存 在 且 有 
限 ,并 且 
FFx-) 委 Frx) 魏 x+) 
任 取 xE(a,b), 当 f(x 一 )= f(x+) 时 , 娟 数 折 在 点 x 处 连续 .只 有 当 f(x+) 
之 f(x 一 ) 时 ,f 以 点 x 为 跳跃 点 .所 以 了 在 (a,b) 中 只 能 有 跳跃 类 型 的 间断 点 . 
最 后 我 们 指出 ,跳跃 点 集 至 多 可 数 .为 此 , 设 E 表示 函数 在 (a,b) 上 的 间断 
点 的 全 体 . 任 取 一 点 xEE, 这 时 ,f(x 一 ) 二 f(x+). 在 开 区 间 (f(x 一 ),f(x+)) 内 
任意 取出 一 个 有 理 数 , 记 作 r(x). 因 为 当 xi,xzE 巨 且 x< xs 时 ,可 推出 f(x1+) 
坟 f(xz 一 ), 故 有 r(xi1) 过 r(x2). 
我 们 可 以 利用 x 一 r(x) 这 一 关系 ,将 集 大 与 有 理 数 集 的 一 个 子 集 之 间 建 立 一 
个 一 一 对 应 .由 于 后 者 是 至 多 可 数 的 ,所 以 E 也 是 至 多 可 数 的 . 因 
我 们 已 经 证 明了 初等 函数 在 它们 各 自 的 定义 域 上 都 是 连续 的 . 现在 又 证 明了 
单调 函数 的 间断 点 是 至 多 可 数 的 ,那么 ,是 不 是 存在 间断 点 不 可 数 的 函数 呢 ? 前 面 
的 Dirichlet 函数 是 一 个 处 处 不 连续 的 函数 的 例子 , 它 的 间断 点 的 集合 为 R, 是 不 
可 数 集 . 
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1. 


MD 


Lo 


练习 题 2.7 


回答 下 列 问题 : 


(1) 设 f(x) =sin 二 ,能 否定 义 f(0) ,使 得 f 在 x=0 处 是 连续 的 ? 


(2) 设 f(x) = xsin 过, 如何 理解 函数 了 的 定义 域 ? 


(3) 设 函 数 了 在 点 xo 的 近 旁 有 定义 ,并 且 


lim f(xo 十 h) 二 f(xo), 


是否 在 x。 处 连续 ? 
(4) 设 函 数 了 在 点 zx 的 近 旁 有 定义 ,并 且 


lim (fCxo + h) — f(xo ~ h)) = 0， 


f 是 否 在 Xo 处 连续 ? 


(5) 设 连续 函数 f 在 区 间 (a,b) 中 的 全 体 有 理 点 上 取 零 值 ,f 是 怎样 的 函数 ? 


. 研究 下 列 孙 数 在 x = 0 处 的 连续 性 : 
(1) f(x)= |x|; 
(2) f(x)=[xj; 
Lg 
(3) foo ， X70， 
0， X=0; 
sin Xx 
9 天 0， 
(4) ro Ixl” 
1 ， X 二 0; 
十 2 Ue， ， 
(5) roo= 必 9 “ < 了 0 
.7， X 三 0. 
. 定 出 a,b 和 fc, 使 得 函数 
一 1， 
ax*+bx+c, 
f(x) = 
0， 
1， 


在 (- ,+c) 上 连续 . 


. 讨论 函数 f+ 8g 和 户 在 xo 处 的 连续 性 ,如 果 : 


(1) 三 在 xe 处 连续 ,但 8 在 xo 处 不 连续 ; 
(2) 了 和 8 在 x 处 都 不 连续 . 
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5. 设 函 数 了 在 x。 处 连续 ,f(xo) 汪 0. 证 明 : 当 x 充分 靠近 xo 时 ,有 
f(x) 
2 
6. 设 函 数 了 在 xo 处 连续 .证 明 | 站 和 户 都 在 xo 处 连续 .反之 是 否 成 立 ? 
7. 设 函 数 f,g 在 (a,b) 上 连续 ,又 令 
F(x) = max(f(x),g(x)) (a =x<b), 
G(x) = min(f(x),g(x)) (aa< xy<<Dpb). 
证 明 :F 和 G 是 (a,b) 上 的 连续 函数 . 
8. 设 函 数 f 只 有 可 去 间断 点 ,又 令 
g(xX) = lim f(0). 


fx) > 


证 明 :g 是 连续 函数 . 

9. 设 函 数 了 在 R 上 递增 (或 递减 ). 若 定义 F(x)= f(x+). 试 证 明 ;F 下 在 R 上 右 连 续 . 

10. 设 f 在 R 上 连续 , 且 对 一 切 x,yER, 有 f(x+y)= f(x)+f(y). 证 明 ;fx)=f(1)x 对 
一 切 XER 成 立 . 


问题 2.7 


1. 设 fiEC[La,b](i=1,2,3). 定 义 f(x) 是 三 个 数 f(x) ,fi《x),fa(x) 中 处 于 中 间 的 那 一 
个 .证 明 :f€CLa,bj. 
2. 设 f 在 (a,b) 内 只 有 第 一 类 间断 点 , 且 对 一 切 x,yE€ (a,b), 有 不 等 式 
XxX+y flx) + fly) 
f( 2 )< 2 “ 


求证 :fE CCa,pb). 
3. 设 卫 对 一 切 x,yER ,满足 函数 方程 f(x + y)= f(x)+ f(y). 证 明 . 
(1) 若 了 在 一 点 xo 处 连续 , 则 f(x) = (1)x; 
(2) 若 了 在 R 上 单调 , 则 f(x)=f(1D)x. 
4. 设 f 是 R 上 不 但 等 于 零 的 连续 函数 .如 果 对 任何 x,yER, 有 等 式 
f(x+y) = fx) fly), 
试 证 明 ; f(x)=a’*, 其 中 a = f(1) 是 一 个 正 数 . 
5. 设 f€E CC(0,+ %). 如 果 对 任何 x,yER, 有 等 式 
flxy) = fx)f ly), 
试 证 明 :f=0, 或 者 f(x) = x" ,其 中 a 为 常数 . 
6. 设 nEN' . 求 满足 函数 方程 
fxz+y) = Fr)+(C)) (xyER) 
的 一 切 连续 函数 f. 
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7. 设 f:R 一 R,f(x?) = f(x) 对 一 切实 数 x 成 立 , 且 /在 x=0 与 x=1 处 连续 .证 明 :f 为 常 
值 函数 . 


2.8 连续 函数 与 极限 计算 


如 果 了 晃 数 f 在 xo 处 连续 ,那么 
lim flx) = f(xo). 
此 式 表明 ;计算 函数 在 其 连续 点 的 极限 ,就 相当 于 计算 在 那 一 点 的 函数 值 . 这 就 
大 大 地 简化 了 初等 函数 在 其 定义 域 上 每 一 点 的 极限 的 计算 . 函数 f 在 xo 处 连续 这 
一 事实 也 可 以 表示 为 
lim f(x) = flim x). 

这 个 式 子 表明 :对 连续 函数 而 言 , 极 限 符号 与 函数 符号 可 交换 . 

例 1 计算 下 列 极限 : 


(DD lim D+ (02) lim 玫 二 lo>0) (3) im 1 er). 
x-=0 人 x-"0 大 X00 Xx 
解 (1) 因为 
lIn(l 十 x) = ln(1 十 MD 
Xx 
limG + x)1* = lim(1+ 二) = e， 
x—0 yx yy 
故 所 求 的 极限 是 


lim In (1 + xXx) ”= Ine=1. 


(2) 作 变 换 1 = a* 一 1. 当 x 一 0 时 ,1 一 0, 反 之 亦 然 . 解 出 


r= lndd+n) 
Ina 
之 后 ,可 见 
a -1 it nga 
Xx lIn(l1+1) 
由 (1), 即 得 
. a*—-1_ . I _ 
im malmnr 二 ina 
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(3) 当 a=0 时 ,极限 值 显然 为 0. 当 a 关 0 时 ,有 
(1+X) 一 1 ec 一 1] _ er 1,aln(+x) 
x x aln (1 + x) x . 


由 (1) 和 (2) ,立刻 可 得 


limAL+x) 一 ] = a. 中 
x—-0 Xx 
考察 有 理 函 数 p(x)/q(x), 其 中 p 与 9 是 多 项 式 .设想 我 们 打算 求 极 限 
1 = limP 
“x0 G(X) 


如 果 xo 不 是 g 的 零点 , 即 q(xo) 关 0, 那 么 1= p(xo)/q (xo). 现 设 g(xo)=0, 这 
时 /为 一 有 限 数 的 必要 条 件 是 p(xo)=0. 这 是 因为 


lim p(x) = lim Lr E> qx) = lim2E lim q(x) = 1.0=0, 


Xxg *r0g x xx0G XJ) xo 
即 p(xo)=0. 因 此 ,可 以 设 
px) = (x— Xxo)°pi(xX) (a EN’), 


q(x) = (x— xo)sgqi(x) (BEN'), 
其 中 Pi(xo) 天 0, 并 且 di(xo) 天 0. 这样 便 有 
PC -| -a P1(x) 
q(x) q1(x) 
这 时 ,显然 可 见 ! 为 一 有 限 数 当 且 仅 当 a 宇 B. 更 精确 地 说 , 当 we 时 ,1 =0; 当 
a=PBH 时 ,l= pi(xo)/qi(xo). 
以 上 的 推理 表明 ,我 们 有 一 种 确定 的 方法 来 计算 任何 有 理 肾 数 的 极限 . 
例 2 设 m,nEN* .计算 极限 


一 Xo)”" 


mm nn 
1 = lim(mm wi) 
解 ” 作 变量 代 换 x 一 1= 1, 则 当 x 一 1 时 ,1 一 0. 于 是 有 
m 加 n 一 m _ n 
X7 一 1 x”"—-1 (1+1)” 一 1 (1l1+1)"-1 
m+ -1 -n+D” 一 功 1) 
(C1+D™— -D+ 1) 


由 二 项 式 定理 ,得 
(1l+i "=1+mt+o(t) (tt—0), 


(1+D"=1+mi + 去 m(m Dito (>0). 
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(1+ 1)" 也 有 类 似 的 表达 式 .把 它们 代入 式 (1) , 即 得 


mn 
x"—1 xx 一 
7 (7 一 1) > 2 ml(m— 1).,, 2 
mat 1 + o(12)) n (mr + 1 + o(12)) 
(mt + o(1))(nt + o(1)) 
mn(n— m) 2 (12) 2 m) ,1) 
一 7nniz TO(C12) mn + oc) (t™0). 
两 边 令 x 一 1, 即 1 一 0, 可 得 
. m 于 _n-m 
lm = 0 


从 这 道 例题 可 以 看 出 O,o 这 套 记 号 的 方便 之 处 . 

现在 转 来 讨论 所 谓 “ 宪 指 函 数 ” 函数 &Cx) “CCx) 二 0) 称 为 宕 指 函 数 . 例 
如 ,我 们 已 经 研究 过 的 函数 (1+ 1/x)* 就 是 笑 指 函数 .在 其 定义 域 之 内 ,有 等 式 

MOCXJ2O = esinete . 

可 见 当 u,v 为 连续 函数 时 , 寡 指 函数 u(x)""* 也 是 连续 函数 . 

如 果 在 某 一 极限 过 程 中 (我 们 不 明确 标 出 这 一 过 程 , 以 使 它 有 更 大 的 选择 
性 ), 有 

lim u(x) = 1, lim v(x) = co， 
那么 称 极限 lim u(x)"”?” 是 “1” 型 ”的 .这 里 1” 仅仅 是 一 个 符号 ,不 能 误 认 它 为 
“1 的 无 穷 次 知 ” 一 一 这 种 说 法 本 身 就 毫 无 意义 .根据 这 个 符号 ,极限 
lim(1+7) =e 

就 是 "1” 型 "的 . 

我 们 的 目的 是 要 指明 ,利用 连续 函数 计算 1” 型 的 极限 时 ,有 一 套 固 定 的 步 又 
可 以 将 它 确 定 出 来 .把 寡 指 函数 u" 改写 为 

u* = (+ Cu DD ) ene. 
记 4=&=-1. 当 wxw 一 1 时 ,4 为 无 穷 小 量 .因为 
lim (1+ A)!'* = e， 
故 只 要 极限 
A= lim(u — 1)v 
存在 且 有 限 , 那 么 立即 得 出 
limu' = e. 
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例 3 设 QQ02， dn 是 任意 给 定 的 正 数 .计算 极限 
1 = lim( 人 + 
xX—"0 nn 


解 当 x->0 时 ,a 一 1 (i=1,2,…,n). 可 见 这 个 极限 是 1” 型 的 . 令 


4 = af + ast+ar Tn 
n 
因为 v=1/x, 所 以 
Av = 1 4 一 1, 
nf Xx 
于 是 
A= limAv = na = In(aaan)”, 
XY i=1 
最 后 得 到 


! 二 €4 = (qia2s"" qa) ?. 


即 极限 1 等 于 个 正 数 a1 ,a2，… ,a 的 几何 平均 数 . 0 
例 4 计算 极限 lim (cos 二 ) . 
解 显然 ,这 个 极限 是 1" 型 的 . 令 


4 = cosL 一 】. 
x 
此 时 ,v= x ,因此 
; i, 2 1_\Y_1., cost-l1_ 1 
加 如 = 各 (os 
这 里 ,我 们 用 了 代 换 1 =1/x. 最 后 得 出 
ly _ 1 
lim (cos x ) 加 Ve 0 
下 习 题 2 8 
1. 计算 下 列 极 限 : 
。 2 一 工 
1 
(1+x)5 一 (1+5x) 
(2) lm 
(3) lim O02 3 
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(4) lim 人 (nEN'); 
n+l1— 
(5) lim SnEN'). 
2. 计算 下 列 极限 : 
， 光一 
(1) lim 
x i 
(2) lim tl meN'); 
(lim Mt, neN'); 
3 nt 
(4) lim FOI) (neN: ). 
3. 计算 下 列 极限 : 
tan X Vis cos x \1* 
(1) lim (a ) ; C2lim (Le ) ; 
(3) lim (tan XxX); (4) lim (sin x) 


(5) lim (sin 二 +ecos 二 ) (6) lim(cos Vx)!*; 
To x x Ye0 


。 a XX， ; XiI+x) (x2 + /x 
(7) lim COS 后 ; (8) lim(2e 1) ; 
sin x lr-a) _ 
(9) lim (Se ) (a+kx,kEN'). 


4. 设 1x1<1. 求 极限 


2.9 函数 的 一 致 连续 性 


设 /是 一 个 区 间 , 它 可 以 是 开 的 、 半 开 的 、 闭 的 ,也 可 以 是 无 界 的 , 设 函 数 
f: 1 一 R. 我 们 给 出 : 

定义 2.9.1 如果 对 任意 给 定 的 。>0, 总 存在 一 个 8>0, 使 得 当 xi,xs€1 且 
1 好 1<8 时 ,有 17Ce) - Fea)1<e, 则 称 函 数 了 在 区 间 了 上 是 一 致 连续 的 . 
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乍 看 起 来 ,这 里 的 一 致 连续 的 定义 , 同 过 去 的 函数 在 一 点 连续 的 定义 非常 相 
近 . 实 际 上 ,这 两 者 之 间 存 在 着 原则 上 的 差别 .很 显然 的 是 ,如 果 f 在 1 上 一 致 连 
续 , 那 么 上 在 /中 的 每 一 点 上 必 连 续 , 即 f 在 1 上 连续 .但 是 , 当 f 在 1 上 连续 时 ,一 
般 地 ,我 们 不 能 作出 函数 三 在 区 间 了 上 一 致 连续 的 结论 . 让 我 们 从 研究 以 下 的 例子 
中 来 体会 这 种 差别 . 

例 1 试 证 :函数 Vx 在 [0, + %m) 上 是 一 致 连续 的 . 

证 明 首先 ,对 任何 x1,x2 宇 0, 有 不 等 式 Vxi + Vxz 之 Vixz 一 x1|. 事 实 上 ， 
设 x2 之 Xi 之 0, 这 时 可 得 x; 之 |xz 一 x1|, 从 而 有 

VX1 + Vxz Vr Vi te 一 
于 是 , 当 xX1 天 *o 时 ， 
| Vxs - wx |= -了 Th | =| x2— x |. 
可 见 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 取 6=e*, 当 xi,x2E€[L0,+%) 且 |x1 一 X21<<8 时 ,有 
| Vxz - Vx || x -x | 602=e. 


这 表明 函数 Vx 在 其 定义 域 上 是 一 致 连续 的 . D 
例 2 由 于 对 任何 实数 x ,x2, 有 
| sin xy -sinx | 所 | x1 -x2z|,， | cosxi ~ cosx2 | 二 | x1 — x2 |， 
可 见 函 数 sin x 与 cos x 在 RR 上 一 臻 连续. 0 


为 了 证 明 某 个 函数 在 区 间 ! 上 “不 一 致 连续 ”, 我 们 需要 不 一 致 连续 的 精确 
表述 . 

函数 上 在 区 间 了 上 不 是 一 致 连续 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 so 盖 0, 对 每 一 个 GE 
N ,都 可 以 在 工 中 找到 两 个 点 , 记 为 s。 与 1 ,使 得 虽然 有 |s。 一 1; | 过 1/n ,但 是 

| fCs,) — Fi) | eo. 

按照 以 上 的 表述 ,证 明 “ 不 一 致 连续 ”就 变 得 比较 容易 了 . 

例 3 在 区 间 7=[0,+c) 上 ,求证 : 

(1) 函数 x 一 致 连续 ; 

(2) 当 n=2,3,4,… 时 ,x" 不 一 致 连续 . 

证 明 〈1) 证 明 是 十 分 明显 的 ,只 要 取 8 =e 就 可 以 完成 . 

(2) 我 们 先 证 x? 在 了 上 不 一 致 连续 .对 任何 nEN* ,在 了 中 取 两 个 点 : 

1 


Sn 二 天 fn 二 n+. 
n ， n on 


这 时 ,0< 习 -sw =1/(22)<1/ 但 是 
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1 1 
2 _ 2 _ 一 -二 
12 sh = (一 SC 二 TS) (2n 十 元 )> 1, 


2n 
所 以 x 在 [0, + %m) 上 不 一 致 连续 . 
当 hn 之 3 时 ,对 xxz ,在 满足 xz 记 xi 宇 1 的 条 件 下 , 易 证 
XE 一 XxX? > 一 xX. 
由 x* 在 [0, + %) 上 不 一 臻 连续 ,立刻 可 知 x"(n 之 3) 在 [0, + o ) 上 也 是 不 一 致 连 
续 的 . 0 
例 4 求证 :函数 sin 二 在 (0,1) 上 是 不 一 致 连续 的 ， 
证 明 对 任何 上 EN . 取 


1 
5 € (0,1), i1, = Dn E (0,1). 


" 2nnx+ x/2 
我 们 有 
_ /2 1 1 
0< i Sn = 2nn(2nz + x/2) ~ 2nx ~ n’ 
但 是 
sin + -sin 二 = sin(2nx + 至 )| = 1 
Sn 2 “ 
这 就 证 明了 函数 sin 二 在 (0,1) 上 不 是 一 致 连续 的 . 


例 3(2) 以 及 例 4 中 的 函数 在 指定 的 区 间 上 虽然 不 是 一 致 连续 的 ,但 是 作为 初 
等 函数 ,它们 在 相应 的 区 间 上 是 连续 的 . 由 此 可 见 ,“ 连 续 ” 和 “一 致 连续 ”有 着 重大 
区 别 . 当然 ,函数 了 在 区 间 7 上 的 一 致 连续 性 蕴涵 f 在 1 上 的 连续 性 . 

为 什么 有 些 函 数 在 指定 的 区 间 上 连续 但 不 一 致 连续 ”为 了 弄 清 楚 这 种 差异 是 
怎样 产生 的 , 先 让 我 们 回顾 函数 三 在 区 间 了 上 连续 的 定义 :对 任何 xoE7 及 任意 给 
定 的 se 二 0, 存 在 $S>0, 当 了 中 的 点 xz 满足 lx- xl1<86 时 ,有 |jx)- Foxro)1<e， 
目前 我 们 应 当 特 别 强调 的 是 ,6 不 仅仅 与 给 定 的 s 有 关 ( 前 面 我 们 指出 过 这 一 点 )， 
而 且 与 点 xo 的 位 置 有 关 ( 我 们 不 曾 强 调 这 一 点 ). 区间 ! 上 有 不 可 数 的 无 穷 个 点 . 
对 同一 个 s 盖 0, 相 应 地 就 有 不 可 数 无 穷 个 5. 在 这 种 情况 下 ,我 们 无 法 保证 最 小 的 
6 的 存在 .而 在 一 致 连续 的 定义 中 ,6 完全 由 s 所 决定 ,与 自 变量 在 区 间 了 上 的 位 置 
毫 无 关系 .图 2.6 对 读者 的 理解 可 能 会 有 帮助 .考虑 函数 f(x) =1/x (0 二 x 过 1). 
由 不 等 式 

1 1 


Sin 一 一 Sin 
Xl Xz 


< (0 过 x1,0<x, (<1) 


1 1 | 
Xl X2 
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及 例 4, 可 知 函 数 1/x 在 此 开 区 间 上 也 是 不 一 致 连续 的 .这 一 事实 可 以 从 几何 图 像 
上 看 得 比较 明显 . 作 函 数 y= 1/x (0 二 x 二 1) 的 图 像 ( 图 2.6). 对 任意 给 定 的 s 盖 0， 
作 两 条 平行 于 横 轴 的 直线 ,它们 夹 着 一 个 “ 带 形 区 域 ”, 带 宽 正好 等 于 .在 这 两 条 
直线 与 曲线 y= 1/x 的 交点 上 ,分 别 作 平行 于 纵 轴 的 直线 ,以 这 两 条 直线 同 横 轴 的 
两 个 交点 为 端点 可 以 作 一 个 开 区 间 , 记 为 1(x), 其 中 x 表示 1(x) 的 左 端 点 . 当 s，,! 
E11(X) 时 , 11/s 一 1/1| 过 se 成 立 . 对 同样 的 e 盖 0, 当 0<* 过 x 时 ,| T(x | 过 
i117C(x)| ,这 里 绝对 值 表示 区 间 长 度 .由 于 当 x 一 0 时 曲线 越 来 越 陡峭 ,显然 可 见 
lim | I(x) | = 0. 


因此 对 这 个 。, 一 个 统一 的 正 数 $ 根本 找 不 到 ! 


图 2.6 


大 家 也 许 已 经 发 现 ,函数 1/x 之 所 以 在 (0,1) 上 不 一 致 连续 ,是 因为 我 们 允许 
自 变 量 可 以 向 0 无 限制 地 靠近 .因此 ,如 果 不 允 许 自 变量 任意 地 接近 0, 也 许可 以 使 
连续 变 成 一 致 . 这 个 观察 是 完全 正确 的 ,因为 我 们 有 : 
例 5 对 任意 固定 的 c 盖 0, 函 数 f(x) =1/x 在 [c,+ %m) 上 是 一 致 连续 的 . 
证 明 任 取 s,1E[Lo,+ %), 我 们 有 
1-+|=1H<Is 1 |. 
人 t St G 


由 此 可 见 , 对 任 给 的 s>0, 取 8S=c2ze, 只 要 ,ELc ,+c) 且 13- 引 < 二 SS, 便 有 

工 - 工 | < 二 = €. 

Ry [ oO 

这 就 证 明了 所 需 的 结论 . 0 
在 怎样 的 区 间 上 ,函数 f 的 连续 性 也 蕴涵 f 的 一 致 连续 性 ”有 界 的 闭 区 间 就 

有 这 种 特性 .在 这 类 区 间 上 ,连续 函数 还 有 其 他 一 些 十 分 重要 的 性 质 ,这 正 是 下 一 

节 中 要 讨论 的 内 容 . 
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练习 题 2.9 


二 


. 研究 下 列 函 数 的 一 致 连续 性 : 


(1) Joop =cos T(x>0)3 (2) f(x)=sinx (xXER); 
(3) f(x) = Vx (x>0); (4) f(x) =sin x*(xER); 
(5) /0 Tim‘*0). 
2. 设 函 数 f 和 g 在 区 间 / 上 一 致 连续 .证 明 ;f+8g 也 在 1 上 一 致 连续 . 
3. 如 果 在 (a,b) 上 一 致 连续 ,证 明 :f(a +) 和 f(b ) 存 在 且 有 限 . 


问题 2.9 


1. 设 了 在 [0, + %m) 上 一 臻 连续 , 且 对 任何 xE1L0,1], 有 lim f(x+n)=0(nEN'). 证 有 明 : 


lim f(x) =0. 举 例 说 明 , 仅 由 f 在 L0, + %) 上 的 连续 性 推 不 出 上 述 结论 . 
. 设 1 为 区 间 . 如 果 存 在 正常 数 上 ,使 得 
| ftx)— fy) Ik|Ix-y| 
对 任何 x,yE1 成立, 那么 称 f 在 1 上 满足 Lipschitz( 利 普 希 芯 ,1832~1903) 条 件 .求证 ; 
如 果 f 在 [a,+ o )(a>0) 上 满足 Lipschitz 条 件 , 那 么 f(x)/x 在 La, + %w) 上 一 臻 连续. 


MD 


2.10 ”有限 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


在 本 节 中 ,我 们 讨论 闭 区 间 [a,bj(a 与 b 都 是 实数 ). 设 函数 f:[a,bj->R 在 
该 区 间 上 连续 . 

定理 2.10.1 设 函 数 f 在 [a,bj]j 上 连续 ,那么 f 在 La,b]j 上 必定 一 致 连续 . 

证 明 用 反 证 法 .假设 了 在 La ,bp] 上 不 一 致 连续 , 即 存在 eo 汪 0, 对 任意 的 n€E 
N - ,总 能 找到 5, ,1 ELa,bj, 使 得 虽然 |s, 一 4, | 过 1/n ,但 是 

| f(sa) — f(t,) | eo. (1) 

由 于 {s, } 是 完全 包含 在 La ,bj 中 的 数列 ,由 列 紧 性 定理 可 知 ,存在 一 个 子 列 { sx )， 
使 得 
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sp, 一 SEE[e,pb] (一 oo)， 
这 时 ,我 们 有 
| tx —s* | | i — se, |+| se — s* | 
< 让 +| Se 一 了 | 过 二 +| st 一 3 |]. 
上 式 对 一 切 4AEN 成立. 由 上 式 , 可 知 tx, 一 s" (n 一 %). 由 式 (1) 得 知 ,对 一 切 n 
EN"* ,有 
| fCsr) — fltr,) | 之 so. (2) 
在 式 (2) 的 两 边 令 4 一 c ,再 由 了 的 连续 性 ,得 到 
0=] f(s*)—- fs*)|=| lim sk ) — lim 大) | 
三 lim | flsx,) — f(tx) | 宇 ee6o > 0. 
此 为 矛盾 .这 就 证 明了 了 必 在 [La ,bj 上 一 致 连续 . 0 
注意 ,区 间 必 须 是 闭 的 ` 有 界 的 ,这 两 个 条 件 缺 一 不 可 . 缺 了 其 中 任何 一 个 , 定 
理 2.10.1 的 结论 可 能 就 不 成 立 .2.9 节 中 的 例 3(2) 及 例 4, 可 以 作为 反例 来 说 明 
之 .除了 一 致 连续 性 外 ,有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 还 有 以 下 四 条 重要 的 性质 . 
定理 2.10.2 ”有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 在 该 区 间 上 有 界 . 
证 明 用 反 证 法 . 设 了 在 La,bj 上 连续 ,如 果 它 在 La,bj 上 没有 上 界 ,那么 任 
意 自然 数 n 都 不 能 作为 它 的 上 界 , 因 而 必 有 x. ELa,bj, 使 得 f(x,)>>n(n=1， 
2,…). 由 于 La ,bj 是 有 限 的 闭 区 间 , 故 从 数列 {x } 中 可 以 选 出 一 个 子 数列 {x )， 
使 得 
Xxx ELab] (n> ~). 
一 方面 ,由 函数 了 连续 ,必要 求 
lim fCxx,) = f(&); (3) 
fixe)>ki 守 nn (n= 1,2,3,..), 
得 出 极限 lim f(xx,)= + %, 这 与 式 (3) 巴 盾 . 因 此 ,f 在 La,bj 上 必 有 上 界 . 同 理 ， 
可 证 了 在 La,p] 上 有 下 界 . 0 
如 果 f 在 某 个 开 区 间 上 连续 ,上 面 的 结论 就 不 再 成 立 , 它 可 能 是 有 界 的 ,也 可 
能 是 无 界 的 .例如 ,f(x)=1/x 在 (0,1) 上 连续 ,但 它 在 (0,1) 上 是 无 界 的 ; f(x)=x 
在 (0,1) 上 连续 , 它 当 然 还 是 有 界 的 .如 果 了 在 某 个 无 穷 区 间 [a , + %) 上 连续 ,上 面 
的 结论 也 不 成 立 , 请 读者 举 出 相应 的 例子 . 
从 定理 2.10.2, 还 可 得 : 
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定理 2.10.3 设 f 在 [a,bj 上 连续 . 记 
M= sup f(x), m = dnf fx), 


x€[La.b] 
则 必 存 在 x* ,x ,ELa,bj], 使 得 
flx*)= M, f(x.)= m. 
也 就 是 说 ,有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 能 取 到 它 在 此 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
证 明 ”由 定理 2.10.2 知 m 和 M 都 是 有 限 数 ,根据 上 确 界 的 定义 ,对 任意 的 
nEN" ,必定 存在 x。 ELa ,bj, 使 得 


M -过去 fx) SM. 


与 定理 2.10.2 的 证 明 一 样 ,从 数列 {x } 中 可 以 选 出 子 列 {xi, ) ,使 得 x 一 x* EE 
La ,bj. 在 不 等 式 
的 两 边 令 n 一 % ,再 根据 f 的 连续 性 , 即 得 
f(x*)= M. 

同 理 , 可 证 存在 x. E[a,bj], 使 得 f(x.)=m. 0 

设 [a,b] 上 有 一 条 连续 曲线 ,如 果 f(a)< 二 0,f(b)>0, 那 么 这 条 曲线 和 x 轴 至 
少 有 一 个 交点 .这 一 事实 非常 直观 而 且 有 用 ,这 就 是 : 

定理 2.10.4( 零 值 定 理 ) 设 f 在 [a,bj 上 连续 .如 果 f(a)f(b) 二 0, 则 必 存 在 
一 点 CE (a,b), 使 得 f(c)=0. 

证 明 不 妨 设 f(a) 二 0 过 f(b). 把 区 间 [a ,bj 二 等 分 ,分 点 是 (a + b)/2. 如 果 
f(at+b)/2)=0, 就 取 c= (a+6b)/2. 如 果 f((a+b)/2) 关 0, 则 f((a+b)/2) 
必 与 f(a),f(b) 中 的 某 一 个 异 号 ,也 就 是 说 ,在 两 个 闭 子 区 间 


+b a+b 
Enid 
中 ,; 必 有 一 个 使 f 在 其 端点 取 值 异 号 , 记 这 个 闭 子 区 间 为 Lai ，? bi], 即 [Lal 9 bj] 满足 
下 面 三 个 条 件 : 


[asbj oasb], 0<b-a= ?二 和. Fe) <0< fw. 


对 [ai ,bi] 重 复 上 面 的 讨论 ,就 能 得 到 一 列 闭 区 间 [ai , bx] ,满足 : 
(a) [La 3 b JDLai 9 bi ODO:…D[a ?9 b: |O…; 


1 
2 


< xc EM 


(b) 0<bi—ax= (b—a); 
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(c) f(ar)<0<f be). 
如 果 对 某 个 上 ,有 FoCak + bx)/2)=0, 则 取 c= (Cas + br)/2, 定 理 就 得 到 证 明 . 否 
则 ,就 把 此 过 程 无 限 进行 下 去 .于 是 由 闭 区 间 套 定理 知 , 存 在 cE€La;.brj](k=1， 
2,…), 使 得 lim ak= lim bx =c. 由 了 的 连续 性 ,在 (c) 中 式 子 的 两 边 取 一 的 极 
限 , 得 f(c) 志 0 志 f(c), 即 f(c)=0. 0 

零 值 定理 有 许多 应 用 . 

例 1 证 明 : 方 程 2* -4x=0 在 区 间 (0,1/2) 内 有 一 个 根 . 

证 明 在 区 间 [0,1/2] 上 研究 连续 函数 f(x)= 2* -4x. 由 于 f(0)=1， 
有 (1/2) =V2- 2<<0, 可 见 存在 一 个 数 cE (0,1/2) ,使 得 f(c)=0. 因 此 ,c 就 是 原 


方程 的 一 个 根 . 0 
例 2 证 明 : 任 何 实 系数 奇 次 代数 方程 必 有 实 根 . 
证 明 设 方 程 为 
XE 十 COX2n 十 CIX21 二 十 Co ix+a = 0. 


将 方程 左边 的 多 项 式 记 为 p(x). 将 p(x) 写 成 


一 用 二 Qo Q1 «0 G2n 
POCOO = x 
由 此 得 知 
lim p(xX)=+%®, lm p(x) =- %. 
因此 ,存在 实数 a,b, 使 得 a 二 b, 且 p(a)<0,p(b)>0. 由 零 值 定理 可 知 ,存在 
cE (a,b), 使 得 p(c)=0. 这 里 的 c 就 是 原 方程 的 一 个 实 根 . 


例 3 某 短 跑 运 动员 用 10s 跑 完 了 100 m. 证 明 : 至 少 有 一 段 10 m 的 路 程 他 恰 
用 1s 跑 完 . 

证 明 任 取 xE[0,90], 用 f(x) 记 运动 员 跑 完 Lx,x+10] 这 段 路 程 所 需 的 时 
间 ( 以 s 为 单位 ) ,那么 f 是 定义 在 L0,90] 上 的 一 个 连续 函数 .我 们 要 证 明 存 在 xo EE 
[0,90] ,使 得 f(xo) =1. 如果 对 每 个 xE[0,90], 都 有 f(x)=1, 问 题 已 经 证 明 . 因 
此 ,不 妨 设 存在 x E50,90j, 使 得 f(xi) 守 1. 因为 100 m 是 用 10s 跑 完 的 ,所 以 必 
有 x2E[0,90], 使 得 f(x) 过 1. 现 在 令 g(x)= f(x) 一 1, 那 么 g(x1)= f(x1) 一 1>> 
0,g(xz)= f(xz) 一 1<0. 由 零 值 定理 , 必 有 介 于 xi 和 xz 之 间 的 xo ,使 得 g(xo) = 
0, 即 f(xo)=1. 0 

用 零 值 定理 还 可 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 2.10.5( 介 值 定理 ) 设 f 是 区 间 [La.,bj 上 非常 值 的 连续 函数 ,y 是 介 于 
f(a) 与 f(b) 之 间 的 任何 实数 , 则 必 存 在 cE (a,b), 使 得 f(c)=y. 
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证 明 不 妨 设 f(a) 二 y 二 f(b). 令 
g(x) = f(x)—7Y, 

则 g 在 [a,b] 上 连续 , 且 g(a)= f(a) 一 7y<0<<f(b) 一 y= g(b). 于 是 由 零 值 定 
理 , 存 在 cE (a,b), 使 得 g(c)=0, 即 f(c)=Y. 0 

推论 2.10.1 设 非常 值 函 数 f 在 1=La,bj 上 连续 ,那么 了 的 值 域 f(1) 是 一 
个 闭 区 间 . 

事实 上 , 设 M 与 m 分 别 为 f 在 La ,bj 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 由 介 值 定理 ,可 知 
f(D=[Lm,M]. 

我 们 在 证 明定 理 2.7.3 时 用 过 这 一 结论 . 


练 习题 2.10 


1. 如 果 了 在 (a,b) 上 一 臻 连续, 证明:f 在 (a,b) 上 有 界 . 

2. 若 函 数 f 和 & 都 在 区 间 7 上 一 致 连续 , 问 fg 是 否 在 1 上 一 致 连续 ? 试 就 1 为 有 限 区 间或 
无 穷 区 间 分 别 讨论 之 . 

3. 设 函 数 了 在 开 区 间 (a,b) 上 连续 ,f(a + ) 和 f(b 一) 存在 且 有 限 . 证 明 :f 在 (a,b) 上 一 致 

4. 设 函 数 了 在 区 间 La, + % ) 上 连续 ,f(+ %) 存 在 且 有 限 . 证 明 :f 在 [La,+ %) 上 一 臻 连续. 

5. 设 f 在 区 间 [a,+ w%) 上 连续 ,车 存在 常数 b 和 c ,使 得 lim (fx) 一 bx 一 c)=0, 证 明 ;f 在 
[ae, + %m) 上 一 致 连续 . 

6. 求证 :三 次 方程 如 +2x -1=0 只 有 唯一 的 实 根 , 且 此 根 在 (0,1) 内 . 

7. 设 PECCR), 且 


lim 全 到 = lim 2C2 = 0. 


和 bx 
(1) 证 明 ; 当 n 为 奇数 时 ,方程 x" + p(x)=0 有 一 个 实 根 ; 
(2) 证 明 ; 当 n 为 偶数 时 ,存在 y, 使 得 对 所 有 的 xER, 有 

y”" + py) Sx" + PxX). 

8. 设 fecr[0,1] 且 f(0) = f(1). 求 证 :对 任何 nEN' ,存在 x, E50,1], 使 得 f(x,) = 
fx t+1/n). 

9. 设 /E CCR) 且 lim /xz)= limf(x)= +%, 又 设 f 的 最 小 值 /f(a)<<a. 求 证 :ff 至少 在 
两 个 点 上 取 到 最 小 值 . 

10. 设 函 数 f:La,b] 一 R 在 有 理 点 上 取 无 理 数 值 ,在 无 理 点 上 取 有 理 数值 . 证明:f 不 是 
[a ,bj 上 的 连续 函数 . 

11. 设 对 任意 的 *,yE(- ,+oco), 函 数 了 满足 lfGxz) -fy)| 寺 kx- yl(0<k<=<1). 
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求证 : 
(1) 范 数 kx 一 了 Cx) 递增 ; 
(2) 存在 唯一 的 SE(- c ,+ %), 使 得 1(§)=&. 
12. 证 明 :在 (- ,+ co) 上 连续 的 周期 函数 必 在 (- ,+ %“) 上 一 致 连续 .由 此 证 明 : 
sin2x + sin x* 不 是 周期 函数 ， 


问 题 2.10 


[un 


. 设 fECCR), 且 lim (f(x))= .求证 :lim f(x)=%. 

2. 设 /,g€CLa,bj. 如 果 存 在 x,ELa,bj, 使 得 gCx,) = f(xsr1)《n=1,2,…), 则 必 存 在 
XoELa,bj, 使 得 f(xo) = g(xo). 

3. 设 函 数 了 在 区 间 [La, + wm) 上 连续 且 有 界 .求证 ;对 每 一 个 数 4 二 0, 存 在 数列 x, 一 + %， 
使 得 

lim (flx, +A)— f(x,)) = 0. 
4. (1) 证 明 ; 不 存在 R 上 的 连续 隐 数 ,使 它 的 任 一 个 函数 值 都 恰好 被 取 到 两 次 . 
(2) 是 否 存 在 RR 上 的 连续 函数 ,使 它 的 任 一 个 函数 值 都 恰好 被 取 到 三 次 ? 


2.11 函数 的 上 极限 和 下 极限 


在 1.10 节 中 ,我 们 引进 了 数列 的 上 极限 和 下 极限 . 对 一 个 数列 来 说 , 它 的 极限 
不 一 定 存在 ,但 是 它 的 上 极限 和 下 极限 却 总 是 存在 的 , 且 当 数列 的 极限 存在 时 ,这 
个 极限 正好 是 上 下 极限 .由 此 可 见 , 使 用 上 下 极限 来 讨论 问题 ,可 以 较 少 地 受到 约 
束 . 根 据 同 样 的 理由 ,我 们 也 引进 函数 的 上 下 极限 的 概念 . 

在 1.4 节 中 ,我 们 定义 过 记号 R- =RU{ 一 %,+ %), 即 实数 的 全 体 再 加 上 两 
个 记号 - wm 与 + %. 

设 函 数 了 三 定义 在 Bs(xo) 上 , 且 在 点 xo 的 近 旁 有 界 .这 时 ,一 定 存在 x € Bs (xo) 
(nn 三 1,2,…), 使 得 x, 一 xoCn 一 %), 并 且 数 列 {f(x,)) 收 人 敏 于 一 个 数 . 如 果 了 在 xo 
的 近 旁 无 上 (下 ) 界 , 则 必 存 在 数列 xz， E Bs (Xo),Xxn 一 Xo(n 一 %), 使 得 当 n 一 % 
时 , f(x,)>+%(— %). 

定义 2.11.1 仿 
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E = {1 € R。 :存在 数列 x。E Bs(X0),xs 一 xo, 使 得 f(x) 一 1). 
这 是 一 个 非 空 的 集合 . 设 a" =sup E,a .= inf ,分 别称 它们 为 f 当 x->xo 时 的 上 
极限 和 下 极限 ,分 别 记 作 
lim sup fx), lim inf f(x). 
对 其 他 的 极限 过 程 ,例如 x 一 x6 ,XxX 一 xX6 ,X 阅 一,X 阅 二 以 及 x 一 % ,可 以 
类 似 地 定义 函数 f 的 上 极限 和 下 极限 . 
例 1 设 


. 1 
fx) = 上 xX 关 0， 
0， xX=0. 
对 nEN', 令 
Xn 二 (2nx+ 屯 ) ，, yn = (2nr 到) 
显然 ,zx 一 0,y 一 0(7 一 oo ) ,并且 
fxn) = f(ya) =1, fC-x) = yn =-1. 
因此 
lim sup f(x) = lim sup f(x) = lim sup f(x) = |， 


X00 


lim sup f(x) = lim sup f(x) = lim sup f(x) = 一 1. 口 
XeO Xe | 


与 定理 1.10.1 平行 ,可 以 对 函数 的 上 极限 建立 如 下 的 定理 ， 

定理 2.11.1 设 函 数 了 定义 在 / 上 ,那么 : 

(1)a'€rE; 

(2) 若 ya , 则 存在 8 之 0, 使 得 当 0<|x-xo|<6 时, f(x) 过 y; 

(3) a' 是 满足 前 述 两 条 性 质 的 唯一 的 数 . 

证 了 明 (1) 车 a* = + %, 则 对 任何 n EN"* , 必 存 在 !, EE, 使 得 1,>n. 由 此 
可 知 , 存 在 x, ,满足 0 二 |x. 一 xo| 二 1/n 且 f(xi) 之 n. 这 表明 x E€ 1,xn 一 Xxo, 使 
得 f(x.) 一 +%, 即 a*=+wEE. 

若 a =-o, 即 下 =(-o) ,当然 a* EE. 

再 设 & "为 有 限 数 . 对 任何 n EN' ,存在 1, EE, 使 得 

a” -六 < <ar + 二. 
于 是 ,存在 x 满足 0 过 |x, 一 xo | 过 1/n ,使 得 
a” -圭一 Fox)<a: + 过. 
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从 而 x,E1 且 x 一 xo ,使 得 f(x,) 一 a* .因此 ,a* EE. 

(2) 假设 命题 不 真 , 则 对 任何 nEN" ,存在 x ,满足 0 二 |x, 一 xo| 过 1/n ,使 得 
f(xn) 宇 y. 于 是 ,存在 子 列 {x4, ) ,使 得 (xk, ) 一 y(n 一 ). 由 此 得 到 yl 宇 y 之 
a' , 且 y1 EE. 这 与 a* 的 定义 矛盾 . 

(3) 设 有 两 个 数 p 与 4 同时 满足 (1) 与 (2) ,但 p 过 q. 选 取 y, 满 足 p 达 y 达 4. 
因为 p 满足 (2) , 故 存在 3 之 0, 使 得 0 二 |x xo| 二 8 时 , f(x) 二 y, 因 而 9q 不 能 满 
足 (1). D 

对 a, ,也 可 以 建立 类 似 的 定理 . 

下 面 的 定理 列举 了 函数 的 上 下 极限 的 简单 性 质 ,它们 在 应 用 中 能 提供 很 多 
方便 . 

定理 2.11.2 设 f,g 在 1 上 有 定义 ,那么 : 

(1) lim inf fx) Slim sup fx); 

(2) lim f(x)=a 当 且 仅 当 lim inf fx) = lim sup f(x) =a; 


(3) 车 当 xE1T 时 ,f(x) 志 gCx) 成 立 , 则 
lim inf fx) 过 lim inf g(xX), lim sup f(x) < lim sup g(xX). 
证 明 (1) 与 (2) 其 为 明显 ,只 和 需 证 明 (3). 我 们 来 证 其 中 的 第 二 个 不 等 式 . 令 
a” = lim sup f(x), b= lim sup g(x). 
存在 子 数列 x,€E 17, 且 x。 一 xo ,使 得 im f(x,)=a' .另外 ,由 f(xn) 所 g(xn) (n= 
1,2,…), 可 以 从 tx) 中 选 出 子 列 {xx,} ,使 得 
lim 8(Xx,)=b 之 a” = lim flxx, ). 

又 由 b* 的 定义 , 知 b* 之 b 之 a* ,这 正 是 我 们 需要 证 明 的 . (3) 的 第 一 个 不 等 式 也 
可 以 类 似 地 证 明 . 0 

最 后 我 们 指出 ,数列 的 上 下 极限 可 以 看 成 是 函数 的 上 下 极限 的 特殊 情况 . 设 有 
数列 {a ) ,在 (0,1) 上 定义 函数 f: 

f(x)=a,, xE | 

不 难 证 明 ( 请 读者 作为 练习 来 证 明 ): 


lim sup ea, = lim sup f(x), lim inf a, = lim inf f(x). 
nm x—07 ne x—0* 


1 1 


nt 1’"n jn 二 1,2,.…). 


练 习题 2.11 
1. 对 下 列 函 数 有 , 求 lim sup f(x) ,lim inf f(x): 
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(1) f(x)=sinx; 
(2) f(x)= x*cos xX; 


x 
(3) f (0) = Tr mr 
2. 设 函 数 f 在 一 点 xo 的 左边 (xo 一 G,xo) 上 连续 , 且 
lim inf f(x) < a < lim sup f(x). 


i xx 
求证 :一 定 有 数列 x, 一 xo ,使 得 f(x,)=a(n=1,2,3,.…). 
3. 设 函 数 f 在 xo 的 空心 邻 域内 有 定义 , 令 . 
p686) = inf{f(x):0<|x -xo |< 0), 
%(6) = sup{f (x):0 <|Ix- xo |< 8}. 
求证 : 
(1) 9 和 分别 是 递减 和 递增 函数 ; 
(2) 令 wu = lim 92(6),8= lim %(S), 则 
3 0 
| a 2 lim inf f(x), B= lim sup f(x). 
x x0 x 


2.12 混沌 现象 


自然 界 中 的 许多 现象 ,是 由 严格 的 因果 关系 所 支配 的 .例如 月 亮 的 阴 晴 圆 缺 、 
四 季 的 更 和 迭 .日 食 和 月 食 的 发 生 …… 对 这 一 类 完全 由 因果 关系 支配 的 系统 进行 一 
般 研究 ,自然 有 着 重大 意义 .这 种 完全 由 因果 关系 所 制约 的 系统 ,通常 叫 作 决定 性 
系统 . 研究 决定 性 系统 的 数学 分 支 , 称 为 动力 系统 理论 . 

决定 性 系统 的 基本 特征 是 :在 这 个 系统 中 ,今日 的 种 种 现象 ,是 昨日 种 种 现象 
的 必然 结果 ; 而 明日 种 种 现象 ,又 以 今日 的 种 种 状态 为 其 原因 . 这 就 是 说 ,从 系统 的 
初始 状态 出 发 ,依据 系统 的 因果 规律 ,将 确定 系统 未 来 的 一 切 . 

用 一 个 简单 的 例子 来 说 , 设 函 数 f 代表 某 种 因果 规律 ,f 的 定义 域 中 的 一 点 x 
表示 一 种 初始 状态 ,那么 由 状态 x 到 下 一 个 状态 f(x), 就 是 由 于 规律 f 在 起 作用 . 
如 果 f(x) 仍 在 f 的 定义 域 中 ,那么 自然 要 考虑 再 下 一 个 状态 f°。f(x)=f*(x). 如 
此 继续 下 去 .促使 我 们 要 来 研究 函数 的 迭代 . 

设 1 是 任意 一 个 区 间 , 函数 f: 7 一 1/ 将 了 反复 地 复合 ,产生 f(x)= f。f(x)， 
(x)=fof(x)= fofe 了 (xXx). 一般 地 ,ff"(x)= ff" 1(x)(n 之 3). 此 外 ,我 们 规定 
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f(x)=x, 即 f° 表示 恒 等 映射 ,还 有 广 (x)= f(x)(xED. 称 7 为 f 的 第 n 次 
迭代. 
在 研究 函数 迭代 时 ,自然 首先 会 想到 把 fr 的 表达 式 通 过 f 的 表达 式 计算 出 
来 .遗憾 的 是 ,除了 对 很 简单 .很 特殊 的 ,第 n 次 迭代 f” 的 解析 表达 式 要 么 根本 
求 不 出 来 ,要 么 即使 求 了 出 来 ,也 因 太 复杂 而 没有 什么 实用 价值 . 因此 ,寻找 1" 的 
表达 式 不 是 研究 函数 迭代 的 正确 方向 . 
对 任意 固定 的 xET, 考 虑 序列 
Xx,sf x), fCx) ,ee, fCX) ,ee 
如 果 正 整数 m 使 得 jf"(x)=x, 称 m 为 点 x 的 一 个 周期 , 称 x 为 f 的 一 个 周期 点 . 
如 果 m 是 点 x 的 一 个 周期 ,那么 m 的 任何 正 整 数 倍 一 定 也 是 x 的 周期 ,这 是 因为 
当 kEN* 时 ， 
f™ (x) =f" of™ oo f™ x) 
k 个 
= f™ oo f" (x) = = f"(x)= Xx. 
+ 


k-1 个 
如 果 x 是 f 的 一 个 周期 点 ,那么 x 的 一 切 周 期 中 的 最 小 者 , 称 为 x 的 最 小 周期 . 设 
PEN' 是 点 x 的 最 小 周期 ,而 n 是 x 的 大 于 p 的 周期 ,那么 必 有 pin( 即 p 整除 
n). 这 一 事实 可 证 明 如 下 .用 反 证 法 .车 p+n, 那 么 存在 9,rEN' ,使 得 n= pq+ 
r+ (0 过 +r 过 p). 于 是 有 
X= ff"Cx) = fm(x)= fo fm (x) = f(x). 

这 表明 , 比 p 更 小 的 正 整 数 r 也 是 点 x 的 一 个 周期 ,这 与 p 是 x 的 最 小 周期 的 定义 
矛盾 . 

如 果 x 的 最 小 周期 是 ”, 则 称 * 是 f 的 一 个 n 周期 点 ,这 时 序列 x, f(x)， 
产 (x) 户 (x) 实际 上 是 以 下 n 个 不 同 的 点 构成 的 有 限 数列 ， 

xsf Cx),f Cx) ,ef Cx) 

这 一 模式 的 无 限 次 的 反复 .这 个 有 限 数 列 叫 作 点 x 的 n 周期 轨 . 

设 x 是 f 的 1 周期 点 , 即 x= f(x). 这 说 明 x 是 f 的 一 个 不 动 点 . 反 过 来 说 ,f 
的 不 动 点 也 是 一 个 1 周期 点 .1 周期 点 有 十 分 明显 的 几何 特征 : 它 是 函数 y= f(x) 
的 图 像 与 正方 形 1 Xx 了 的 对 角 线 y= x 的 交点 的 横 坐 标 .再 设 a 是 f 的 2 周期 点 , 那 
么 令 B= f(a) 关 a, 此 时 有 f(B) = f(a)= a. 这 表明 两 点 (a,B) 与 (8,a) 同 时 在 曲 
线 y= f(x) 上 .注意 ,因为 a 隆 6, 故 这 两 点 关于 对 角 线 y= x 是 镜像 对 称 的 .这 一 事 
实 为 寻找 了 的 2 周期 点 提供 了 一 个 几何 方法 . 

但 是 ,对 3 周期 点 .4 周期 点 …… 就 没有 这 么 简单 的 判别 方法 . 
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例 1 在 区 间 [0,1] 上 ,考察 函数 
X 十 记 ， XE 0: 去] 
f(x) = 1 
2(1 x), x < [3'1]. 
由 图 2.7 可 知 , 函 数 有 1 周期 点 (不 动 点 ) 和 2 周期 点 .此 外 ,由 
f(0) = 冯 ， 1( 羡 ) = 1， dy) = 0， 
知 户 (0) =0, 所 以 0 是 了 的 一 个 3 周期 点 ,当然 1/2 与 1 也 是 了 的 3 周期 点 . 
但 是 ,即使 对 图 2.7 这 样 最 简单 的 图 像 ， 
谁 能 看 得 出 上 还 有 4 周期 点 .5 周期 点 ……? 
1975 年 , 李 天 岩 (Tien-Yien Li) 与 ]，A. 
Yorke 在 《美国 数学 月 刊 》 上 发 表 了 一 篇 题 为 
《周期 3 蕴涵 混沌 》( Period Three Implies 
Chaos ) 的 论文 ,揭示 了 下 面 惊人 的 事实 : 
定理 2.12.1(Li-Yorke) 设 f:1 一 1 为 
连续 函数 .车 f 有 3 周期 点 ,那么 ,对 任何 n € 
图 2.7 N* ,fF 有 n 周期 点 . 
定理 的 证 明 并 不 复杂 ,但 是 ,为 了 方便 读者 ,我 们 把 证 明 分 解 成 以 下 三 个 简单 
的 引 理 . 
引 理 2.12.1 设 荡 数 :1->/ 连续 ,并 且 J=[a,bj]C7. 如 果 f(J) 刁 7, 那么 
f 在/ 上 有 一 个 不 动 点 . 
证 明 ”由 于 f(/) 必 J ,可 以 找到 c,dEJ, 使 得 f(c)=a 以 及 f(d)=b. 若 c= 
a 或 d=b, 那 么 点 a 或 b 就 是 f 的 不 动 点 .如 果 不 是 这 样 , 则 说 明 c>a 且 d<<b. 
这 时 ,连续 隶 数 p(x)= f(x) 一 x 满足 9(c)=f(c)--c=a 一 c<z0, 而 89(d)= 
jd)-d=pb-d>0, 因 此 由 零 值 定理 可 知 ,2 在 c 与 d 之 间 必 有 一 个 零点 ,这 一 
点 正 是 f 的 不 动 点 . 0 
引 理 2.12.2 设 函 数 f: 1 一 1 连续 ,J1,J: 是 7 的 两 个 闭 子 区 间 . 如 果 f(J1) 
刁 J2 ,那么 必 存 在 J 的 团子 区 间 K ,使 得 1(K)= J;. 
证 明 设 儿 =[a,bj,Js=[U,Vj. 由 于 了 f(J1) 必 J;, 必 存在 u,vELa,bj, 使 
得 fu)=U,f(v)=V. 不 妨 设 u 二 v(u 之 v 的 情形 可 类 似 处 理 ). 令 
E={s:f(s)= U,u < s < v}. 
因为 /(u)=U, 故 EE 为 非 空 集 且 有 上 界 , 因 而 它 必 有 上 确 界 . 记 wu” = sup E. 我 们 
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证 明 uw* EE, 即 要 证 明 f(u* ) = U. 由 上 确 界 的 定义 知 ,对 任意 正 的 整数 n, 必 有 
sn EE ,使 得 


u” -su. 


由 此 可 得 lim s。= u* .由 于 SnEE, 故 f(s,)=U. 令 n 一 %, 并 利用 的 连续 性 ， 
即 得 f(u* ) = U .这 就 证 明了 wu* EE, 而 且 ww* 关 (因为 f(v)=V). 有 了 uu'* 之 
后 ,可 以 定义 
F= {1:f(1) = Vu’ <itv)}. 

F 当然 有 下 确 界 , 记 v" = inf F. 同 理 , 可 证 f(v*)=V. 由 此 可 知 wu* 关 v'. 记 KK 
=[u* ,v"j, 那 么 对 任意 的 xE(u' ,Vv* ), 由 于 x 之 wu' , 必 有 f(x) 关 U0U, 又 因 x 一 
v" ,所 以 f(x) 关 VV. 

由 于 Fu )=U,f(v*)= VV, 故 由 介 值 定理 ,对 任意 的 7E (U,V), 必 有 sE 
[Lu* ,v* ], 使 得 f(§) = 7. 这 就 证 明了 

flfu* ,wv*]) DLUV,V]. (1) 
为 了 证 明 FLu ,v" ]))CLU,Vj, 必 须 证 明 : 对 任意 的 x 二 U( 或 x 汪 V), 不 可 能 
存在 sSELu" ,v* ], 使 得 f(s) = x. 如果 有 这 样 的 x, 我 们 再 取 一 点 x "ECU,V). 
根据 式 (1) ,存在 ELu ,v' Jj, 使 得 f(s )=x' ,那么 由 于 Fs) = ,而且 x< 7 一 
x , 故 由 介 值 定理 , 必 有 人 介 于 与 s 之 间 , 使 得 f(§) = U. 由 于 >u' ,这 是 不 可 
能 的 .这 就 证 明了 
fofu*,v* CLU,V]. (2) 

综合 式 (1) 与 (2), 即 知 f(K)=[U,Vj. 0 

引 理 2.12.3 设 函 数 f: 1 一 了 连续 ,Jjo, 帮 ,…,J,-!1 是 了 的 n 个 闭 子 区 间 . 
如 果 

Fo 了 了, 站] 站 JJ 

那么 : 
(1) 存在 Xo Jo 使 得 f"(xo0)= xo; 
(2) f(x) EN ,fF XOE ,ff XO) ES, 1 
用 一 句 通 俗 的 话说 , 当 j 从 0" 跑 过 ”1,2,…,n 一 1 时 ,f(xo) 依 次 地 “拜访 ”Jo， 
人 1,…,Jn-1, 最 后 仍然 回 到 Xo. 

证 明 因为 FJ 二 Jo ,由 引 理 2.12.2 知 , 有 一 个 闭 子 区 间 天 。)CJ :使 
得 fCK,-1) = .类似 地 , 因 FJ 二 Ji 地 天。 ,又 可 以 找到 一 个 闭 子 区 间 
天 ,2zCJ- 使 得 fCK,-2) = K,-1. 同 理 ,可 以 找到 一 个 闭 子 区 间 KiCCJ ,使 得 
f(Ki) = 天 .最 后 ,存在 Jo 的 闭 子 区 间 Ko ,使 得 f(Ko) = Ki. 因此 ,我 们 看 到 
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f(Ko) = Ki, 
fCKo) = K,, 


f3CKo) 二 天 3， 


f" (Ko) = Kris 
f" (Ko) = KK) = Jo DD Ko. 
对 函数 f" 运用 引 理 2.12.1, 我 们 可 以 找到 一 点 xo€ KoCJo ,使 得 "(xo)= xo. 很 
显然 ,我 们 有 (x)E KiCIi(k=1,2,…,n—1). D 
现在 可 以 来 证 明定 理 2.12.1. 
根据 假定 , 设 7 是 f 的 一 个 3 周期 点 ,那么 7,f(7) ,7(7) 构 成 7 的 3 周期 轨 . 
不 妨 设 
7<f7) < f(D). 
为 简单 起 见 , 设 a= 7,8= (7),yY=f*(7), 于 是 有 
Fa) = 8B, f(B)= yy, f(y = a. 
记 昌 =[a,B],K=[B,yYj. 由 于 f(a)=B,f(B)=y, 故 由 介 值 定理 , 知 


fH OK. (3) 
又 因 8) =7y,F7z)=a 仍 由 介 值 定 理 , 知 
f(K)Ola,yj= HUK. (4) 


现在 来 证 明 , 对 任意 的 nEN"' ,f 必 有 nn 周期 点 . 当 n=1 时 ,由 式 (4), 知 f(K) 忆 
K, 故 由 引 理 2.12.1,f 在 K 上 有 一 个 不 动 点 , 即 1 周期 点 .再 设 n=2, 由 式 (4), 知 
f(K) 沪 H. 由 式 (3), 知 f(H) 必 K. 于 是 由 引 理 2.12.3 知 ,存在 一 点 xoE kK, 使 得 
f(xo) 三 xo, 且 f(xo)E HH. 我 们 证 明 2 是 xo 的 最 小 周期 . 若 f(xo)= xo, 那 么 xo 
EHNK = {PB}, 即 xo = B, 这 就 导致 
f(xo) = fCB) =y>B= xo 

的 矛盾 . 现 设 nn 二 3, 记 

Jo=h =…=J,2:= K, J.1=H. 
从 式 (4) , 知 fj)) 恬 Jj11(j=0,1,…,n 一 2). 又 从 式 (3), 有 FJ 二 Jo , 即 引 理 
2.12.3 的 要 求 都 满足 .因此 有 一 点 XoEJo= ,使 得 f"(xo)=xo, 且 

fiCxo) ES (j=1,2,.,n— 1). (5) 
现在 证 明 n 是 xo 的 最 小 周期 . 否则 ,存在 上 <m ,使 得 产 (xo) = xo, 于 是 xo， 
《xo),…,f*-1(xo) 构 成 xo 的 k 周期 轨 . 由 于 nn 一 1 汪 >n 一 2 尖 k 一 1, 所 以 "1(x0) 
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xos fxo) ,sf" ?Cxo) 
中 的 一 个 .由 式 (5) 知 ,它们 都 在 中 .但 是 产 -(xoEj- = 万 .这 说 明 产 (xzxo) 
EKNMH= 1{B). 因 此 xo= (xo)=f(B)= 了 yy, 而 
C 二 f(7) 三 f(xo) E11=Kk= [8,.Y]. 
这 是 不 可 能 的 .这 样 就 完全 证 明了 定理 2.12.1. 0 
根据 定理 2.12.1, 我 们 可 以 断言 ,图 2.7 所 表示 的 函数 1 对 一 切 nEN* 有 nn 
周期 点 . 
这 是 一 个 十 分 美妙 和 惊人 的 结果 .在 李 天 涯 与 Yorke 的 论文 公开 发 表 之 后 不 
久 , 就 有 人 指出 ,这 一 结果 只 不 过 是 乌克兰 数学 家 A. N. Sharkovsky 的 一 个 定理 
的 特殊 情况 . 这 个 定理 于 1964 年 用 俄 文 发 表 . Sharkovsky 全 面 地 研究 了 怎样 的 周 
期 会 蕴涵 另外 的 周期 .这 里 介绍 他 所 得 到 的 结论 .任何 上 EN ”都 可 唯一 地 表示 成 
n=2;(2p+1), 这 里 s 与 p 是 非 负 整数 .很 显然 ,s =0 当 且 仅 当 nn 是 奇数 ,而 p=0 
意味 着 n 是 2 的 非 负 方 寡 .Sharkovsky 将 正 整数 按 下 列 方式 排序 : 
3<5<7<9<.， 
2.3<2.5<2.7<2.9<…， 
22.3 一 2 .5 二 22 .7 二 22 9, 
<25<24<23<2<2<1， 
并 且 证 明了 : 
定理 2.12.2 设 函 数 /7 一 上 连续 且 具 有 普 周期 点 . 若 在 上 述 排序 中 ,m 先 
于 nEN' ,那么 必 具 有 n 周期 点 . 
容易 看 出 , 李 天 崖 与 Yorke 的 定理 只 是 Sharkovsky 定理 的 一 个 特殊 情况 . 
Sharkovsky 定理 还 断言 :如 果 m 先 于 nn, 则 对 每 个 正 整 数 ,一定 存 在 连续 映 
射 f: 1 一 1, 它 有 nn 周期 点 ,但 没有 m 周期 点 . 
下 面 的 例子 中 的 f 有 5 周期 点 ,因而 有 位 于 5 之 后 的 任何 n 周期 点 ,但 没有 位 
于 5 之 前 的 3 周期 点 . 
例 2 考察 由 图 2.8 所 表示 的 分 段 线性 函数 f:L0,4] 一 [0,4]. 由 于 
0) = 2， 2) = 3， f(3) = 1， 
f01) = 4， Gd4) = 0， 
因此 0,1,2,3,4 都 是 5 周期 点 .我 们 来 证 明 f 没有 3 周期 点 .由 图 2.8, 有 
f([0,1]) = [2,4], 
f2([0,1]) = FL2,4]) = L0,3]， 
fa([0,1) = F[0,3]) = [1,4]. 
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类 似 地 ,有 
户 ([1,2]) = [2,4]， f3(3,4]) = [0,3]. 
由 此 得 知 ,在 区 间 [0,1],[1,2] 与 [3,4] 
中 , 户 没 有 不 动 点 . 
因为 (2,3]) = [0,4] 二 [2,3]， 
故 户 在 L2,3] 中 至 少 有 一 个 不 动 点 .我 
们 说 ,这 个 不 动 点 是 唯一 的 . 事实 上 ， 
f:L[2,3] 一 [1,3j] 是 严格 递减 函数 ， 
f:[1,3]->[1,4] 与 f:[1,4] 一 L0,4] 也 
是 严格 递减 函数 . 这 就 说 明 , 广 在 L2,3] 
土 是 严格 递减 函数 ,所 以 f° 在 [2,3] 中 
的 不 动 点 ( 记 作 xo ) 是 唯一 的 .由 图 2.8 
看 出 , 本 数 f 有 了 唯一 的 不 动 点 , 记 作 


图 2.8 Xx. 由 于 f3Cx1)=xi, 故 由 户 的 不 动 点 
的 唯一 性 . 知 xo = xi . 这 说 明 xo 是 f 
的 不 动 点 ,而 不 是 了 的 3 周期 点 . 


虽然 Sharkovsky 定理 的 内 容 比 李 天 岩 与 Yorke 的 定理 的 内 容 要 广泛 和 深刻 ， 
而 且 先 发 表 10 年 ,但 是 李 天 岩 与 Yorke 的 论文 仍 有 其 自身 的 价值 . 李 天 岩 与 
Yorke 的 论文 的 重要 意义 在 于 ,他 们 第 一 次 提出 了 "混沌 现象 ”的 严格 的 数学 定义 . 
定义 2.12.1 设 f 是 区 间 / 到 自身 的 连续 映射 ,f 满足 下 列 条 件 : 
(1) 了 的 周期 点 的 最 小 周期 没有 上 界 . 
(2) 存在 了 的 不 可 数 子 集 $ ,满足 : 
(a) 对 任何 x,y€ES 且 x 关 y, 有 
lim sup | f"Cx) -f(y)|>0; 
(b) 对 任何 x,yES, 有 
lim sup | Pox)=- 产 (|=0. 
这 时 称 f 描述 的 系统 为 混沌 系统 . 
李 天 涯 与 Yorke 还 证 明了 :如 果 f 有 3 周期 点 ,那么 f 是 混沌 的 , 即 f 所 描述 
的 系统 是 一 个 混沌 系统 . 
定义 2.12.1(2) 鲜 明 地 刻画 了 “混沌 ”的 数学 含义 .对 集合 5S 中 的 任何 初始 值 
xo 天 yo ,考虑 各 自 的 迭代 序列 ， 
xosf Cx0) sf2 x0) ses, fr (x0) sanes 
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yorf yo0) ,fi Cyo) ,o,f (yo0) ,ee. 

(2) 中 的 (a) 与 (b) 说 明 , 在 数列 (| (x0) 一 户 (yo)|:nEN'} 中 , 必 可 找到 一 个 子 
列 , 它 的 极限 是 一 个 正 数 ,又 一 定 存在 一 个 子 列 收敛 于 0. 这 意味 着 系统 在 迭代 (或 
称 演化 ) 过 程 中 ,两 条 轨道 中 对 应 项 的 距离 赋 可 以 无 限 次 地 接近 0, 又 可 以 无 限 次 
地 超过 一 个 正常 数 .在 同一 系统 中 ,从 两 个 初始 点 引出 的 两 条 轨道 时 而 无 限 靠近 ， 
时 而 相互 远离 , 忽 分 忽 合 ,而 且 这 种 现象 无 限 次 地 反复 出 现 .这 表明 系统 的 长 期 行 
为 没有 规律 ,飘忽 不 定 ,类似 于 一 种 随机 现象 .由 于 能 导致 这 种 随机 行为 的 初始 值 
来 自 一 个 不 可 数 集 5, 所 以 这 种 不 规则 行为 成 了 不 可 忽视 的 现象 . 

混沌 现象 可 能 出 现 于 物理 .化 学 .生物 以 及 社会 科学 等 许多 领域 所 遇 到 的 数学 
问题 中 ,因而 引起 了 科学 家 们 的 广泛 兴趣 . 

通过 学 习 这 一 节 内 容 , 我 们 还 可 以 得 到 方法 论 的 某 种 启示 .在 古典 的 微 积分 
中 ,本 来 已 经 有 很 多 地 方 讨论 过 函数 的 迭代 ,但 是 , 那 时 候 人 们 关心 的 是 计算 迭代 
的 极限 lim f" (x) ,一 旦 确定 这 个 极限 不 存在 ,就 将 它 搁置 在 一 边 , 不 予 理 皮 . 而 正 
是 在 这 个 极限 不 存在 的 时 候 , 再 来 研究 序列 {f"(x)}) 的 变化 ,才能 发 现 这 个 序列 会 
显示 出 各 种 各 样 的 复杂 变化 ,因此 才 有 Sharkovsky 定理 和 李 天 涯 与 Yorke 的 
定理 . 


练习 题 2.12 


1. 设 x 是 f 的 一 个 nn 周期 点 . 记 xo=x,xx = 扩 (xX)(k=1,2,…,n 一 1). 证 明 ;x 的 n 周期 轨 
{xosX1，"…，Xn-1} 中 各 点 两 两 不 同 , 且 都 是 f 的 n 周期 点 . 


4. 设 Tors, 是 7 的 闭 子 区 间 , 在 7 上 连续 , 且 满 足 f(1;) 沪 1.1(i=0,1,.…,n -1). 
求证 :存在 一 点 XE 1 ,使 得 (xc)E7GE=1,2……7m). 
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世间 万 物 都 是 在 不 断 变化 的 ,从 数量 方面 来 反映 这 种 变化 的 就 是 函数 .在 第 2 
章 中 ,我 们 研究 过 函数 的 变化 趋势 , 即 函 数 的 极限 及 其 有 关 的 性 质 .但 是 ,仅仅 了 解 
函数 的 变化 是 远 不 能 满足 科学 和 日 常生 活 的 需要 的 ,更 重要 的 是 要 研究 函数 关于 
自 变量 变化 的 快慢 .例如 ,“1 kg 牛奶 的 价格 上 涨 了 1 元 ?这 一 句 话 是 十 分 笼统 的 ， 
并 没有 告诉 人 们 多 少 信息 .但 是 “1 kg 牛奶 的 价格 在 五 年 之 中 上 涨 了 1 元 ”与 
“1 kg 牛奶 在 一 个 月 之 内 上 涨 了 1 元 ”这 两 句 话 在 人 们 心中 就 会 引起 不 同 的 反应 ; 
第 一 句 话 可 能 不 会 引起 人 们 的 注意 ,但 是 第 二 句 话 很 可 能 造成 消费 者 心理 上 的 混 
乱 .又 如 ,汽车 .火车 .飞机 的 速度 是 它们 工作 效率 的 重要 标志 ;一 条 公路 如 果 在 一 
段 很 短 的 距离 之 内 , 它 的 海拔 高 度 有 相当 大 的 上 升 或 下 降 , 那 么 司机 在 这 一 段 路 上 
驾驶 时 必须 全 神 贯 注 .变化 的 速度 ,也 称 为 “变化 率 ”, 它 的 原始 含义 对 每 个 人 都 是 
很 清楚 的 ,通常 指 的 是 在 一 定 的 变化 过 程 中 “改变 量 的 平均 值 ”. 但 是 ,为 了 解决 科 
学 技术 、 生 产 、 生 活 中 的 实际 问题 ,有 必要 对 它 作 出 完全 精确 的 数学 描述 .在 历史 
上 , 正 是 实际 问题 对 这 种 “精确 描述 ”的 急切 需要 ,促使 了 “微分 学 ”的 产生 ,而 “微分 
学 " 正 是 数学 分 析 的 一 个 重要 的 组 成 部 分 .在 3.1 节 中 ,我 们 用 来 自 三 个 不 同 领域 
中 的 例子 来 说 明 " 变 化 率 ” 的 概念 ,并 由 此 抽象 出 “导数 "的 定义 . 


3.1 导数 的 定义 


我 们 的 第 一 个 例子 来 自 质点 的 运动 学 . 

例 1 考察 非 匀速 直线 运动 的 瞬时 速度 . 

设 一 质点 做 非 匀速 运动 , 它 所 走 过 的 路 程 与 时 间 的 关系 为 s = s(1). 我 们 考虑 
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质点 在 时 刻 上 的 骨 时 速度 .为 此 ,考虑 从 时 间 t 到 t+ At 这 一 段 时 间 区 间 , 这 里 At 
可 以 是 正 值 ,也 可 以 是 负 值 .在 这 一 段 时 间 内 ,质点 走 过 的 路 程 为 

As = s(t +At)— s(t). 
当 |Atl 很 小 时 ,我 们 认为 运动 近似 地 是 匀速 的 ,因此 这 一 段 时 间 的 平均 速度 是 

As s(t+ADT SD 

Ai At 


如 果 这 时 我 们 把 At 固定 下 来 ,那么 上 述 平均 速度 只 能 是 在 时 刻 上 质点 速度 的 一 个 
近似 值 , 只 有 当 我 们 令 At 一 ~0 时 ,上 述 比值 的 极限 才 可 以 作为 质点 在 时 刻 ! 的 瞬时 
速度 的 合理 定义 .因此 ,如 果 极 限 


lim 仿 = lim 
存在 旦 有 限 , 则 称 这 个 数值 为 质点 在 时 刻 上 的 瞬时 速度 . 口 


例 2 考察 非 均 匀 棒 的 线 密度 . 

在 物理 上 ,形状 接近 于 直线 的 细 长 物体 称 为 
棒 . 棒 的 横断 面 很 小 且 在 任何 部 分 都 是 一 样 的 .在 4 wa 六 
棒 的 各 处 分 布 着 质量 . 设想 从 棒 的 左 端 4 开始 ,到 
x 点 处 质量 为 中 (xz), 我 们 来 计算 在 棒 的 各 点 上 的 
密度 ( 称 为 线 密 度 ) .考察 邻近 的 一 点 x + Ax ,在 两 点 x 与 x+ Ax 之 间 , 质 量 的 增 量 
是 Am=m(x+Ax) 一 m(x), 那 么 平均 线 密度 是 比值 


Am _ m(x+ AX)— m(x) 


Ax AX 
只 有 当 Ax 一 0 时 ,上 述 比 值 才 能 准确 地 表示 在 点 x 附近 物质 密度 的 情况 .因此 ,我 
们 定义 


图 3.1 


m(x+ Ax)— m(x) 
AX 


为 棒 在 点 x 处 的 线 密度 ,这 时 自然 要 假设 上 式 右边 的 极限 存在 且 有 限 . 0 

例 3 考察 曲线 的 切线 . 

在 中 学 里 ,我 们 只 会 作 圆 的 切线 , 那 完 全 是 用 几何 的 方法 作出 的 . 设 A 是 圆周 
上 的 一 点 ,那么 这 个 圆 在 4 点 的 切线 就 是 过 A 点 且 与 过 4 点 的 半径 垂直 的 直线 . 
在 中 学 物理 中 还 知道 ,质点 做 匀速 圆周 运动 时 ,在 各 点 处 的 速度 指向 过 该 点 的 切线 
的 方向 .对 其 他 各 种 曲线 ,我 们 并 未 定义 过 “切线 ”的 概念 .为 了 研究 曲线 的 运动 , 确 
实 需 要 对 一 般 的 曲线 的 切线 作出 定义 并 指明 如 何 计算 切线 .在 历史 上 ,切线 的 计算 
也 是 推动 微分 学 的 发 生 和 发 展 的 一 个 动力 ， 

当前 ,我们 只 讨论 一 类 比较 简单 的 曲线 , 即 显 式 曲 线 . 


el(x) = lm 
Ax—0 
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在 曲线 y= f(x) 上 ,任意 固定 一 点 Po = (xo, yo), 其 中 yo = f(xo); 再 取 曲 线 
上 与 Pu 邻近 的 一 点 P= (x, f(x)). 连接 两 点 Po 与 PP 作曲 线 的 一 条 “ 割 线 ” 
(图 3.2). 这 条 制 线 的 斜率 是 


图 3.2 


其 中 点 @ 是 过 点 Po 所作 的 平行 于 横 轴 的 直线 与 过 P 所 作 的 平行 于 纵 轴 的 直线 的 
交点 ,9 表示 这 条 制 线 与 模 轴 的 正 向 所 夹 成 的 角 . 将 点 的 坐标 代入 ,得 到 
f(x)— flxo) 

X 一 Xo 
当 点 已 沿 着 曲线 向 点 Po 移动 时 , 割 线 PoP 绕 着 Po 转动 , 角 9 也 随 着 变化 . 如果 当 
Xx 一 xo 时 ,tan 9 有 有 限 的 极限 


tan 0 = 


1 = jimf -fCxo) 
xi xX— Xo 
则 我 们 有 理由 把 经 过 点 Po .以 4 为 斜率 的 直线 称 作 曲线 在 点 Po 处 的 切线 .车 把 这 
条 切线 与 模 轴 正 向 的 夹 角 记 为 96, 自然 应 当 有 4 = tan 06. 这 时 曲线 在 Po 处 的 切 
线 方程 可 以 通过 “点 斜 式 ” 立 即 写 出 


上 二 yo = )， 即 y= yo+AC(xX— xo), 


xX— Xo 
这 里 (x,y) 是 在 切线 上 变动 的 点 . 0 
这 三 个 问题 来 自 三 个 完全 不 同 的 领域 ,但 是 ,在 解决 它们 的 时 候 ,都 涉及 计算 
一 类 有 着 共同 类 型 的 极限 .共同 之 处 在 于 :都 是 考虑 “函数 的 改变 量 与 相应 的 自 变 
量 的 改变 量 之 比 当 自 变量 的 改变 量 趋 于 0 时 的 极限 ”, 这 正 是 函数 在 一 点 的 “变化 
率 ”. 如果 有 好 几 个 实例 能 导致 同一 类 型 的 极限 ,数学 家 通常 采用 的 办 法 是 : 撤 开 这 
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些 实例 所 包含 的 具体 内 容 , 以 免 这 些 内 容 搅 乱 了 我 们 的 注意 力 ,而 只 将 其 中 的 数学 
本 质 抽象 出 来 作 更 进一步 的 研究 .在 本 书 以 后 的 部 分 ,大 家 还 将 不 断 看 到 这 种 处 理 
手法 . 
定义 3.1.1 设 函 数 f 在 点 xo 的 近 旁 有 定义 ,如 果 极 限 
. flxo + h)— flxo) 
i 
存在 且 有 限 , 则 称 这 个 极限 值 为 f 在 点 xo 的 导数 , 记 作 广 (xo) ,并 称 函 数 卫 在 点 xo 
可 导 . 
有 了 这 个 定义 之 后 ,再 回头 看 那 三 个 例子 .对 例 1 来 说 ,到 时 刻 上 所 走 过 的 路 
程 s(1) 的 导数 s'(1) 是 运动 着 的 质点 在 时 刻 t 的 瞬时 速度 .对 例 2 来 说 , 线 密度 
P(X) = m'(x), 这 里 m(x) 表 示 非 均匀 棒 从 4 到 x 这 一 段 的 质量 . 例 3 是 一 个 几 
何 问 题 ,曲线 y= f(x) 上 一 点 处 切线 的 斜率 ,正好 是 函数 f 的 导数 (x). 曲线 y= 
f(x) 在 (xo,f(xo)) 处 的 切线 的 方程 是 
y= fxo) + f (xo) Cx — xo). 
下 面 我 们 引入 单 边 导 数 的 概念 . 
定义 3.1.2 设 函 数 卫 在 点 xo 的 右边 Lxo,xo+r) 上 有 定义 .车 极限 
.flxo + h)— flxo) 
jm h 
存在 且 有 限 , 则 称 此 极限 为 了 在 点 xo 的 右 导 数 , 记 作 f(xo). 类 似 地 ,可 定义 在 
点 xo 的 左 导数 广 (xo) .显然 ,函数 了 在 点 xo 可 导 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ,在 点 xo 
的 左 . 右 导数 存在 且 相 等 ,这 里 广 (xo)= 广 (xo)= 户 (xo). 
关于 在 一 点 可 导 与 在 该 点 连续 的 关系 ,有 下 面 的 定理 : 
定理 3.1.1 车 函数 了 在 点 xo 可 导 , 则 了 必 在 xo 连续 . 
证 明 记 了 在 xo 的 导数 为 f(xo). 于 是 由 


lim Cf Cx) - f(x0)) = im/ = /x0) ,xo) 
xxX0 MX- XX 一 Xo 
= limf /0 .limcx — x0) 
Xxo XX Xo Xx0 
= f(xo) .0= 0， 


可 知 
lim f(x) = f(xo). 
Xrxo 


这 说 明 f 在 点 xo 连续 . 0 
但 是 ,函数 在 一 点 的 连续 性 却 无 法 保证 该 函数 在 这 一 点 可 导 . 下面 给 出 的 简单 
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例子 说 明 , 连 续 函数 可 以 在 一 点 乃至 无 穷 多 个 点 上 没有 导数 . 
例 4 设 作 x)=|x|. 证 明 : 函 数 f 在 x=0 处 不 可 导 . 
证 明 因为 


f%(0) = lim fh) — £0) = h 


1 lim 二 = 1， 

lim LA 10) _ lim =- 1， 
所 以 有 (0) 关 f (0), 从 而 fxz) 在 x=0 处 不 可 导 , 见 图 3.3. 这 个 图 对 我 们 有 明显 
的 启示 :在 坐标 原点 处 ,曲线 的 “ 右 割 线 ? 就 是 直线 y= x ,并 不 随 着 h 一 0' 而 变化 . 
而 “ 左 割 线 ? 是 直线 y= - x ,也 不 随 着 h 一 0 而 变化 . 因此 ,在 这 个 点 上 曲线 没有 
切线 . 0 

这 个 例子 的 有 趣 之 处 还 在 于 : 它 提供 了 
一 个 实例 ,说 明 一 条 连续 的 曲线 可 以 在 一 点 
处 没有 切线 .事实 上 ,我 们 可 以 造 出 一 条 连续 
曲线 , 它 在 可 数 个 点 处 没有 切线 .这 种 曲线 是 
很 容易 造 出 的 . 在 区 间 [ - 1,1] 上 考虑 函数 
|x| ,接着 将 它 以 周期 2 向 左 、 右 两 边 反 复 地 
拓展 ,得 出 一 个 定义 在 R 上 的 连续 函数 , 它 的 
图 像 是 图 3. 4. 很 明显 ,在 x 为 整数 的 地 方 ， 
曲线 没有 切线 .更 令 人 惊奇 的 是 ,把 可 数 个 这 种 锯齿 形 函 数 “ 秋 加 ”起 来 , 竟 可 以 制 
造 一 条 “处 处 都 没有 切线 的 连续 曲线 ”. 的 确 ,在 历史 上 曾 有 一 段 相当 长 的 时 间 , 人 
们 怎么 也 想象 不 出 一 条 连续 的 曲线 竟然 到 处 都 没有 切线 ! 但 是 ,由 于 知识 的 局 限 ， 
我 们 还 不 能 在 这 里 作出 这 个 反例 ,这 个 任务 留待 下 册 的 第 15 章 来 完成 . 


f° 00) = 


图 3.3 


图 3.4 


定义 3.1.3 如果 函数 了 在 开 区 间 (a,5b) 中 的 每 一 点 可 导 , 则 称 f 在 (a,b) 上 
可 导 ; 如 果 f 在 (a,b) 上 可 导 ,并 且 在 点 a 处 有 右 导 数 ,在 点 b 处 有 左 导数 , 则 称 f 
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在 闭 区 间 [a ,bj 上 可 导 . 


类 似 地 ,可 以 定义 了 在 La,b) 与 (a ,bj 上 可 导 . 
以 后 ,我 们 将 常常 研究 在 一 个 区 间 (a,b) 上 由 全 体 可 导 函 数 所 构成 的 集合 .由 


定理 3.1.1 可 知 , 它 是 区 间 (a,b) 上 全 体 连续 函数 组 成 的 集合 的 一 个 子 集 .有 理由 
希望 ,从 对 可 导 函 数 的 研究 可 以 得 出 许多 更 具体 、 更 生动 的 结论 . 


练 习题 3.1 


. 设 函 数 f 在 x=0 可 导 且 f(0) =0. 求 极限 
lim £2. 
Xx"0 x 
. 设 f 在 x=0 可 导 ,as>0- ,b,>0' (n>%). 证 明 : 
lim Pe 2 
. 设 了 是 偶 函 数 旦 在 x=0 可 导 . 证 明 :f(0)=0. 
. 设 函 数 f 在 xo 可 导 . 证 明 : 

fCxo+h)— foxo-h 

站/ 于 
举例 说 明 ,即使 上 式 左边 的 极限 存在 且 有 限 ,/ 在 x。 也 未 必 可 导 . 
. 在 抛物 线 y=x’ 上 : 
(1) 哪 一 点 的 切线 平行 于 直线 y = 4x 5? 
(2) 哪 一 点 的 切线 垂直 于 直线 2x -6y +5=0? 
(3) 哪 一 点 的 切线 与 直线 3x - y+1=0 交 成 45" 的 角 ? 
. 证 明 : 抛 物 线 y= x* 上 的 两 点 (x1,x?) 和 (x;, 台 ) 处 的 切线 互相 垂直 的 充分 必要 条 件 是 ， 
xl 和 xs 满足 关系 4xixz+1=0. 
. 设 函 数 f 在 x=a 可 导 , 且 Fe) 天 0. 求 数列 极限 

。 (at+ 1l/n)\”" 

iim({ Fy ) : 
. 设 沙 数 9 在 点 a 处 连续 ,又 在 a 的 近 旁 有 f(x)= (x-a)gp(x) 和 g(x)=|x~-algp(x). 
证 明 ;f 在 点 a 处 可 导 , 并 求 出 了 (a). 又 间 : 在 什么 条 件 下 8g 在 点 4 处 可 导 ? 


= f 00). 


) 二 f (xo). 


9. 设 f(x)=x(x 一 1)*C(x-2)3. 求 (0), 了 (1) 和 ff (2). 
10. 设 


0， X = 0， 
flx) = 1 


x’*sin XX 0. 
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求证 : 当 4 之 1 时 广 (0) 存 在 :而 当 ) 委 1 时 ,上 在 x=0 处 不 可 导 . 
问题 3.1 


1. 证 明 :Riemann 函数 R(X) 处 处 不 可 导 . 
2. 试 构造 一 个 函数 f, 它 在 (一 ,+ %) 上 处 处 不 可 导 , 但 


limn (f(x + 元 )- oz) 
处 处 存在 . 


3.2 导数 的 计算 


我 们 首先 从 导数 的 定义 3.1.1 出 发 ,来 计算 一 些 最 简单 的 函数 的 导数 . 

例 1 设 太 =ec 为 常 值 函数 .求证 : 广 =0. 

证 明 由 于 

f(x+h)-f(x)=c-c=0 

对 一 切实 数 x 与 六 成立 ,由 定义 3.1.1, 可 知 了 (x)=0 对 一 切 XER 成 立 , 即 
f=0. 0 

例 2 计算 f(x)=x"(nEN* ) 的 导数 . 

解 ” 任 意 取 定 xo。 ER. 由 因 式 分 解 , 知 

fx)— f(xo)= x”"— x8 
= (X 一 Xo)(CX 1 + xX" Xo+ + Xx? + XI!). 


由 此 得 到 
fx) — fxo) _ i yn-l-i 
rx EF . 
两 边 取 极限 (x 一 xo) ,得 到 
n-l 
f (xo) = lim /fe fx0) - lim Dy xéx™!! 
一 Xo xxX0 7=0 
-1 
= SY xg = nxe!. 


i=0 
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这 说 明 , 对 任何 xER, 有 (x"*) = nx"!. 品 
例 3 求 函 数 F(x) =x“(x>>0,aER) 的 导数 ， 
解 ” 按 定义 ,得 
(x0) = lim +h x lim* +h/x)" 1] 
he0 h he0 h 
1 (ll+h/x)*—-1_ a 
= x ‘lim = ax"'!, 
这 里 已 经 利用 了 2.8 节 中 的 例 1(3) 的 结果 . 
从 这 个 例子 ,可 知 
,_ 1 1 1 
(Vx) = FE >0, (=) = (x0). 


例 4 求 正 弦 函 数 的 导数 . 
解 设 f(x)=sinx, 于 是 


fix+h)— f(x) = sin(x+h)— sinx= 2cos (x 十 多 )sin 和， 
由 此 得 


f' (x)= lim 


h—-0 


Fx+h) -fn = lim cos(x 十 
h h-=0 


.hh 
四 h Sin 
= lim cos( < 十 3): lim 


h—0 


hn = Cosx. 
2 
这 表明 (sin x) = cos x 对 一 切 xER 成 立 . 0 

例 5 求证 : (cos x) = 一 sinx 对 xER 成 立 . 

建议 读者 仿 例 4 来 证 明 . 0 

例 6 设 a>0. 求 f(x)=a* 的 导数 . 

解 ” 按 定义 ,得 

(= 曙 全 = 

这 里 已 经 利用 了 2.8 节 中 的 例 1(2) 的 结果 . 

如 果 取 a =e, 那 么 


= &xln a， 


(€*)’ = er . 
这 就 是 说 ,指数 函数 e* 在 求 导 运算 之 下 仍 为 自己 . 据 此 ,我 们 说 e* 是 求 导 运算 的 
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一 个 “不 动 点 ”. 从 这 个 意义 上 来 说 ,ex 是 最 简单 的 指数 函数 . 

以 上 几 个 例子 都 是 从 导数 的 定义 出 发 来 求 导 的 . 如 果 每 一 次 求 导 都 从 定义 开 
始 , 不 但 十 分 麻烦 ,而 且 有 时 甚至 相当 困难 .我 们 希望 发 现 一 些 求 导 所 遵守 的 法 则 ， 
利用 它们 可 以 从 已 知 的 导数 顺利 地 求 出 其 他 一 大 批 函数 的 导数 . 

定理 3.2.1( 求 导 的 四 则 运算 ) 设 函 数 广 和 8 在 点 x 处 可 导 , 则 f 土 g,fg 也 在 
点 x 处 可 导 ; 如 果 8(x) 天 0, 那 么 函数 f/g 也 在 点 x 处 可 导 . 精 确 地 说 ,我 们 有 以 下 
公式 : 

(1) (f+tg) (x)=f (x)+g (x); 

(2) (fe) (x)=f (x)g (x)+f (x)g (x); 

(3) (£) 00=L 8 fg) 

8 8 (xX) 
证 明 (1) 由 于 
(f+ BIC(x+h)— (f+8)x) _ f(x+h)- f(x) , g(x+h)- g(x) 
h h h 


以 及 f 与 8 均 在 点 x 处 可 导 , 令 h 一 0, 便 得 出 (1) 中 的 公式 . 


(2) 因为 
felx+ -fs(x) _ f(x+ 二 一 2 + h) + f(x) gCX+ 二 一 8Cx) 


故 由 f 与 8 在 点 x 处 可 导 的 条 件 以 及 所 蕴涵 的 f 和 8 在 点 x 连续 的 事实 ,在 上 式 两 
边 令 h 一 0, 便 得 出 (2) 中 的 公式 . 
(3) 利用 等 式 
1 (fx +h) 1 ) 
h\'g(x+h) g(x) 
1 fx + h) — fx) 
”gx re h gx) 
以 及 f 在 点 x 处 可 导 ,g 在 点 x 处 连续 ,可 导 , 在 上 式 的 两 边 令 h 一 0, 便 得 (3) 中 的 
公式 . 0 
如 果 c 为 常数 且 f 在 点 x 处 可 导 , 利 用 定理 3.2.1(2) 及 例 1, 有 
(cf) Cx) = (Ce) fx) + ef (x) = 0+ cf (x), 


g(xX+h)— g(x) 
1 SE )， 


即 
(cf)’' (x) = cfCx). 
这 表明 ,任何 常数 因子 都 可 以 提 到 求 导 符号 的 外 边 来 . 
例 7 计算 正切 函数 和 余 切 函数 的 导数 . 
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解 ” 利 用 定理 3.2.1(3), 有 


, _ /sinx\,_ (sin x) cosx — sinx(cosx) 
(tan Xx) = (|) = 一 一 一 
Cos X COS2X 


_ COS2X + Sin*x 


COS2 区 
即 
(tan xz) = 一 二 一. 
COS2X 
类 似 地 ,可 证 
(cot x) =— 1 . 0 
sin2 x 


对 复合 函数 的 求 导 ,有 以 下 的 “ 链 式 法 则 ”: 
定理 3.2.2( 链 式 法 则 ) 设 函 数 9 在 点 to 处 可 导 , 函 数 了 三 在 点 xo =9(io) 处 
可 导 , 那 么 复合 项 数 fe9 在 点 to 处 可 导 , 并 且 
(fo 9) (10) = fo p10 9 (10). 


证 明 定义 
fCx) - Foxo) 
g(x) -| x 
f' (xo), X = Xo. 
那么 


lim gx) = lim 太 2 一刀 xo) 
XxXg Xxo 一 Xo 
这 说 明 g 在 xo 处 连续 .于 是 有 
f 91)) 一 PCto)) = gp(D)) 2CD 一 ?PCto)， 01) 
! 一 1o 1 一 1o 
这 是 因为 当 9(1)= p(to) 时 ,上 式 两 边 都 是 0; 当 9p(1) 关 (1o) 时 ,上 式 为 
FPCD) 一 pi)) Ap) 一 pi)) op - pt) 
1 一 1 9(1) ~ PCb) t—ito 
当然 也 成 立 .现在 式 (1) 的 两 边 令 1! 一 1%, 由 于 
lim g(9(1)) = g(9(10)) = 8(xo) = f' (xo), 


二 f' (xo) 二 g(xXxo). 


» 


所 以 
(fo Pp) (10) = f x) Pt0) = ff (p10)) p(t0). 0 
链 式 法 则 是 一 个 很 有 用 的 公式 ,利用 它 可 以 容易 地 计算 出 许 许多 多 比较 复杂 
的 函数 的 导数 ， 
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例 8 设 y=cos(xz+5x+2). 求 了 
解 引入 中 间 变 量 w = p(x)=x*+5x+2, 就 有 y=f(u)=cosw, 于 是 
y= 六 PCx). 由 链 式 法 则 ,得 到 
内 = 大 .pePpCx) =-(2x+5)sin(xz+5x 二 2). 0 
可 以 把 上 述 链 式 法 则 推广 到 由 三 个 或 更 多 的 环节 组 成 的 复合 函数 .例如 ,如 果 
y= fu), wu= pv), v= yx), 
即 
y= f° 9° Vx), 
则 y 关于 自 变量 x 的 导数 是 
= (fopo p(x) = 9 VY CX), 
即 
(foepop Cx) = po pr)P op OW x). 
在 具体 操作 的 时 候 , 只 需 像 “ 剥 洋 新 ”那样 ,一 层 一 层 地 把 “ 皮 ” 剥 下 ,无 须 再 设 
置 一 些 中 间 变 量 , 只 要 做 到 “胸中 有 数 ”, 便 能 实现 求 导 . 请 看 以 下 例子 . 


例 9 设 y=sin ln 1 一 盖 ; (x>>0). 求 y.. 
解 ” 将 链 式 法 则 记 在 心中 .我 们 有 

x 7 
(mn 和 去 ) 


一 = cosinj 十 x2 zf Fr) (1 让) 


/ 
y = cos jn 


_ /1l+x? 1—x x 

= ( x 让 二 和 "cos Ino a 

_ ll-x’ 

~ x(l os ln Xz 0 
例 10 求 y=iIn(x+ Va?:+x?) 的 导数 . 


解 易 知 


1 十 工 (xz 十 a2) -22x ) 


1 
了 = (+ 
1 (+ i) 1 . 
rr iri) Ri 
定理 3.2.3( 反 函数 的 求 导 ) 设 y= 了 (x) 在 包含 xo 的 区 间 7 上 连续 且 严 格 
单调 .如 果 它 在 xe 处 可 导 , 且 广 (xo) 天 0, 那 么 它 的 反 函 数 x= 广 !(y) 在 yo = 
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f(xo) 处 可 导 , 并 且 
1\7 _ 1 
(f !) ( yo) 二 Fr) 
证 明 由 于 
ff x-xo (£2 -co 
一 yo flx) — flxo) X— Xo ， 


由 定理 2.7.3, 知 广 :在 yo 处 也 连续 ,从 而 > 蕴涵 x 一 xo, 在 上 式 的 两 边 令 
yyo, 立 即 得 出 
Cf-1) (yo) = (PCxo))-1， 0 

在 3.1 节 的 例 3 中, 我们 把 计算 曲线 的 切线 问题 作为 引入 导数 概念 的 推动 力 
之 一 .但 是 ,把 这 个 例子 看 成 “导数 的 几何 解释 ”, 也 有 着 同样 的 重要 性 .也 就 是 说 ， 
函数 了 在 点 x。o 处 的 导数 (xo)，, 可 以 看 成 平面 曲线 y= f(x) 在 点 (xo ,f(xo)) 处 的 
切线 的 斜率 .从 几何 的 角度 来 理解 导数 的 意义 ,对 我 们 研究 问题 大 有 好 处 .几何 图 
形 上 的 启示 往往 起 着 重要 的 作用 . 

例如 ,定理 3.2.3 是 不 难 从 图 形 上 “ 读 ” 出 来 的 .我 们 说 过 ,在 同一 个 直角 坐标 
系 中 ,函数 y= f(x) 的 图 像 与 函数 x= f '(y) 的 图 像 是 同一 条 曲线 (图 3.5). 设 这 
条 曲线 在 点 (xo, yo) 处 有 确定 的 切线 , 且 这 条 切线 同 x 轴 的 正 向 和 y 轴 的 正 向 所 夹 
的 角 分 别 为 a 和 8B. 容易 看 出 a + B=x/2, 由 此 得 到 


tana = 1 
“7 tanB’ 
即 f(xo)= 1/(f 1) ‘(yo). 这 正 是 定理 3.2.3 的 结论 . 


图 3.5 


例 11 求 函数 y= logs。x (a 二 0) 的 导数 . 
解 y= logsx 的 反 函 数 是 x= a} .根据 定理 3.2.3 和 例 6, 有 
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1 1 __l 1 
(a’)’ a’lna xlna’ 
特别 地 , 当 a =e 时 ,由 人 11, 得 
(ln xz) = 二 (x > 0). 


这 时 公式 得 到 了 显著 的 简化 ,从 而 说 明了 为 什么 在 高 等 数学 中 ,人 们 常常 乐于 用 e 
作 底 来 取 对 数 .我 们 已 经 说 过 ,用 e 作 底 的 对 数 叫 作 自 然 对 数 . 

例 12 计算 下 列 反 三 角 函 数 的 导数 : 

(1) f(x)=arcsin x; (2) f(x)=arctan x. 

解 (1) 令 y=arcsinx, 那 么 x=sin y. 将 函数 sin y 对 y 求 导 , 得 到 cos y. 由 
定理 3.2.3, 有 


(loga x) = 


f(x) = 二 = 一 二 一 

Cosy V1- siny 
这 里 的 根 式 必须 取 正 号 ,因为 当 |y| 过 x/2 时 ,cos y>0. 这 就 是 说 
1 


(arcsin XxX) = I (| x |<=1). 
利用 同样 的 方法 ,可 以 算出 
/ 1 
(arc ) = 一 ( 过 1). 
COSX 于 | x | 


(2) 令 y=arctan x, 于 是 x=tany. 将 函数 tan y 对 y 求 导 , 得 到 1/cos:y. 由 
定理 3.2.3, 有 


f(x) = coszy = 


1 +tanzy” 
即 
(arctan X)”= 1 . 
1+x? 
利用 同样 的 方法 ,可 以 算出 
(arccot X) =- To 品 


例 13 ”对 寡 指 函数 求 导 ， 
特 指 函数 是 指 形 如 f(x) = 2&Cxz)"22 的 国 数 ,在 它 的 定义 域 上 上 wx)>0. 将 上 
改写 为 
flx) = enFa 一 era ， 


然后 将 上 式 的 两 边 对 x 求 导 , 有 
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7 — avinurf. nu D7 
f(x)=e""*(vInu) = (vIn u + Bu’), 


即 
f 00) = f O00 (vO ur) + EC)). 0 
例 14 设 f 是 一 个 恒 取 正 值 的 可 导 函 数 , 那 么 由 公式 
1+ f(x) 
(ln f(x)) = For 
可 以 推出 
fx) = fOr) dn fCx))’. 0 


这 个 公式 对 计算 由 许多 个 函数 的 乘积 组 成 的 函数 f 的 导数 通常 是 十 分 方便 
的 .例如 , 设 
fx) = wx) ux) un (X), 
这 时 得 出 
Cake = Uda (nu) = uu I 
即 
(UUa Ua) = Ma 十 EM2 t+ UiU2ar 1 
这 是 定理 3.2.1(2) 中 公式 的 推广 . 

到 此 为 止 , 我 们 已 经 学 会 了 如 何 对 最 简单 的 初等 函数 求 导 .不 仅 如 此 ,我 们 还 
学 会 了 求 导 运算 的 许多 法 则 ,包括 求 导 的 四 则 运算 、 链 式 法 则 、 反 函数 的 求 导 法则 . 
有 了 这 些 , 我 们 已 经 有 了 本 领 来 求 任何 初等 函数 的 导数 .这 种 本 领 如 此 之 大 ,以 至 
于 你 企图 找 出 一 个 你 不 会 求 导 的 函数 都 非常 不 容易 .这 表明 ,我 们 用 以 求 导 的 工具 
已 经 相当 完备 .每 一 位 数学 家 、 科 学 家 和 工程 师 都 应 该 学 会 求 导 的 技巧 ,并 必须 做 
到 既 快 又 不 出 错 . 为 了 达到 这 种 熟练 程度 ,读者 必须 做 大 量 的 习题 ,就 如 同 过 去 的 
营业 员 .会计师 去 练习 打算 盘 那 样 . 

现在 ,我 们 把 已 经 学 习 过 的 求 导 公 式 总 结 如 下 : 


c“ =0(c 为 常数 )， (x*) = yx” !, (er) =e’, 
(a*)’=a’*Ina, (log xz)"= 一 上 _， (nx)= 工 ， 
xlna x 

(sin x) = cosx， (cos XxX) = — sin x， (tan x)' = 一 上 -， 

COS2X 
(cotx)’ =—-— db, (arcsinx)’=— i ， (arccosz = -一 

sin2 x Vi— x ix? 
-1 7 1 

(arctan x) = (arccot x) = -T+ 
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最 后 举 一 个 导数 应 用 的 例子 . 

例 15 有 一 底 半 径 为 R_ cm 的 正 圆锥 容器 , 顶 
点 有 一 小 孔 ,以 便 向 容器 内 注水 . 现 以 A cm/s 的 
速度 向 容器 内 注水 , 试 求 容器 内 水 位 等 于 锥 高 的 一 
半 时 ,水 面 上 升 的 速度 . 

解 从 图 3.6 容易 看 出 ,水 面 高 度 x 是 时 间 
的 函数 , 设 为 x=x(1), 故 水 面 上 升 的 速度 便 是 
x (1). 设 锥 高 为 h ,我们 先 算出 水 面 高 度 为 x 时 ， 
圆锥 内 水 的 体积 Y. 从 图 中 可 以 看 出 ,r = 和 <R， 


因而 


(0 


2 
= (ja ~ Ch ~ x)3). 


因此 ,水 量 增加 的 速度 
nxR:’ 


’ 一 AN /_ _ 27 了 
Y 《CDD 二 385 3Ch — x)(— x (1))) 


= RCh — x)2x' (1). 
根据 题 中 假设 V'(1)= 4, 得 


x (1) = Ah 
rR:Ch — x)’ 

这 就 是 水 面 上 升 的 速度 .从 表达 式 中 可 以 看 出 , 当 x 越 大 时 ,x (1) 越 大 , 即 水 面 上 
升 的 速度 越 快 , 这 与 直观 是 一 致 的 .特别 地 , 当 x= h/2 时 ,水 面 上 升 的 速度 为 


44/(rR2) ,这 就 是 本 题 的 答案 . 0 
练习 题 3.2 


1. 求 y =y'(x), 其 中 a,b 均 为 常数 ; 


(1) y= x —2x+6; (2) y=Vx- i; 

(3) y= acos x + bsin xi (4) y= x + xsin xi 

(5) y=31n x +ae™; (6) y= logs x + ba*(a>0); 
(7) y= xsin x?; (8) y= atan bx + barctan ax; 
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(9) = VXcos xi (10) y= (x3+1)(ax+b); 
(11) y= eth c,d 为 常数 )， (12) y= axin x (a>0); 
(13) y= xln x; (14) y= a’*tan x (a>0); 
(15) y= arcsin x 十 X2arctan x; (16) y= 半 ， 

Cosx~—sinx _ Sin X X 
(1 y= Cos xtsinx’ (18) y= Xi 
(19) y= xln xsin x; (20) y= sim x; 
(21) y =e*cos bx; (22) y= x* (x>0); 
(23) y= Vl- x’; (24) y=arctan (1 + x*); 
(25) y=V x+ Vx+tVx; (26) y= 1n (cos x + sin x); 
(27) y= x(cos ln x — sin ln x); (28) y= a™m*(a>0); 
(29) y= 2csinx, (30) y= cosh x. 

” VI 》 


- 利用 1+x+…+x" 的 求 和 公式 , 求 出 下 列 各 式 的 和 


(1) 1+2x+3x:+. + nx" !; 
"kk 

(2) >， mat 
k=1 

(3) 2 +22x+3x + + nix"!. 


. 证 明 组 合 恒等式 ; 


(1) Dx(7)-= n2"i(n € N'); 


2 Dp )= ncn + D2rn EN'). 
k=1 k 


4. 若是 一 个 可 导 的 周期 函数 , 试 证 : 广 也 是 周期 函数 . 
5. 证 明 : 


(1) 若 了 是 可 导 的 奇 函 数 , 则 矿 是 偶 函 数 ; 
(2) 若是 可 导 的 偶 函 数 , 则 矿 是 奇 函 数 . 
对 以 上 命题 作出 几何 解释 . 
. 设 /是 一 个 三 次 多 项 式 , 且 f(a)= f(b)=0. 证 明 : 函 数 f 在 Ca,bj 上 不 变 号 的 充分 必要 
条 件 是 f(a)f'(b) 志 0. 
. 设 函 数 了 在 [a ,bj 上 连续 ,f(a)= /f(b)=0, 且 
fw b)>0. 
证 明 :f 在 (a,b) 内 至 少 有 一 个 零点 . 
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8. 证 明 : 双 曲线 xy = ae>0 在 各 点 处 的 切线 与 两 坐标 轴 所 围 成 的 三 角形 的 面积 为 常数 . 
9. 证 明 抛物 线 的 光学 性 质 : 若 光源 置 于 抛物 线 的 焦点 上 , 则 其 经 过 抛物 镜面 的 反射 之 后 ,成 


为 一 东平 行 于 抛物 线 的 对 称 轴 的 光线 . 


10. 水 自 高 为 18 cm 、 底 半径 为 6 cm 的 圆锥 形 漏斗 流 人 直径 为 10 cm 的 圆柱 形 桶 内 .已 知 漏 


[ny 


斗 水 深 12 cm 时 ,水 面 下 降 的 速度 为 1 cm/s, 求 此 时 桶 中 水 面 上 升 的 速度 . 


问题 3.2 


. 设 f/(0)=0,f 了 (0) 存在 且 有 限 , 令 


x = f( 去 )+ /( 志 )+ +f( 蕊 ) (n€EN')， 


n 


试 求 im x, ,并 利用 以 上 结果 ,计算 


Ni .TT i 
GD lim osin jz: (2) lim](1+ 冯 )- 


. 把 L0,1] 上 满足 条 件 1P1 委 1 的 二 次 多 项 式 p 的 全 体 记 作 Y. 证 明 : 


sup{| P (0) |:pE V}=8. 


. 设 函 数 f 在 x=0 处 连续 .如 果 


im L222 -f(x) _ m 
50 x 


求证 : 广 (0) = m. 


. 求证 :在 R 上 不 存在 可 导 函 数 ,满足 


f°f x)=-x +x+l. 


. 求证 :在 R 上 不 存在 可 导 晃 数 /, 满 足 


f° f(x)= x*—-3x+3. 


3.3 高 阶 导 数 


设 函 数 三 在 区 间 了 上 可 导 , 那 么 六 (xc)CxzE 站 在 /上 定义 了 一 个 函数 疡 , 称 之 


为 了 的 导 函 数 . 这 时 ,我们 自然 要 进一步 研究 了 是 不 是 可 导 . 如果 在 1 上 可 导 , 那 


么 三 的 导 函 数 ( 广 > 


记 为 三 一 一 称 为 了 的 二 阶 导 函 数 .二 阶 导 函 数 f° 的 导 函 数 


(如 果 存 在 的 话 ) 记 为 1”, 称 为 f 的 三 阶 导 函 数 . 由 归纳 可 知 ,对 任何 正 整数 n € 
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N* ,可 以 定义 了 的 m 阶 导 函数 产 ”. 

对 非 匀速 直线 运动 , 若 用 s(1) 表 示 质 点 的 位 移 和 时 间 的 关系 ,那么 一 阶 导数 
s (1) 是 速度 函数 ,而 二 阶 导 数 s”(1) 是 质点 的 加 速度 函数 .为 了 说 法 上 的 一 致 起 
见 , 函 数 的 导数 也 称 为 f 的 一 阶 导数 .对 平面 曲线 y= f(x) 来 说 ,一 阶 导 数 广 (x) 
表示 曲线 上 各 点 切线 的 斜率 .至 于 二 阶 导数 f(x) 的 许多 重要 的 几何 应 用 ,我 们 将 
在 以 后 细 细 道 来 . 

例 1 考虑 函数 y=e*(4 为 常数 ) .我 们 有 

y =Ae*, y= Ae”, y= 13ev， 


利用 归纳 法 ,可 证 :对 一 切 nEN" ,有 公式 


y'™ = A"e*. 0 
例 2 对 EN' ,证 明 : 
sinox = sin(x + 字 ). 
证 明 因为 
(sin x)’ = cosx = sin(x+ 亚 )， 
所 以 
(sin x)”= (sin(x+ 译 )) 
= sin(x+ 于 + 至 )(x+ 至 ) 
= sin(x + 冬 ). 
由 归纳 可 知 


。 nn 
sin‘ x = sin(x + 至 ). 


同 理 可 证 ,对 一 切 nEN’ ,有 


COS'T XxX = cos(x + 丢 ). 0 
例 3 定义 函数 
foo = Sin 一 ，X 天 0 
0， Xx=0 
求 广 - 
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1 


解 欲求 1”, 须 先 求 六 当 x 天 0 时 , 广 (x) = (xssin 莹 ) 可 用 公式 计算 ,但 


广 (0) 只 能 由 导数 的 定义 来 计算 , 即 


ns Ci 一 OO) 31 
f=Im = lim h sin 7 = 0. 
因此 
， 4x3sin 4 - xzcos 工 ， xX 关 0， 
f (XxX) = x x 
0， X 三 0. 
按照 导数 的 定义 ,有 
wm、 Fn) -CO) 2 1 ly 
10= 血 一 = lim (4h sin -hcos 广 )=0， 
从 而 
Pa 上 一 6xcos 过 — sin 过， X 关 0， 
Xx 一 
0， X = 0. 


请 注意 ,对 任何 nEN* ,j2(x) 对 xx 天 0 都 是 存在 的 ,但 是 1”(0) 已 不 存在 . 0 

对 n 阶 导 数 , 显 然 有 下 列 公 式 : 

(f+ g)'™ 二 f'® 十 8 ， Cef)'™ 二 cf ， 
这 里 c 是 任意 的 常数 .下 面 我 们 来 计算 两 个 函数 乘积 的 n 阶 导 数 (fg)'” .首先 ， 
(fe) = f'g+ fe'， 
接着 进行 下 列 计算 : 
(feY = (fe) + (fg) =f'gtfe +fg +fe. 
也 就 是 说 ,我 们 有 
(fe) = f'g+2f'g + fg. 
耐心 地 再 做 一 次 ,得 到 
(fe)” = gt+318 +318 + fe”. 

这 里 所 呈现 的 规律 看 上 去 多 么 像 Newton (牛顿,1642~1727) 二 项 式 展开 ! 事实 
上 ,我 们 有 ， 

定理 3.3.1(Leibniz( 莱 布 尼 茨 ,1646~1716)) 设 函 数 与 g 在 区 间 7 上 都 
有 nn 阶 导数 ,那么 乘积 fg 在 区 间 了 7 上 也 有 站 阶 导数 ,并 且 


(ny) 一 n (Cn-k} ylk) 
(fg) > (i) 8 ， 
这 里 f%”=f,g'” =8g, 其 中 组 合 系数 
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n 1 
(7)= RCR (k = 0,1,2,.",n). 
证 明 我们 把 欲 证 的 等 式 的 右边 改写 为 下 面 代数 上 对 称 的 形式 : 
itj=n Bi" 8 ， 


这 里 的 和 式 是 对 所 有 满足 i+ j= n 的 有 序 非 负 整数 对 (i, 门 来 求 ,所 以 共有 n+ 1 
个 加 项 .这 种 “对 称 化 ”的 处 理 , 将 对 计算 带 来 方便 . 
我 们 对 n 来 进行 归纳 . 当 n= 1 时 ,命题 显然 成 立 .现在 假设 m 之 1, 有 


(fe)'™ 一 之, 各 Ts 8 . 
在 上 式 的 两 边 再 求 一 次 导数 ,得 到 
(大 ”= , ) Ei" g'") 
一 有 i 8 中 + fo gn) 
一 fg (让 + Pf"g GD 


在 最 后 的 那个 和 式 中 , 令 k=j+1, 于 是 j=k -1， 且 i+k=i+j+l=m+l 因 
此 ,这 个 和 式 变 为 


DO FT 8 8 ， 
再 把 “ 哑 指 标 ”k 换 为 j, 得 到 


(i) gi. 
2, Hi Ts 
对 称 地 ,有 
(Ci+l) 8 一 ml! (iD (及 
Ds 7 8" 
从 而 有 


mtl) 1 1 Dy 
(fg)'™*n = >» m! (rp! mo)"e" 


it+j=m+l 

二 >， m! (十 万 frig (及 
itj=m+l ilj! 

= (m m+ Dl 0 . 
nfm lj! 


这 就 完成 了 归纳 证 明 . 0 
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例 4 设 y=xzcosx. 求 yo) . 
解 ”利用 Leibniz 定理 ,有 
y= (x?cos x) 


50 ， /50 ， 
= (coOs xX) X2 十 ( ] ) eos XxX) Cx) 十 (» (eos XxX) (Cx), 


等 式 只 需 写 到 这 些 项 ,因为 x? 的 三 阶 及 三 阶 以 上 的 导数 恒 等 于 零 .由 于 


(cos xX) = cos (X 十 24r) = cos X， 


(cos xX) = — sinx, 
(COS X )650) = ~ cosx, 
所 以 
yy = (2 450 — x*)cos x — 100xsin x. 0 


所 谓 “ 研 究 函数 ”, 就 是 研究 函数 的 变化 .我 们 已 经 知道 ,函数 的 导数 就 是 函数 
的 变化 率 .由 此 自然 想到 ,函数 的 导数 既然 能 深刻 地 表示 函数 变化 的 规律 ,自然 也 
就 成 为 研究 函数 的 重要 工具 .在 下 一 节 中 ,我 们 将 叙述 并 证 明 微 分 学 中 几 个 非常 重 
要 的 定理 ,以 后 将 利用 它们 作为 研究 函数 的 基本 工具 . 


练习 题 3.3 
1. 求 以 下 y 关 于 x 的 二 阶 导数 交 ; 
(1) y=e- (2) y= x*a*(a>0); 
1 
(3) y= Va’— x’; (4) y= ; 
y 》 w+ 
(5) y= tan xi (6) y= (1+x*)arctan x; 
(7) y= 1n sin xs (8) = Acsinx 
了》 》 A 
(9) y= Xacos x; (10) y= xln x. 
2. (1) 设 f(x) =e*1, 求 100)， 
(2) 设 f(x)=arctan x, 求 (1); 
(3) 设 f(x) =sin2x, 求 f(x/2). 
3. 求 下 列 高 阶 导 数 ， 
=_l+x (10) 。 = xX? (8) 
(1) yy: /I= 多 (2) y 1—x’Y » 


4. 求 (e*cos x)'" 和 (e*sin x)'. 
5, 设 函 数 f 在 ( - se ,Xo) 上 有 二 阶 导数 , 令 
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flx), XXo, 
a(x— xo): + bl(x— Xxo)+c, XxX> xo. 


问 a ,b,c 为 何 值 时 ,函数 8 在 R 上 有 二 阶 导 函 数 ? 


g(xX) = 


问题 3.3 


. 设 m,nEN' .证 明 : 
(Pk = | 


0， mn-1, 


(~-1)"n!, m= n. 


. 设 u,v,w 都 是 1 的 可 导 函 数 , 试 作出 (uvw)'" 的 Leibniz 公式 ,这 里 n EN'. 


. 设 f.(x)=x”'e'“*. 求 证 : 


fe" (x) = Co. 
. 设 f(x) =arctan x. 求 证 : 
P,_1(x) 
ny 二 n-l 
人 (= (T+ ee)® 


其 中 P,_1 为 最 高 次 项 系数 是 (一 1)”!'n! 的 n 一 1 次 多 项 式 . 
. 设 f(x)=arctan x. 求 证 : 当 nEN' 时 ， 


n — 四 n 了 T 
fx) = (1 一 1)1cos ysinn (y+ 至 ), 
其 中 y= f(x). 


. 设 f,(x)=x"In x (n€EN'). 求 极限 


Cn) 
lim f" Vm) Um) 
nl! 


. 设 多 项 式 p 只 有 实 零 点 .求证 :(p (x))? 宇 p(x)p” (x) 对 一 切 xER 成 立 . 
. 设 f(x)=(1+Vx)”?(nEN'). 求 f(). 


3.4 微分 学 的 中 值 定理 


函数 的 导数 


在 这 一 节 中 ,我 们 研究 定义 在 有 限 闭 区 间 La,b] 上 的 函数 f, 并 且 设 f 在 


[a,b] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,b) 上 可 导 .以 下 所 有 的 讨论 都 是 在 这 些 条 件 之 下 进 
行 的 . 


* 143 。 


数学 分 析 教 程 


定义 3.4.1 设 函 数 f:(a,b) 一 R. 如果 对 点 xzoE(a,p), 存 在 93>0, 使 得 
A=(xo-6,xo+6)Cla,b), 并 且 当 xEA 时 ,f(xo) 宇 f(x), 即 f(xo) 是 f 在 A 
上 的 最 大 值 ,那么 称 f(xo) 是 f 在 (a,b) 上 的 一 个 极 大 和 值 , xo 称 为 f 的 一 个 极 大 
值 点 . 

类 似 地 ,可 以 定义 了 在 (a,b) 上 的 极 小 值 和 极 小 值 点 . 

极 小 值 和 极 大 值 统 称 为 极 值 , 而 极 小 值 点 和 极 大 值 点 统称 为 极 值 点 . 

应 当 特 别 强调 的 是 , 极 值 点 只 能 在 区 间 [a, 5 的 内 点 上 才 可 定义 ; 极 值 是 一 个 
局 部 的 概念 , 它 只 在 极 值 点 的 一 个 充分 小 的 近 旁 才 有 最 大 值 或 最 小 值 的 特征 .在 图 
3.7 中 ,xi,xzyxsyx4 都 是 极 值 点 . 确切 地 说 ,xi 与 x 是 极 小 值 点 , xz 与 xs 是 极 
大 值 点 . 


图 3.7 


从 图 3.7 可 见 , 极 小 值 f(xi) 比 极 大 值 f(x4) 还 大 .由 此 可 知 ,f 在 区 间 La,bj] 
上 的 最 大 值 与 最 小 值 , 同 了 在 这 区 间 内 的 极 值 是 不 同 的 概念 . 当然 ,如 果 在 La ,bj 
的 内 点 xe 上 ,函数 了 取得 它 在 La ,bj] 上 的 最 大 (或 最 小 ) 值 ,那么 Fxo) 自 然 是 一 个 
极 大 (或 极 小 ) 值 . 

当 函 数 f 在 (a,b) 上 可 导 时 ,下 述 的 Fermat( 费 马 ,1601 一 1665) 定 理 给 出 了 
极 值 点 的 必要 条 件 . 

定理 3.4.1(Fermat) ”车 函数 f 在 其 极 值 点 xoE (a,b) 处 可 导 , 则 必 有 
f(xo)=0. 

证 阴 设 f(xo) 是 极 大 值 . 依 定义 3.4.1, 存 在 6 二 0, 使 得 当 XE(xo ~ 6,Xxot+6) 
时 ,有 f(xo) 宇 f(x). 因 此 , 当 xo 一 6 二 x 二 xo 时 ,有 

f(x) — f(xo) 


XX Xo 


之 0， 
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而 当 Xo 过 XXxot+6 时 ,又 有 不 等 式 
f lx) — f(xo) 
XX 一 Xo 
定理 的 条 件 是 六 (xo) 存在 ,因此 扩 (xo) 与 fr (xo) 存 在 且 相 等 .在 以 上 两 个 不 等 式 
中 分 别 令 x 一 x0 ,Xx 一 x0 ,得 到 
fxo) 守 0, f(x0) 0. 
因此 必 有 了 (xo)=0. 0 
定义 3.4.2 满足 xoEl(a,b) 且 了 (xo)=0 的 点 xzo, 称 为 函数 了 的 一 个 驻 点 . 
定理 3.4.1 说 的 是 :函数 在 其 上 可 导 的 极 值 点 必 为 驻 点 .但 是 这 个 命题 的 逆 命 
题 是 不 正确 的 .例如 函数 f(x) = 后,x= 0 是 它 的 一 个 驻 点 ,但 是 它 不 是 一 个 极 值 
点 .Fermat 定理 的 几何 意义 是 :如 果 xo 是 函数 三 的 极 值 点 且 在 (xo,jxo)) 处 曲线 
y= xz) 的 切线 存在 ,那么 这 条 切线 必 与 横 轴 平行 . 
定理 3.4.2(Rolle( 罗 尔 ,1652 一 1719)) 设 函 数 了 在 Le,p] 上 连续 ,在 (ea,b) 
上 可 导 , 且 f(a)= f(b), 那 么 存在 一 点 SE (a,b), 使 得 f(&)=0. 
证 明 闭 区 间 [a ,bj 上 的 连续 函数 f 一定 取 到 它 的 最 小 值 , 记 为 m ;也 一 定 取 
得 它 的 最 大 值 , 记 为 M. 如 果 M= m, 那 么 了 是 [a,b] 上 的 常 值 函 数 ,这 时 f=0， 
因此 (a,6b) 中 的 任何 一 点 都 可 充当 所 求 的 点 . 
设 M>m. 由 于 f(a)=f(b), 可 见 m 与 M 中 至 少 有 一 个 是 f 在 内 点 &€ 
《a,b) 上 所 取得 的 .这 时 必 为 一 极 值 点 , 依 Fermat 定理 , 知 f(§) =0. 0 
作为 Rolle 定理 的 应 用 ,我 们 来 看 : 
例 1 考察 2n 次 多 项 式 
Q(x) = x"(l -x)" (nEN’). 
求证 :m 次 多 项 式 Q'" 在 (0,1) 中 有 n 个 互 不 相同 的 实 零 点 . 
证 明 利用 Leibniz 定理 ,计算 C 的 m 阶 导数 : 
QAx)= Cx — x)")™ 
_ ml nl ni! 
A ij Cn Dl-))! 
由 此 看 出 , 当 m=0,1,2,…,n 一 1 时 ,上 式 右边 的 各 项 中 均 含有 因 式 x (1 一 x)， 
因此 


< 去 0. 


(一 lx i(l — x)"i, 


Q™(0) = QW) =0 (m= 0,1,2,.…,n -1). 
首先 ,由 C(00) = Q(1)=0, 根 据 Rolle 定理 知 ,存在 &E (0,1) ,使 得 2 (Cs) =0. 注 
意 到 8' 在 区 间 [0, 人 与 [$,1] 上 满足 Rolle 定理 的 条 件 , 因 此 存在 7 € (0,§) 及 
7z€E (8,1) ,使 得 Q”(7;) =0(i=1,2), 这 里 0 二 刻 二 b 过 1. 因 为 0 在 三 个 区 间 
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[0,7],[7 ,7],[72 ,1I 上 都 满足 Rolle 定理 的 条 件 ,由 此 存在 0 二 之 红 < 之 生 过 
1, 使 得 
OQ”E£,) =0 (i = 1,2,3). 
如 此 继续 下 去 ,得 知 存在 0 过 入 过 福 二 … 过 An-1 二 1, 使 得 Q" (41)=0(i=1， 
2,…,n 一 1). 注 意 到 
Co-5(0) = QV(1) = 0， 
可 知 @2 在 [0 ,Lai ,2] LA-a ,了 这 n 个 区 间 上 都 满足 Rolle 定理 的 条 
件 , 从 而 得 知 存在 0<Ap <Ap pl ,使 得 
QR) =0 (i= 1,2,..%,n). 0 

在 通常 的 数学 分 析 教 科 书 中 ,大 都 把 Rolle 定理 推广 到 Lagrange( 拉 格 朗 日 ， 
1736 一 1813) 定 理 ,进而 推广 到 Cauchy 定理 .在 这 里 ,我 们 陈述 并 证 明 一 个 定理 , 它 
与 Cauchy 定理 实际 上 是 等 价 的 . 

引 理 3.4.1 设 函 数 了 与 1 在 [a,bj 上 连续 ,在 (a,b) 上 可 导 , 并 且 A(a)=1， 
A(5)=0, 则 必 存 在 一 点 $E la,b), 使 得 

f°(8€) = A(é) (fa) - fb)). 
证 明 引入 函数 
p(x) = fx) — ACx)f a) + (1— ACx)) fb)). 
由 直接 的 计算 ,可 知 Ca) = 2(b)=0. 因 此 函数 9 满足 Rolle 定理 的 条 件 ,从 而 存 
在 一 点 SE (a,b), 使 得 9($)=0. 由 
px) = f(x)- Ax (fa) - f(b)), 
将 代 人 上 式 , 得 到 
f° (6€) = A Efea) - fb)). 0 

我 们 将 从 引 理 3. 4. 1 推导 出 定理 3. 4.3、 定 理 3.4.4 以 及 下 一 章 的 定 

理 4.3.1. 现 在 取 


_b-x 
A(x) = pa 


(a 三 Xb)， 


由 引 理 3.4.1 得 出 : | 
定理 3.4.3(Lagrange) 设 f 在 [a,bj]j 上 连续 ,在 (a,b) 上 可 导 , 则 存在 一 点 
&E(a,b), 使 得 
fb) fla) pot). 
b-a 
在 一 元 函数 微分 学 中 ,这 是 一 个 十 分 重要 的 定理 , 称 为 Lagrange 中 值 定理 . 
现在 我 们 来 看 看 上 式 的 几何 解释 .在 区 间 [a,bj 上 , 画 出 函数 y= f(x) 的 图 
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像 .用 直线 段 把 这 条 曲线 的 两 个 端点 (a ,f(a)) 与 (b ,f(b)) 连 接 起 来 (图 3.8), 上 
式 的 左边 正 是 这 条 直线 段 的 斜率 .上 式 的 意义 是 :在 曲线 y= f(x) 的 一 个 内 点 上 ， 
有 平行 于 这 段 直 线 的 切线 .很 显然 ,Rolle 定理 是 Lagrange 中 值 定理 的 特例 . 


图 3.8 


我 们 再 来 谈 谈 定 理 3.4.3 的 运动 学 意义 . 设 /是 质点 的 运动 规律 ,质点 在 时 间 
区 间 [a,b] 上 走 过 的 路 程 是 /5) - Pa) ,那么 共 包 二 玉生 代表 质点 在 (av 上 


的 平均 速度 .定理 3.4.3 表明 ,在 (a,b) 中 存在 这 样 的 时 刻 , 质 点 在 处 的 瞬时 速 
度 (恰好 就 是 它 在 La ,bj 上 的 平均 速度 . 

Lagrange 中 值 定理 有 着 很 多 的 应 用 . 

例 2 证 明 ;arctan x 在 (一 %,%) 上 一 致 连续 . 

证 阴 任 取 Xxi,X2ER, 量 Xi 三 xz. 在 区 间 [xi ,Xz2 ] 上 ,函数 arctan x 满足 中 值 
定理 的 条 件 , 因 此 存在 $E (xi ,x2), 使 得 


1 
arctan Xx2 一 arctan Xi = 


1 二 呈 


(xX2 一 Xx1). 
由 于 
1 
Ir 
所 以 
| arctan xs — arctan xl |<| xs — xi | 
对 一 切 xi ,xs 成 立 . 因此 ,对 任意 给 定 的 e, 可 取 58=e, 只 要 |xi 一 xz | 二 5, 而 不 管 
xi，X2z 这 两 点 位 于 何 处 ,总 有 


| arctan xs — arctan xl |<= e. 


这 说 明 arctan x 在 (一 %,%) 上 是 一 致 连续 的 . 0 
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从 以 上 的 证 明 中 不 难看 出 ,如果 函数 f 在 开 区 间 (a,5b) 上 有 有 界 的 导 函 数 , 那 
么 了 在 La,bj 上 一 定 是 一 致 连续 的 . 
例 3 设 0<a 二 8<<x/2. 求 证 ; 


B-a -tanp-tana< ta. 

cos:a cos:p 

证 明 ”在 区 间 [a,Bj 上 对 函数 tan x 使 用 中 值 定理 ,可 知 存在 $E (a ,PB) ,使 得 
_ PP-a 


一 a 7 二 
tanB—tana = (B- a)(tanx) = 


由 于 在 (0,x/2) 上 cos x 是 严格 递减 函数 , 故 由 0 二 a 二 86 二 x/2, 可 得 
coszau > cos:€ > cos:B > 0. 
于 是 


-aa __B-a_ ,gp_,, B-a 
coga ~ co86 一 tan B- tana< cos2 有 0 
例 4 设 f 在 区 间 (a,+ %) 上 可 导 , 且 lim 广 (x) =0. 证 明 : 
lim £2 = 0. 
x=+% 克 
证 明 因为 lim f(x)=0, 所 以 对 任意 的 。e 之 0, 存 在 4>0, 当 x>>4 时 ， 
|P (xz)1<e/2. 在 区 间 L[4 ,xj 上 用 Lagrange 中 值 定理 ,得 
fo) - 14) = PCz-4) (4 一 和 < 一 2z)， 


因而 有 

| Fox) -FF4)1=| Fe) | (x -A)<Ix- A). 
于 是 

| fx) [I fA) |+| fx) - f(A) |<| fA) I+ 广 (x — 4). 
由 此 得 
xX x 2 Xx Xx 2 

取 4 =max(A,2|f(A)|/e), 当 x 二 A 时 ,有 0 二 |f(x)|/x 二 e. 这 就 证 明了 
lim £2 =0. 口 
x+o XX 


推论 3.4.1 设 函 数 f 在 La,bj 上 连续 ,在 (a,b) 上 可 导 , 则 函数 了 在 [a,b] 
上 为 常数 的 充分 必要 条 件 是 ,f=0 在 (a ,b) 上 成 立 . 
证 明 ”必要 性 十 分 明显 ,只 需 证 明 充 分 性 . 设 了 =0 在 (a,b) 上 成 立 . 任 取 两 
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点 xyxzcE[a,b], 且 x<xa, 那 么 存在 6E(Cxzxs), 使 得 Fxs)- xi)= 
Fe(xrz -zx). 由 于 产 (6=0, 故 Fxzi)= xs), 即 函数 上 在 La,5] 上 的 任何 两 
点 取 相 等 的 值 ,所 以 它 是 常数 . 0 
由 推论 还 可 以 得 出 一 个 十 分 有 用 的 性 质 : 设 函 数 f 与 8g 在 La,bj]j 上 连续 ,在 
(a,b) 上 可 导 , 并 且 f=g 在 (a,b) 上 成 立 , 那 么 fg 在 La,bj 上 是 一 个 常数 .为 
了 证 明 这 个 结论 ,只 需 将 推论 应 用 于 函数 f 一 g 即 可 . 
例 5 证 明 : 当 xE(- o ,1) 时 ， 


十 
arctan 工 +X = arctan x + 开 ， 
1l1—x 4 


证 明 对 任意 的 正 数 4 之 0, 在 区 间 ( 一 A,1) 上 同时 考虑 下 列 函 数 : 


1+x 
1 一 X 


f(x) = arctan g(xX) = arctan x. 


求 导 运算 表明 
1 = 8 = 14 
对 xE (- 4,1) 成 立 .因此 太 -8 在 所 讨论 的 区 间 中 是 一 个 常数 .由 于 0E (一 A,1) 
且 Fo) -8g(0) =x/4, 故 Fox)=8gCx)+r4 在 (-4,1) 上 成 立 .因为 4 是 任意 的 
正 数 ,所 以 该 等 式 在 ( - ,ID) 上 成 立 . 0 
上 面 的 证 明 只 不 过 是 演示 一 种 证 明 等 式 的 方法 . 其 实 ,不 用 求 导 也 可 证 明 例 5 
的 结论 ,只 需 在 三 角 公 


tan (a + 8B) = 


中 , 令 =x/4,8=arctan x 便 可 得 证 . 

现在 ,我 们 回头 来 推导 最 后 一 个 中 值 定理 . 如 果 另 一 个 函数 g 在 La,b] 上 连 
续 , 在 (a,b) 上 可 导 , 并 且 g(a) 了 关 g(b), 那 么 

(b)— g(x) 
A(x) = OD) ea) (a<x<b) 

就 是 一 个 合适 的 选择 . 如 果 我 们 设 在 开 区 间 (a,b) 上 g(x) 关 0, 那 么 就 保证 了 条 件 
g(a) 关 g(b) 成 立 .这 是 因为 车 g(a) = g(b), 那 么 由 Rolle 定理 ,存在 EE (a,b)， 
使 得 g'(§) =0, 这 与 g(x) 关 0 忒 盾 . 

将 这 样 选择 的 4 代入 引 理 3.4.1, 立 即 得 出 : 

定理 3.4.4(Cauchy) 设 函 数 f 和 8g 在 区 间 La ,bj 上 连续 ,在 区 间 (a,b) 上 可 
导 , 且 当 xE(a,b) 时 ,g (xz) 天 0, 这 时 必 存 在 一 点 £E (a,b) ,使 得 


tan ac + tan 8 
1- taneatanb 
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f(b) -fla) _f (8) 
g(b)—-gla) gCé) 
在 上 式 中 , 若 取 g(x) =x,Cauchy 中 值 定理 就 退化 为 Lagrange 中 值 定理 . 可 
见 Cauchy 中 值 定理 是 Lagrange 中 值 定理 的 推广 . 
本 节 中 的 Rolle 定理 .Lagrange 中 值 定理 和 Cauchy 中 值 定理 ,前 一 个 都 是 后 
一 个 的 特例 ,它们 统称 为 “微分 学 的 中 值 定理 ”. 它 们 有 一 些 共同 的 特征 :对 函数 的 
要 求 是 ,在 闭 区 间 [a ,bj 上 连续 ,在 开 区 间 (a,b) 上 可 导 ; 在 结论 中 都 断言 在 开 区 
间 (a,b) 上 有 某 一 点 存在 .这 种 ,至 少 有 一 个 ,但 是 可 能 不 止 一 个 .定理 只 是 言 
明 这 种 点 的 “存在 性 ”, 除 了 对 一 些 比较 简单 的 函数 ,而 无 法 指明 这 种 点 的 确切 
位 置 . 
我 们 用 Darboux( 达 布 ,1842 一 1917) 定 理 作 为 本 节 的 结尾 . 
定理 3.4.5(Darboux) 如 果 f 在 La,blj 上 可 导 , 那 么 : 
(1) 导 函 数 可 以 取 到 了 (a) 与 f(b) 之 间 的 一 切 值 ; 
(2) 了 无 第 一 类 间断 点 . 
证 明 (1) 先 证 明 :如 果 f(a)f(b) 一 0, 那么 必 有 El(a,b), 使 得 (8)= 
0. 不 妨 设 Fa)>>0, 六 5)<0. 由 于 
Pa) = lim Lf 、0， 
MM XX—a 


Xa 


所 以 存在 >0, 当 xE (aa+ 8 时 ,人 于 一 让 


f(a). 又 因为 


>>0. 由 于 x 之 a, 故 有 f(x)>> 


f(b) = lim - £2O- /Pb) i, 
x-b 


x——b 


所 以 存在 3:>>0, 当 xE(b- 92,b) 时 ,人 于 一 让 <0. 由 于 x<b, 故 有 f(x) 之 


f(b). 这 说 明 f(a),f(b) 都 不 是 f 在 [a,b] 上 的 最 大 值 , 故 必 有 sfE(a,b), 使 得 f 
在 点 取得 最 大 值 .由 Fermat 定理 ,得 f(§)=0. 
现在 设 (a) 二 f(b). 任 取 介 于 了 (a) 与 (5b) 之 间 的 7, 即 

fla)<y<f Db). 

记 F(x)= f(x) 一 yx, 那 么 F(x)= (x) 一 7y, 于 是 
Fa) = f(a)-y<0, F(b)=f(b-y>0. 
从 而 由 上 面 所 证 的 结论 ,存在 SE (a,b), 使 得 F'(é§) =0, 即 
f(£)= 7. 
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(2) 用 反 证 法 .如 果 xo 是 了 六 的 一 个 第 一 类 间断 点 ,那么 (xo + ) 和 (xo 一) 
都 存在 .于 是 由 Lagrange 中 值 定理 ,可 得 
f(x0)= f(xo) = lim FO — xo) 


XX0 和 一 40 


= lim f (Sr) Cx — xo) lim f°(é.), 


Ne xX— Xo x 
这 里 xo 过 ,之 x. 由 于 当 x 一 xd 时 ,全 x6 , 且 已 知 f(xo + ) 存 在 ,所 以 得 
f (x0o) = f (xo +). 

同 理 ,可 证 (xo) = 六 (xo 一 ). 由 此 知 广 在 xo 处 连续 .这 与 xo 是 广 的 间断 点 矛盾 . 口 

如 果 了 是 [a ,bj 上 的 连续 函数 , 它 当 然 有 介 值 性 , Darboux 定理 的 意义 在 于 ， 
即使 了 在 [La ,bj 上 不 连续 , 它 仍然 具有 介 值 性 ,这 一 点 是 导 函 数 所 特有 的 性 质 . 从 
这 一 性 质 马上 可 以 断言 ,不 存在 可 导 函 数 f ,使 得 

f(x) = DCx) 或 (x) = R(x),， 

其 中 D(x) 和 R(x) 分 别 为 Dirichlet 函数 和 Riemann 函数 . 


练 习题 3.4 


1. 证 明 : 对 任意 的 实数 c, 方 程 x” 一 3x+ c=0 在 [0,1] 上 无 相 异 的 根 . 

2. 设 函 数 f 在 (a,b) 上 可 导 , 且 f(a+)=f(b--) 是 有 限 的 或 为 w. 求 证 :存在 一 点 EE 
(a,b), 使 得 有 (5)=0. 

3. 证 明 下 列 不 等 式 ， 
(1) |sin x 一 siny| 委 |x-y|(xyyER); 
(2) py? ICX 一 yx 一 y 委 px x- y)(0<y<xp>>1); 


a-b a-b 
a b 


(3) <Inf< (0<b<a); 


eb _ _ _ 
(4) J /iatana arctan b<a~ b (0<b<a). 
4. 设 阴 数 f 在 R 上 有 nn 阶 导 数 ,日 p 是 一 个 n 次 多 项 式 ,其 最 高 次 项 系数 为 ao .如果 有 互 
不 相同 的 x; ,使 得 f(x;) = p(xi)(i=0,1,…,n). 求 证 :存在 ,满足 ao= fC(&)/n1. 


5. 设 常数 Goadird2 yy CQn 满足 


Qo Al dn-! 
t+ 下 +a, = 0. 
n+l n 2 " 


求证 :多 项 式 aox"+ ax :+…+anx+an 在 (0,1) 内 有 一 个 零点 . 
6. 设 函 数 了 在 开 区 间 (0,a) 上 可 导 , 且 f(0+)= + om .证明 :六 在 x=0 的 右 旁 无 下 界 . 
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7. 设 xf (x) -xz)=0 对 一 切 x>0 成 立 , 且 f(1)=1. 求 f(2). 
8. 设 函 数 /在 区 间 [a,bj 上 可 导 , 且 ab>0. 求 证 :存在 SGE (a,b), 使 得 
af(b) — bf(a) 
a-b 
9. 设 f 既 不 是 常 值 函数 又 不 是 线性 函数 , 且 在 [a ,bj 上 连续 ,在 (a,b) 上 可 导 . 证 明 : 存 在 一 
点 El(a,b), 使 得 


= f(€) - éf'(é). 


f(b)- fla) 
b-a 
10. 如 果 二 阶 可 导 的 函数 太 是 微分 方程 光 +y=0 的 一 个 解 , 证 明 ;:f*+ (ff)? 是 一 个 常 值 

函数 . 
11. 利用 第 10 题 的 结果 ,证明 :微分 方程 y+ y=0 的 解 都 具有 形式 


y(x) = Acos x + Lsin x, 


| 六 6) |> 


这 里 4 与 上 为 常数 . 
12. 设 f 在 (-r,r) 上 有 nn 阶 导数 , 且 lim f(x)=1. 求 证 :f"(0)=1. 


问题 3.4 


1. 设 函 数 /与 8 在 (- ,+ o) 上 可 导 , 且 在 - % 和 + o 处 分 别 存在 有 限 的 极限 ;又 设 当 < 
ER 时 ,g(x) 了 六 0. 证 明 : 存 在 éE( 一 ,+ 0%), 使 得 
f(+%)-f(-%) Fe) 
8(+ wo)-g(-%) gp(é) 
2. 如 果 函 数 与 8 可 导 , 且 对 一 切 x, 都 有 
f(x) g(x) 
fx) g(x) 
证 明 : 在 f 的 任何 两 个 不 同 的 零点 之 间 , 至少 有 8g 的 一 个 零点 . 
3. 设 p 是 一 个 实 系数 多 项 式 , 再 构造 一 个 多 项 式 
q(x) = (1+X2)POE)P x) 二 X(CPOX)2 十 记 (X)2)， 
假设 方程 p(x)=0 有 nn 个 大 于 1 的 不 同 实 根 , 试 证 :方程 9(x) =0 至少 有 2m 一 1 个 不 同 
的 实 根 . 
4. 设 nEN', 且 


天 0， 


flx) = 了 
大 =1 


其 中 AilsA2 rs An 为 互 不 相等 的 实数 ,ciycz，…cn 是 不 同时 为 0 的 实数 . 试问 :函数 了 
至 多 能 有 多 少 个 实 零点 ? 
5. 设 函 数 f 在 [La,+ %) 上 可 导 ,f(a)=0, 且 当 x 之 a 时 ,有 |Fxz)| 委 |Fxz)|. 求 证 :=0. 
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6. 设 函 数 f 在 [0,+%) 上 可 导 , 且 0 志 f(x) 志 x/(1+x). 证 明 : 存 在 >>0, 使 得 


/as 1-& 
f (0) = ry 


7. 设 函 数 f 在 L0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 上 可 导 , 并 且 f(0)=0,f(1)=1; 又 设 Ki Ka 大。 是 
任意 的 nn 个 正 数 .求证 :在 (0,1) 中 存在 n 个 互 不 相同 的 数 4 9 2 ,使 得 


Li k; 四 i 
2 FD 名 后 


3.5 利用 导数 研究 函数 


在 这 里 ,所 谓 “ 研 究 函 数 ” 是 指 探究 函数 在 指定 区 间 上 的 单调 性 、 凸 性 以 及 确定 
函数 在 这 区 间 上 的 最 小 值 和 最 大 值 . 上 一 节 所 证 明 的 Lagrange 中 值 定理 为 这 些 研 
究 提 供 了 强 有 力 的 工具 . 


3.5.1 单调 性 


函数 的 单调 性 ,是 指 函数 的 递减 或 递增 的 性 质 .首先 ,我 们 有 : 
定理 3.5.1 设 函 数 了 在 区 间 [a,b]j 上 连续 ,在 (Ca,p) 上 可 导 , 那 么 了 在 
La,b] 上 递增 ( 减 ) 的 充分 必要 条 件 是 ,f 之 0(<<0) 在 区 间 (a,b) 上 成 立 . 
证 明 ” 先 证 必要 性 . 设 f 在 La,bj 上 道 增 , 任 取 一 点 xE (a,b), 对 能 使 x+h 
E (a,b) 的 一 切 h ,不论 h 取 正 值 还 是 取 负 值 ,总 有 
flx+h)— fx) ~ 0 
0. 
令 h 一 0. 由 于 ff 在 x 可 导 , 所 以 
fo0 (a<x<b). 
类 似 地 , 当 上 在 [La ,bg 上 递减 时 ,可 以 推出 六 xz) 入 0 对 xE(a,b) 成 立 . 
再 证 充分 性 . 设 在 (a,b) 上 f 宇 0. 对 任何 xi,x2 Efa,b] 且 xi 二 x2, 依 


Lagrange 中 值 定理 ,可 得 
flxz) — fxi) = f'(é€) (x2 — x1), 
其 中 SE€ (x1,x2)Cla,b). 因 此 了 7(§) 实 0, 由 此 得 f(xz) 之 f(x1). 口 


类 似 地 , 当 在 (a,b) 上 f' 志 0 时 ,对 任何 x1,xzEf[a,bj] 且 xi 过 xz, 可 以 推出 
f(x1) 守 f(x2). 


*。 153 。 


数学 分 析 教 程 人 2 


关于 严格 的 单调 性 ,有 下 面 的 充分 条 件 : 

定理 3.5.2 设 函 数 f 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 上 可 导 . 如 果 f0(f 一 0) 
在 (a,b) 上 成 立 , 那 么 了 在 La,bl 上 是 严格 递增 (严格 递减 ) 的 . 

证 明 与 定理 3.5.1 的 充分 性 的 证 明 是 一 样 的 . 0 

应 当 特 别 指出 ,定理 3.5.2 的 逆 定 理 不 能 成 立 , 即 严格 递增 (严格 递减 ) 的 函数 
并 不 必须 有 严格 正 的 (严格 负 的 ) 导 也 数 .例如 ,函数 f(x) = x? 虽然 在 (一 %， 
+ c ) 上 是 严格 递增 的 ,但 是 f(0) = 0. 

了 在 La ,b] 上 严格 递增 (递减 ) 的 充分 条 件 还 可 减弱 为 : 

定理 3.5.3 设 函 数 了 在 La ,bj] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,p) 内 除了 有 限 个 点 之 
外 ,有 正 ( 负 ) 的 导数 ,那么 了 在 La, pJ 上 严格 递增 (严格 递减 ). 

证 明 设 除 了 在 点 xi,xa，…xnEG(a ,了 b) 处 ,了 汪 0, 这 里 Xl 达 Xz 之 "< 之 Xa. 于 
是 ,f 在 区 间 [a,xij,[xi,xzj],…,[x,b] 上 都 是 连续 的 ,有 是 在 (a,xi),(xi,x2)， 
"Xn, b) 上 ,fF>0. 因此 ,在 [a ,xX1 ,Lxi ，X2] ,LX ? b 的 每 一 个 区 间 上 ,ff 是 
严格 递增 的 .因此 ,在 [a,bj 上 ,f 也 是 严格 递增 的 . 0 

下 面 的 定理 提供 了 严格 单调 函数 的 一 个 充分 必要 的 条 件 . 

定理 3.5.4 设 函 数 f 在 区 间 [La,b] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,b) 上 可 导 , 那 么 f 
在 La ,b] 上 严格 递增 (严格 递减 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) 当 xE€(a,b) 时 ,f 宇 0 (f'<<0); 

(2) 在 (a,b) 的 任何 开 子 区 间 上 ,了 f 关 0. 

证 明 ” 先 证 必要 性 .由 定理 3.5.1 可 见 ,条 件 (1) 是 必要 的 .如 果 (2) 不 能 被 满 
足 , 即 存在 一 个 被 (a,b) 包 含 的 开 区 间 , 在 其 上 广 =0, 那 么 在 这 个 开 区 间 上 f 是 一 
常数 ,因此 f 在 La,bj 上 不 是 严格 单调 的 .这 样 就 证 明了 条 件 (2) 也 是 必要 的 . 

再 证 充分 性 . 设 条 件 (1) 与 (2) 同 时 成 立 .由 之 0 及 定理 3.5.1 知 ,f 在 [a,b] 
上 是 递增 的 .车 有 x1,x2ELa,bj, 其 中 xi 过 xz ,使 得 f(xi1) = 了 (xz), 那 么 对 xE€ 
[xi,xzj, 有 f(x1)= f(x)= f(xs). 这 表明 在 (x1,x2) 上 fF 为 常数 ,从 而 在 (x1 ,xz) 
上 f 二 0, 这 与 条 件 (2) 相 违 .所 以 只 能 是 当 Xl ,Xz2ELa ? bj], 旦 Xi Xz 时 ,f(x ) < 
f(xz), 即 了 在 La,bj 上 是 严格 递增 的 . 

类 似 地 , 当 xE(a,b) 时 ,由 f(x) 志 0 且 在 (a,b) 的 任何 开 子 区 间 上 f 关 0, 可 
以 推出 了 在 La ,bj 上 是 严格 递减 的 . 0 

上 述 判断 单调 性 的 方法 ,可 以 帮助 我 们 证 明 许 多 不 等 式 . 

例 1 求证 : 当 0<x<x/2 时 ， 

2 一 sinx 


< 
A Xx 


=1. 
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证 明 ”由 于 当 0< 过 x 过 x/2 时 ,0<sin x 过 x 是 熟知 的 事实 ,我 们 只 需 证明 左 边 
那 一 个 不 等 式 .考察 函数 


1 ， X= 0, 
(xX) = -si 
es 


由 于 
fx) 0s Sin x (0<x<= 至 )， 
以 及 已 知 的 不 等 式 x 二 tan x ,我 们 知道 六 (x) 过 0 对 xE (0,x/2) 成 立 .因此 ,f 在 
1( 可 )< FoD， 即 一 于 0 
例 2 设 nEN’ .求证 ; 
el1+ 和 之 + 各 ++ (x >0). 


证 明 用 数学 归纳 法 . 令 
p(xX)=e*—-(l+x) (xx 之 0). 
显然 ,p(0) = 0. 一 阶 导数 
p(x)=e*—-1>0 
对 x 之 0 成 立 .这 表明 9 在 [0, + %) 上 是 严格 递增 的 .特别 地 , 当 x 汪 0 时 ,有 9(x) 
盖 9p(0) =0, 即 e1+x. 因 此 ,=1 时 命题 正确 . 


设 
x XX " 
>1+1r+21+ + 
考察 函数 
x x Xl 
$x) = (+ 着 + 新 + + DT)， 


其 中 xE[L0, + %). 显 然 ,%(0) =0. 依 归纳 假设 ， 

Yo =er- (1+ 省 + 产 +… + £7)>0 
对 xE(0,+ %) 成 立 .这 表明 在 [0, + %w) 上 函数 少 是 严格 递增 的 .特别 地 , 当 x 二 0 
时 ,有 V(x) 汪 y(0) =0. 这 正 是 


zx -x oo 
>1+ 疗 + 区 十 + FT 品 
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3.5.2 极 值 


在 3.4 节 中 ,我 们 定义 过 极 值 点 和 极 值 ,并 且 指 出 过 : 若 xe 是 函数 f 的 一 个 极 
值 点 ,并 且 f(xo) 存 在 ,那么 必 有 f(xo)=0, 即 xo 是 三 的 一 个 驻 点 .但 是 , 若 三 在 
Xo 处 不 可 导 , 则 xo 不 会 是 驻 点 .例如 ,函数 fx)= |x| 在 x=0 处 取得 极 小 值 ( 实 
际 上 是 最 小 值 ) ,但 这 一 点 不 是 f 的 驻 点 ,因为 这 时 f(0) 不 存在 .很 明显 的 是 ,在 0 
的 左边 ,函数 |x| 是 严格 递减 的 ,而 在 0 的 右边 , 它 是 严格 递增 的 ,所 以 f(0) 是 最 小 
值 .这 种 观察 有 其 一 般 性 , 函数 由 递减 转变 为 递增 的 临界 点 ,应 是 f 的 一 个 极 小 
值 点 ;而 由 递增 转变 为 递减 的 临界 点 ,应 是 『 的 一 个 极 大 值 点 .这 样 便 有 : 

定理 3.5.5 设 函 数 了 在 [a,bj 上 连续 ,xo€ (a,b). 

(1) 如 果 存 在 正 数 $S>0, 使 得 在 (xo - 6,xo) 上 广 >0, 而 在 (xzo,xo+86) 上 广 一 
0, 那 么 F(xo) 是 了 的 一 个 严格 极 大 值 ,所 谓 “ 严 格 极 大 值 ? 是 指 , 当 0<1x-xol 一 8 
时 , f(x)<f(xo); 

(2) 如 果 存 在 正 数 8$>0, 使 得 在 (xo 一 8,xo) 上 了 过 0, 而 在 (xo,xo+6) 上 ff 
0, 那 么 f(xo) 是 f 的 一 个 严格 极 小 值 ,所 谓 “ 严 格 极 小 值 ” 是 指 , 当 0 过 |x xo 二 6 
时 ,f(x)> f(x0). 

证 明 我们 只 需 证 (1), 因 为 (2) 的 证 明 是 与 其 完全 类 似 的 . 由 定理 3.5.2 可 
知 ,f 在 Lxo ~ 6,xo] 上 是 严格 递增 的 ,所 以 当 xE (xo 一 6,x0o) 时 ,有 f(x) 过 f(xo); 
由 同一 定理 知 ,f 在 Lxo,xo + 6]j 上 是 严格 递减 的 . 故 当 xE lxo,xo+6) 时 ,f(xo) 守 
f(x), 即 f(xo) 是 耻 的 一 个 严格 极 大 值 . UD 

请 注意 ,上 面 的 定理 完全 没有 要 求 f 在 xo 处 可 导 , 因 此 适合 函数 |x| 在 x=0 
的 情况 . 

但 是 有 这 样 的 情形 ,存在 着 这 样 的 函数 f ,在 它 的 某 个 极 值 点 的 任何 一 侧 ,f 都 
不 具有 单调 的 性 质 .考察 函数 


Fan -| +|x|，x 关 0， 
0， X 一 0. 


它 是 一 个 处 处 连续 的 偶 函 数 ,f(0) 是 它 的 一 个 极 小 值 .但 是 当 x 之 0 时 ， 
f(x) = sin 工 - 工 cos 工 +1， 
xX Xx Xx 
所 以 对 一 切 PEN- ,有 
f( 二 ) =1- nx(—1)"=1+(-1)"inx. 


nn 
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当 n 依次 地 取 1,2,… 时 ,了 (二 交替 地 改变 符号 ,因此 对 任意 的 3 之 0, 函数 f 在 


区 间 (0,6) 上 都 不 是 单调 的 ,在 (一 8,0) 上 也 是 如 此 .这 时 定理 3.5.2 就 不 能 用 了 . 

下 面 的 定理 需要 更 强 一 些 的 条 件 , 即 设 在 驻 点 处 f 的 二 阶 导数 存在 . 

定理 3.5.6 设 f 在 La,b] 上 连续 ,xo 是 三 的 一 个 驻 点 .进一步 , 设 f“(xo) 存 
在 ,那么 ， 

(1) 当 广 (xo)<0 时 ,Fxo) 是 三 的 一 个 严格 极 大 值 ; 

(2) 当 广 (xo)>0 时 ,FPCxo) 是 三 的 一 个 严格 极 小 值 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 (1). 由 于 xo 是 了 的 一 个 驻 点 ,六 (xzo) =0, 于 是 

gx) fox) fx0) 
lim -一 -一 = lm 一 一 一 一 一 = 三 (xz)<0. 
xD 一 Xo Xxo 时 一 Xo 
因此 存在 一 个 8 汪 0, 使 得 当 0< 二 |x xo| 过 6 时 ， 
LD 0 
龙 Xo 

由 此 可 知 , 当 xXE(xo,xo+ 人 8) 时 ,六 (xX) 之 0; 而 当 xE€(xo 一 6,xo) 时 , (x) 二 0. 依 
定理 3.5.5(1), 便 知 f(xo) 是 f 的 一 个 严格 极 大 值 . 

可 用 类 似 的 方法 来 证 明 (2). 0 

如 果 f(xo) =0, 这 时 各 种 情形 都 可 能 发 生 .例如 f(x)= ,1”(0)=0, 这 时 x 
=0 不 是 f 的 极 值 点 .又 如 f(x)=x1,f”(0)=0, 这 时 在 x=0 处 取 严 格 的 极 小 
值 ;而 当 f(x)= 一 x 时 ,1 (0)=0, 这 时 了 在 x=0 处 取 严 格 的 极 大 值 . 因此 , 当 
f(xo)=0 时 ,还 需 有 其 他 条 件 才 能 断言 f 在 x。o 处 是 否 取 极 值 .我 们 将 在 4.2 节 中 
仔细 讨论 这 个 问题 . 

现在 来 讨论 函数 的 最 小 值 与 最 大 值 的 问题 ,这 个 问题 有 重大 的 理论 价值 和 应 
用 价值 .我 们 已 经 知道 ,连续 函数 了 三 在 它 有 定义 的 有 限 闭 区 间 [La ,bj 上 , 必 取 到 它 
的 最 小 值 和 最 大 值 .为 行文 简短 起 见 ,最 小 值 和 最 大 值 统称 为 最 值 ,而 在 其 上 取 到 
最 值 的 点 称 为 最 值 点 . 当 函 数 f 有 最 大 值 (或 最 小 值 ) 时 ,这 个 值 便 是 唯一 的 ,但 是 
最 值 点 却 不 一 定 只 有 一 个 .例如 ,函数 sin x 在 (一 ,+ %) 上 的 最 小 值 . 最 大 值 分 
别 是 -1 与 1, 但 是 最 小 值 点 与 最 大 值 点 都 有 无 限 多 个 . 

设 函 数 了 在 [ea ,bl 上 连续 . 如果 f 的 最 值 点 在 开 区 间 (a,b) 的 内 部 ,那么 最 值 
点 就 必然 是 极 值 点 .因此 ,要 选 出 f 的 最 值 点 ,只 需 在 f 的 全 体 极 值 点 与 区 间 的 两 
个 端点 a 与 b 所 组 成 的 点 集中 去 挑选 .如 果 这 个 点 集 只 含有 限 多 个 点 ,那么 只 需 计 
算 f 在 这 些 点 上 的 值 ,其 中 最 小 的 数 与 最 大 的 数 就 分 别 是 f 在 [La ,bj 上 的 最 小 值 
与 最 大 值 . 设 上 在 (a,p) 上 可 导 , 而 上 的 驻 点 的 数目 有 限 , 记 为 ,ts，,…, 1, ,如 果 
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我 们 不 愿意 一 一 甄别 其 中 哪 一 些 是 极 值 点 ,那么 用 
min(Fa), Fi fla) ,flt,), fb)), 
max (f(a), fo), fta) ,ee, fl,), fb)) 
来 算出 的 最 小 值 与 最 大 值 也 不 失 是 一 种 可 行 的 方法 .麻烦 的 是 ,当下 在 (a,b) 内 
还 有 若干 个 不 可 导 的 点 时 ,这 些 点 自然 不 被 算 在 驻 点 之 列 ,因此 函数 了 在 这 些 点 上 
所 取 的 值 必然 要 添加 进来 ,再 一 并 比较 . 
下 面 我 们 来 看 几 个 例子 . 
例 3 设 Fxz)=(Cx-l)(zx-2)2. 求 函数 了 在 区 间 [0,5/2] 上 的 最 小 值 与 最 
大 值 . 
解 对 了 求 导 数 , 得 到 
fx) = (3x-4)(x-2)，j 庆 (xz) = 6x-10. 
从 而 得 驻 点 x=4/3 和 x=2. 由 于 广 (4/3) = -2<0,f”(2)=2>>0. 由 定理 3.5.6 
知 ,x=4/3 和 x=2 分别 为 了 的 严格 极 大 值 点 和 严格 极 小 值 点 .又 知 
fo) =-4,f(3)= ER f( 和 所 )= 部，f(2) = 0， 
比较 这 些 值 之 后 , 便 知 f 在 [0,5/2] 上 的 最 小 值 为 -4, 最 大 值 为 3/8. 还 有 一 种 可 
考虑 的 办 法 是 ,注意 在 [0,1] 上 f(x) 汪 0, 所 以 『 在 此 区 间 上 的 最 小 值 与 最 大 值 分 
别 是 一 4 与 0; 在 [2,5/2] 上 f(x) 守 0, 所 以 了 在 此 区 间 上 的 最 小 值 与 最 大 值 分 别 
是 0 与 3/8. 至 于 在 区 间 [1,2] 上 ,按照 平均 值 不 等 式 , 得 


0<f()= 寺 (2x 一 2)(2 x) 


1 /2x—-2+4-2x\ 
< 3 2) 
-4 3 
= 了 和 8， 
可 见 了 在 [0,5/2] 上 最 小 值 是 - 4( 在 *= 0 处 取 到 ) ,最 大 值 是 3/8( 在 x=5/2 处 取 
到 ), 见 图 3.9. 0 


例 4 计划 修建 一 条 水 渠 , 它 的 横断 面 是 彼此 全 等 的 等 腰 梯 形 . 设 这 梯形 的 底 
边 与 侧 边 的 长 等 于 常数 b( 图 3.10). 为 了 获得 最 大 的 流量 ,应 当 使 横断 面 的 面积 尽 
可 能 地 大 , 问 这 时 水 渠 应 当 有 怎样 的 坡度 ? 

解 ”坡度 可 以 通过 图 3.10 中 的 角 9 来 刻画 . 因为 此 梯形 的 上 底 为 +2bcos 0， 
高 为 bsin 0, 所 以 梯形 的 面积 为 

f(0) = 要 (1+cosb)sing (0 委 0 委 rm) 
令 (0) =0, 得 到 
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(1 +cos 0)cos 0 = 1— cos0. 
解 之 得 9= x/3. 由 于 f(0)= f(x)= 
0, 但 


/(§)= 和 > 
所 以 坡度 为 180' - 60` = 120' 时 ,给 出 的 
横断 面 的 面积 最 大 . 


仅仅 利用 平均 值 不 等 式 的 初等 解 
法 更 为 简便 .考虑 (f/b?)? ,我 们 有 


(1 + cos 0)2sin20 = 


(3 — 3cos 0)(1 + cos 0)’ 
3 
(3)， 


3~—3c0s0 = 1+cosob， 

即 cos 9=1/2, 亦 即 9=x/3 时 成 立 . 0 

例 5 求 n+1 个 多 项 式 

Xl1—x)": (i=0,1,..…,n) 

在 [0,1] 上 的 最 小 值 与 最 大 值 . 

解 ”很 明显 , 当 xE[0,1] 时 ,有 

Oxi(l -ni (i=0,1,..,n). 

当 i=0 时 ,多 项 式 为 (1 一 x)" ,这 是 一 个 严格 递减 函数 .所 以 当 x=0 时 ,函数 取得 
最 大 值 1; 当 x=1 时 ,取得 最 小 值 0. 当 i =n 时 ,x" 是 严格 递增 的 ,最 小 值 0 与 最 
大 值 1 分 别 在 x=0 与 x=1 取 到 . 


1 
3 
1 

称 李 

式 中 等 号 当 且 仅 当 
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当 i=1,2,…,n 一 1] 时 ,xi(1 一 x)" i 在 x=0 与 x=1 处 取 值 为 0, 这 就 是 它们 
的 最 小 值 .最 大 值 在 (0,1) 内 达到 .下 面 求 驻 点 . 令 


(xi — Xx)" = ix Ti(l ~ x)" i (nixi(l— Xx) 


= xiI(l x)" Ti nx) 
一 0， 
得 唯一 的 驻 点 x= i/n (0 委 i 委 7 一 1), 这 也 是 最 大 值 点 .因此 最 大 值 等 于 
三 (i=1,2,,n -1). D 


n 
这 个 问题 同样 也 可 以 用 初等 方法 来 解 .利用 几何 平均 -算术 平均 不 等 式 ,可 得 
Cn Di x X= (Cn DX (Ail — x))" 
i(n- Dx+iln-i)(-— 2) 
n 


< 


一 ( 2) . 
因此 
xX" Ci, 

式 中 等 号 当 且 仅 当 (Gn 一 说 x =i(1 一 x), 即 x=i/n 时 成 立 . 

光学 中 Fermat 光 行 最 速 原理 说 的 是 : 光 在 传播 时 , 走 的 总 是 最 节省 时 间 的 路 
线 .所 以 ,在 相同 的 均匀 介质 中 , 光 按 直线 行进 .在 下 面 的 例题 中 ,我 们 从 Fermat 原 
理 出 发 ,推导 出 光 的 折射 定律 . 

例 6 设 有 两 种 均匀 的 介质 ,它们 以 平面 作为 分 界面 .在 第 一 种 介质 中 有 一 点 
4 ,在 第 二 种 介质 中 有 一 点 引 .如 果 有 一 束 光 从 点 A 射 向 点 有 B, 问 这 束 光 走 怎样 的 
路 线 ? 1 

解 ”这 个 问题 完全 可 以 放 在 平面 上 来 考虑 . 设 两 种 介质 的 分 界线 是 水 平 的 直 
线 , 直 线 上 有 一 点 已, 光线 从 点 A 出 发 经 点 P 折射 到 点 B( 图 3.11). 设 AP 与 分 界 
线 的 夹 角 为 w, BP 与 分 界线 的 夹 角 为 8( 这 两 个 角 不 相 邻 ). 点 4 与 点 B 在 分 界线 
上 的 正 投 影 分 别 为 A 与 B1. 若 令 d=|1A1Bi|,h=|AAi | ,k= | BB 1. 并 设 
1A1P|=x, 那 么 | B1P|= 4d 一 x. 于 是 

| AP|I= Vhi+x, |BP|= Vki+(d — x). 

设 在 这 两 种 介质 中 光 的 速度 分 别 为 a 和 4b ,那么 光束 从 点 4 经 点 P 折射 到 点 B 所 
需 的 时 间 是 


TO = 工 /rR+l /rd xy. 
a b 
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我 们 来 求 函 数 T 的 最 小 值 .对 T(x) 求 导 , 得 


To=- -dx 
avh:+x: bvk*+(d— Xx) 

2 2 

T“(x) = k 


athr + wt pOkr + Cd x) 

因为 T'(0)<0,T Cd)>0, 所 以 存在 一 点 xoE€ (0,d), 使 得 T'(xo)=0. 由 7T”>>0， 
知 T 是 严格 递增 函数 ,因此 ,了 的 驻 点 xo 是 唯一 的 .在 xo 处 工 取 得 最 小 值 ,点 xo 
满足 


Xo _ d— xo 
avR+x brad xo) 
即 
cosa _ cos 有 
a b 
这 正 是 著名 的 光 的 折射 定律 . 0 


图 3.11 


十 分 有 趣 的 是 ,从 光 的 折射 定律 出 发 ,也 可 以 推导 出 Fermat 光 行 最 速 原理 ,而 
且 用 初等 数学 就 可 以 证 明 . 如 图 3. 12 所 标注 的 那样 ,| BC | 二 1BD|,a= 人 ACD， 
8=r- 二 BCD. 自 忆 向 直线 4C, BC 作 垂 线 , 垂 足 分 别 记 为 P,@, 则 有 
| 4C |-| AD |<| AC|-| AD | cos /A 
=| AC|-| AP|=| CP|, 
| BD |-| BC |>| BD |cos AB-|BC| 
=| BO1-| BC|=| Ceol|. 
因此 


| AC | -| 4D | 


Cosa COS Qw 


cos 8 
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LB8DI-IBc| 
COS 
这 也 就 是 
4C1+1L8BC -4D + LaD1 
cosa cosh ~cosa cosh 


设 a,b 分 别 是 光 在 两 种 介质 中 的 速度 . 依 折射 定律 ,有 
cosa :a = cosB:b, 
从 而 上 面 的 不 等 式 变 为 
[Ac1l ,1Bc| -1AD! 1 LBD! 
a a 


这 正 是 光 行 最 速 原理 . 


3.5.3 凸 性 


设 函 数 f 在 区 间 1 上 有 定义 .考察 f 的 图 像 y= f(x)(xE7). 它 是 展 布 在 1 上 
的 一 段 曲 线 .过 曲线 上 的 任何 不 同 的 两 点 作 的 直线 段 , 称 为 曲线 过 这 两 点 的 弦 . 如 
果 曲 线 上 任何 弦 都 不 落 在 曲线 y= f(x) 在 此 弦 的 两 个 端点 之 间 那 一 部 分 的 下 方 ， 
则 函数 了 上 叫 作 了 上 的 凸 函 数 (convex function) ,也 可 以 说 函数 上 在 上/ 上 是 凸 的 . 
图 3.13 是 凸 函 数 图 像 的 例子 . 

现在 ,我 们 要 把 上 述 的 几何 描述 用 解析 式 子 表示 出 来 . 设 x1,x2€1, 且 xi 一 
x2. 任 意 取 定 XE (xi,x2), 见 图 3.14, 令 

t= 节 一 2 ， 
Xz 一 XI 


由 此 解 出 


多 二 《1 一 !)X1 十 1X2， 
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这 里 IE(0,1). 在 由 两 点 (xi ,71) 与 (xz, yz) 所 决定 的 直线 段 上 , 取 点 (x,y). 在 由 
三 点 (xy),(xzyy),(xzz yz) 所 决定 的 直角 三 角形 上 ,由 相似 关系 ,可 知 

二 一 和 = 二 一 < = 上. 

y2— yi 2 Xi 
从 而 可 以 得 出 y= (1 一 让 yt tyz (0 之 1 过 1). 设 点 (Xi1 ,f(xi1)) 与 (x2 ,f(xz)) 决 定 
一 条 弦 ,那么 前 述 的 几何 定义 可 以 表示 为 

fC(1— xit txa) -fx) + trxz)， 

这 对 一 切 1 € (0,1) 成 立 . 


图 3.13 图 3.14 


为 了 表达 式 的 对 称 性 ,我 们 设 A1 =1- (= !, 于 是 1 盖 0,A2 0 且 )+)z 
=1. 这 样 ,我 们 可 以 给 出 凸 函数 的 下 述 定义 . 

定义 3.5.1 设 函 数 了 在 区 间 了 上 有 定义 .如 果 对 任何 xyxzET7x 天 ta 以 
及 任意 的 4:,z>0, 且 AM +AhMz=1, 都 有 

MX + A2x2) ALfCX) + A2f (x2), 

则 称 f 为 1 上 的 是 函 数 .如 果 上 述 不 等 式 对 任何 x1 关 xz 及 AMz>0CO + 4h2=1) 
不 等 号 总 成 立 , 我 们 就 说 了 在 上 上 是 严格 凸 函数 . 

我 们 首先 证 明 下 述 定理 : 

定理 3.5.7 设 /在 区 间 7 上 是 凸 函 数 , 则 对 任何 zy,xz，m…xrE7, 以 及 1i， 
AM2，…AnZ0, 旦 i++…+hu=1, 都 有 


(Daxi)< Pf) (1) 
如 果 f 是 1 上 的 严格 是 函数 , 则 当 x ,xz,，… ,x 不 全 相等 时 ,有 
f(Daixi)< Par) (2) 
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证 明 ”用 数学 归纳 法 . 当 n=2 时 ,这 正 是 是 函数 和 严格 同 函 数 的 定义 . 设 n= 
KK 之 2 时 命题 成 立 ,我 们 来 证 n 三 k++1 时 命题 也 成 立 . 设 zi ,xxXkrlE1Ai， 
)2，…kilZ0, 并 且 

AI1 十 A2 十 十 Ah+l 二 1. 
今 
Ai 
1 一 人 Ka+l 
易 见 AiD0(CE=1,2 大) 目 A 二 As 十 十 AL =1. 这 时 还 有 
HiX1 十 zx 二 十 AL EI. 


Li (i = 1,2,.,k). 


于 是 


天 十 1 


天 
f(D Aixi)= f((1 一 AN) DY 大 ii 十 Apr1 Xkrl ) 
i=1 i=1 
k 
1- A fF Drixi)+ Aprif Cxkr1) 
i=1 


委 (] 一 a) wz) + Axrf Cxxri) 

一 Pap 
因此 ,我 们 已 经 证 明 : 当 f 为 1 上 的 西 函 数 时 ， 对 任何 上 EN” ,不 等 式 (1) 成 立 . 

再 设 f 是 1 上 的 严格 凸 函 数 , 并 且 xi ,xz，……xn 不 全 相等 .我 们 重新 审查 归纳 

证 明 . 当 n=2 时 ,xi,xz 不 全 相等 就 是 x1 关 x2. 按 定义 ,严格 的 不 等 号 成 立 .假设 
n=k 时 ,严格 的 不 等 号 成 立 .再 设 X11»,X2 ,…，Xx+1 不 全 相等 . 如 果 其 中 的 Xi X2， 
…, Xk 不 全 相等 ,那么 上 述 归纳 法 中 最 后 的 那个 不 等 号 应 当 是 严格 的 ;如 果 xi =…… 
| 


Du = 二 ar = = X1 天 ksl。 


这 时 归纳 过 程 的 第 一 个 不 等 号 就 应 当 是 严格 的 . 总 之 ,不 等 式 (2) 对 一 切 n EN* 
成 立 . 0. 

定理 3.5.8 设 f 在 区 间 1 上 是 是 泪 数 , 则 对 任何 xi ,x2z，…,xnET, 以 及 对 任 
意 的 正 数 Bi ,Bs，…,B, ,有 不 等 式 


Be 
f(D Br/ PB)< HE (3) 


由 
A 
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如 果 了 是 严格 凸 的 ,那么 当 Xi Xz ,Xn ET 不 全 相等 时 , 式 (3) 中 成 立 着 严格 的 
不 等 号 . 
证 明 只 需 令 


再 由 定理 3.5.7 便 推出 本 定理 . 0 

人 们 通常 把 式 (1) 与 (3) 称 为 Jensen( 往 森 ,1859 一 1925) 不 等 式 . 

定理 3.5.9 函数 三 在 区 间 了 上 是 凸 范 数 , 当 且 仅 当 对 任何 (xi,xz)CT 及 任 
何 xE(xzyxz), 有 

f(x) 一 xi) < — f(x1) < 一 12) 
xX— Xl X2 一 Xi X2—X 

了 是 5 上 的 严格 凸 函数 , 当 且 仅 当 式 (4? 中 出 现 的 都 是 严格 的 不 等 号 ， 

证 明 ”必要 性 . 当 xElxi,xz) 时 , 记 

X— XI 


X2—X 
2 >0， 42 = 
X2 一 XI X2 Xl 


(4) 


Al 三 盖 0， 


那么 
A>>0, Xs>0，A1+A2=1, 有 8 x = AIXI + A2X2. 
由 凸 性 的 定义 ,可 知 
fx) = fAixi + A2sx2) AIf XI) + A2f (xz). (5) 
将 f(x) 改 写成 
fx) = Af x) + A2sf (x), 
之 后 代 人 式 (5) ,得 到 
A1Cf x) — flx1)) Af (xs) - fx)). 
用 ,As 同 除 上 式 的 两 边 , 得 到 
ji = fx) fox2) - Fa 
XxX— Xl X2— Xx 
现在 ,我 们 需要 一 个 初等 的 结果 :如 果 b>>0,d>>0, 且 a/b 委 cv/d ,那么 有 


< 全 < 和 
这 一 事实 的 证 明 只 需要 直截了当 的 计算 .现在 
a = f(x)— fx), c= fx) — f(x), 
b=x-x>0, d=x-x>0. 
利用 已 知 的 式 (6) ,立即 可 得 出 不 等 式 (4) .如果 了 是 严格 凸 函数 ,那么 式 (4) 中 出 现 
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的 都 是 严格 的 不 等 号 .必要 性 到 此 证 完 . 
充分 性 .如 果 式 (4) 成 立 , 自 然 式 (6) 也 成 立 .从 式 (6) 开 始 ,把 上 述 的 过 程 反 推 
回去 ,可 得 出 式 (5). 这 正好 是 在 1 上 为 凸 荐 数 (或 严格 凸 函 数 ) 的 定义 . 0 
观察 一 下 这 个 定理 的 几何 意义 是 有 帮助 的 .在 图 3. 15 中 , 画 出 了 曲线 y= 
xx) 的 三 条 弦 , 它 们 组 成 了 一 个 三 角形 .不 等 式 (4) 的 几何 表示 是 
PiP 的 斜率 亿 Pi P 的 斜率 亿 PP 的 斜率 . 
这 正 表 明 曲 线 向 下 凸 . 凸 函数 的 这 一 特性 称 为 割 线 斜率 的 递增 性 ， 


y y=f (x) 


图 3.15 


在 函数 上 存在 导数 广 的 情况 下 ,判断 f 的 凸 性 将 变 得 比较 容易 ,因为 我 们 有 : 
定理 3.5.10 设 f 在 [a,bj 上 连续 ,在 (a,b) 上 可 导 , 则 了 在 [a,b] 上 为 凸 函 
数 (严格 凸 函数 ) 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ,在 (a,b) 上 递增 (严格 递增 ). 
证 明 ”必要 性 . 设 (x1,xz)C(a,b),x 与 x 满足 x 二 x 过 x 过 x2. 先 对 x) 过 x 
二 xz 用 定理 3.5.9, 得 不 等 式 
{OT Hx) Sfx) fx Hx) fA (7) 
X— Xi X2 一 Xi X2 一 其 
再 对 x1 过 x 二 xz 用 定理 3.5.9, 得 
fx) — fx) < {2 — fx) < 12) 一 je ) 
X — XI MX2 一 Xl X2 一 区 
由 式 (7) 的 左边 不 等 式 和 式 (8) 的 右边 不 等 式 , 得 
Frx) — flx1) 二 人 ) — fCx1) =f 一 je ) 


(8) 


(9) 


xX 一 Xl X22 Xl 2 一 关 
在 式 (9) 中 , 邻 x 一 xi ,x 一 x2 ,得 
PC) < FD fo), (10) 
2 一 i 
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这 就 证 明了 了 是 递增 的 . 
在 了 是 严格 凸 函 数 的 情形 下 ,我 们 取 一 点 x" ,满足 x1 达 x "过 x2. 对 xi 过 x* 
用 式 (10) 的 左边 不 等 式 , 对 x <x 用 式 (10) 的 右边 不 等 式 , 得 
flx*)— f(x1) f(x2)— fx”) 
X” — XIl ” X2— xX” 
由 于 了 是 严格 凸 杯 数 ,用 定理 3.5.9, 得 
fx*)— foxi) .flxz)— flx') 
XxX” — Xl ~ X2— XxX” 
由 式 (11) ,得 (x1) 达 1(xz), 即 是 严格 递增 的 .必要 性 证 完 . 
充分 性 . 设 了 在 (a,b) 上 递增 .对 任何 xECxi,xz), 由 Lagrange 中 值 定理 可 
知 , 存 在 SE (xi,Xx) 与 7E (x ,Xz), 使 得 
fx)— flxi) 
X— Xi 
因为 过 x 过 7 ,所 以 六 (&) 声 六 (7), 从 而 有 
f(x)— f(xi) = /2 — f(x) 
X— Xl X2—X 
利用 定理 3.5.9, 可 知 了 在 La ,bj 上 为 凸 函 数 .容易 看 出 , 当 广 严格 递增 时 ,了 (5) 过 
请 (7) .上述 不 等 式 中 成 立 着 严格 的 不 等 号 ,从 而 f 在 La ,bj 上 是 严格 的 凸 函 数 . 口 
当 f 在 (a,b) 上 有 二 阶 导数 时 ,我 们 有 下 列 应 用 起 来 更 方便 的 定理 . 
定理 3.5.11 设 孔 数 f 在 La,b1] 上 连续 ,在 (a,b) 上 有 二 阶 导数 , 则 f 在 
La,bj 上 为 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 ,之 0 在 (a,b) 上 成 立 ;而 f 在 [a,b] 上 为 
严格 的 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 ,ff 写 0 在 (a,b) 上 成 立 , 并 且 在 (a,b) 的 任何 开 


f' (xi) 去 f(x). (11) 


二 f° 6é), f(x2) — fx) 二 广 (7). 
X22 一 


2 


的 子 区 间 内 f" 不 恒 等 于 0. 
证 明 ”第 一 个 结论 ,可 由 定理 3.5.1 与 定理 3.5.10 得 出 ;第 二 个 结论 ,可 由 定 
理 3.5.4 与 定理 3.5.10 推出 . 0 


对 具体 的 凸 函 数 使 用 Jensen 不 等 式 ,可 以 得 出 许 许多 多 的 不 等 式 , 这 是 证 明 
与 构造 不 等 式 的 一 种 常用 的 方法 . 
例 7 设 a1,a:,…,a, 是 nn 个 不 全 相等 的 正 数 ,定义 


a + a3+.…+a’ lx 
mo 人 ) ， < 天 0， 


VQi1a2… 0 ， X 二 0. 
证 明 :f 是 ( 一 oo ， 十 cs ) 上 的 严格 递增 函数 . 
证 明 先 设 0 和 <<8, 我 们 证 明 f(a) 达 fC(8), 即 
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a a oo. a\l/a 月 8 eon BuB 
(2 2 < (全 全 一 er) . (12) 
hn n 
记 b;=a?,a;i=b; ,p=B/a, 式 (12) 就 变 成 
(+t b bf+bs++ bs 
n n 


有 


a 


p 

) < (p =>1). 43) 
记 g(x)=x? (x 之 0). 则 g(x)= pr 8 COx)=pP-l)x2>>0, 因 此 8 是 
(0, + o ) 上 严格 的 凸 函 数 , 由 定理 3.5.7 知 不 等 式 (13) 成 立 , 因 而 式 (12) 成 立 .在 


不 等 式 (12) 中 令 a 一 0 ,由 2.8 节 中 的 例 4, 即 得 
8 8 十 。。 BB 
Vaid2"an < (到 一 些 一 一 一 2) (8 > 0). 


n 
再 设 a 二 8 二 0, 则 一 a 这 -8>0. 对 a7l,az!l,…,ax! 这 组 数 用 刚才 的 结果 ,得 


Cai + (Ca) e+. + (Canl)-P 2 (ai + (qz2l)* 十 十 (Ta 
( n ) <( n ) ” 


即 


由 此 即 得 


(2 + ta 14) 


n 


在 式 (14) 中 令 B->0” , 即 得 
a a so. a\l/a 
(一 人) aaa, (a <0). 


n 
这 就 证 明了 f 是 (一 ,+ %) 上 严格 的 递增 函数 . 0 
由 定理 3.5.7 知道 ,在 式 (1) 和 (3) 中 ,等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 wy = … = 
an .从 帮 0) 委 帮 1), 即 得 早已 知道 的 几何 平均 -算数 平均 不 等 式 : 
0T0 < te, 


等 号 成 立 当 且 仅 当 CI 一 CQ2 一 …… 二 dn. 


另外 ,容易 证 明 : 
. Cr 十 CQ 十 十 CE AVI 
lim ( 1 全 “ ) = maxCalyQ2，…Qn)， 
Poa 


， a + as+ + ar\ . 
lim (和 一 全 人) min(ai,Q2,." ,dn). 
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练习 题 3.5 


. 研究 下 列 函数 在 指定 区 间 上 的 增 减 性 : 
(1) f(x)=tanx,(— nx/2,n/2); 

(2) f(x)=arctan x — Xx,R. 

. 证 明 不 等 式 : 


(1) x(x—arctan x)>0(xA0); 
3 

(3) x- 右 sin x<x (x>0); 

. 证 明 不 等 式 : 

(1) 当 0<x*i<<xr<<r/2 时 ， 


tan Xx» 
tan Xi 


(2) 当 x*,y>0 且 8>a>0 时 ， 
(和 " 十 Ye) 
(3) 若 x 盖 -1, 则 
(1+X) < 妇 1+ ax 
(1+xX) 之 1+ax 
(4) 设 p 之 2, 当 xE[0,1] 时 ， 


(CH) + (3) 


(0 二 a 
(a 0, 


2 
(2) x 一念 <In(1+ x) x(x>0); 


(4) In(1+x)> 


2 区 (区 >0). 


X2 
一 


Xl 


> (Cx? + ye) Fs 


1)， 
a 之 1); 


己 二 (1 +x). 


. 设 函 数 f 在 [0,1] 上 有 三 阶 导 消 数 , 且 f(0)=f(1)=0. 令 F(x)=x*f(x), 求 证 :存在 SE 


(0,1), 使 得 FY(§)=0. 


. 设 函 数 f 在 区 间 [0, + %w) 上 可 导 ,f(0)=0, 且 了 严格 递增 .求证 : f(x)/x 在 (0,+ %) 上 


也 严格 递增 . 


. 设 函 数 f 在 R 上 有 和 界 且 广 之 0. 证 明 :/ 为 常 值 函数 . 
. 设 函 数 和 g 在 区 间 [a, + %~) 上 连续 ,上 且 当 x>>a 时 |f(x)| 志 g(x). 证 明 ; 当 x 之 a 时 ， 


| fx) 


-fla) |< g(x) — gla). 


(1 ~ x)(x’e’* ~ e*)>0. 


. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 ; 
(1) f(x)=x*-2x*+5(|x|<2); 
(3) f(x)= xiln x (x>0); 


(2) f(x)=sin2x— x (|x|<r/2); 
(4) f(x)=x: -3x+2(xER); 
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10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 


19. 


22. 


(5) fx) = |x: -3x+2| (|x|<10); (6) f(x) = arctan 1 +* (0<x<1). 
质量 为 W 的 物体 放 在 一 粗 烟 的 平面 上 ,对 它 施加 一 个 力 以 克服 摩擦 ,使 它 在 平面 上 滑 


动 . ee 问 该 力 应 与 水 平面 成 何 角 度 , 方 可 使 力 最 小 ? 
内 接 于 椭圆 所 25+ p21、 边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 , 何 时 面积 最 大 ? 


对 体积 一 证 的 加 人形 由 和 其 高 与 底 半 径 之 比 为 多 少时 ,表面 积 最 小 ? 

从 半径 为 R 的 圆 纸 片 上 剪 去 一 个 扇形 ,做 成 一 个 圆锥 形 漏 斗 , 如 何 选取 扇形 的 项 角 , 可 
使 漏斗 的 容积 最 大 ? 

设 0<a<<b 委 2a. 在 区 间 [a ,上 讨论 双 曲 线 妙 =1. 在 该 曲线 上 每 一 点 作 切 线 , 它 与 横 
轴 及 两 条 平行 直线 x = a ,x = b 围 成 一 个 梯形 . 问 这 条 切线 位 于 何 处 ,才能 使 梯形 的 面 
积 最 大 ? 


对 某 量 作 n 次 测量 ,得 到 个 数据 x ,x2，…,x。. 试 求 出 一 数 x" ,使 得 函数 之) (x x,) 
在 x" 处 取得 最 小 值 . 
求 出 使 得 不 等 式 a* 宇 x"(x 汪 0) 成 立 的 一 切 正 数 a. 
设 函 数 在 [a,b] 上 连续 , 导 函 数 了 在 (a,b) 上 递增 .求证 :对 任何 xE[a,bj, 有 
Cb-x)fla)+ x- a)f (l(b) (hb — a)flx). 
判断 以 下 函数 有 的 凸 性 : 
(1) f(x)= x*(y 之 1, x 之 0); 
(2) f(x)=a*(a>0,xER); 
(3) f=In tT (x>0)s 
(4) f(x)= xln x (x>0); 
(5) f(x)= -Sinx(0O<x<r). 
证 明 下 列 不 等 式 , 并 指明 式 中 等 号 成 立 的 条 件 : 
(1) amet na +tast++a™")/n,a>0B azzl; 
(2) 当 x ,Xs Xn 0 时 ， 
XI 十 X22 十 玉 十 Xn 过 (Xi XX Dt 
(3) 设 2 An0O 且 Ai 十 人 zz 十 十 人 ， 二 1， 则 对 一 切 Xi 疡 0 (i = 1,2,-…,n), 有 


Xt X2:* < Pan 


. 证 明 : 同 一 区 间 上 的 两 个 凸 函数 之 和 仍 为 凸 函 数 . 
21. 


设 六 [ae,b]-~R 为 凸 函 数 .如 果 有 cE (ap) ,使 得 Fa)= Foc) = f(b), 求 证 :f 为 常 值 
函数 . 
设 ec<p<c<d. 求 证: 若 了 在 [ec] 及 [b,d] 上 为 凸 函 数 ,那么 了 在 [e,d] 上 也 是 凸 
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晃 数 . 
23. 设 函 数 在 [a ,bj 上 连续 ,在 (a,b) 上 二 次 可 导 , f(a)= f(b)=0, 且 存在 cE l(a,b), 使 
得 F(c)>0. 证 明 :存在 SE (ab)，, 使 得 广 ( 和 < 天 0， 


问题 3.5 


1. 设 1 是 一 个 开 区 间 ,f 是 1 上 的 凸 函 数 .求证 : 
(1) 在 7 上 存在 递增 的 左 导 函数 广 和 右 导 函数 户 ,并 目 扩 筷 f 对 xXE 1 成 立 ; 
(2) 设 xET, 若 所 在 点 x 处 左 连续 ,或 者 广 在 点 x 处 右 连 续 , 则 了 三 在 点 x 处 可 导 ; 
(3) 若 La,pb]C1, 则 当 x,xsE[a,b] 时 ,有 
| fCxz) — fx) | MI| x -xi|, 
其 中 M 为 常数 ,从 而 知 凸 函数 总 是 连续 的 . 
2. 设 /为 一 个 开 区 间 ,函数 了 在 1/ 上 为 凸 函数 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ,对 每 一 点 cE 71, 都 存 
在 一 个 数 a ,使 得 
f(x) 守 a(x -cec)+ fc) 
对 一 切 xE 了 成 立 .请 对 此 作出 几何 解释 . 
3. 设 函 数 了 在 区 间 7 上 可 导 , 则 了 在 了 上 为 凸 函 数 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ,图 像 G( 亡 位 于 
它 的 每 一 条 切线 的 上 方 . 
4. 设 f:[0, + o) 一 R, 且 对 任何 xE[0,+ %), 有 x= f(x)e""?. 求 证: 
(1) f 是 严格 递增 的 ; 
(2) lim f(x)= + co 
fx) 
Inx 


5. 设 p 是 多 项 式 .如 果 


(3) lim 1. 


p(x)— p(x)- p(x)+ p(x)0 
在 (- ,+ %) 上 成 立 , 求 证 : p 宕 0. 
6. 设 方 阵 A4= 《aj)(i,j=1,2,…,n) 中 的 一 切 元 素 均 为 正 数 ,其 各 行 的 和 以 及 各 列 的 和 均 
为 1. 又 设 x 是 一 个 n 维 列 向 量 ,各 分 量 均 为 正 数 . 邻 y= Ax, 并 设 x 与 y 的 分 量 分 别 为 


Xis X29 Xn 及 yi ,yy 求证 :yp 人 Ka 
7. 设 微分 方程 为 


y(a) = 4， 
y(b)= 8B, 
其 中 q(x) 一 0,A,B 为 常数 .如 果 这 个 方程 在 La,b] 上 有 连续 的 解 , 则 解 必 是 唯一 的 . 
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8. 令 P CO=1+x+ 产 + .+ 五 (OAEN" ). 求 证 ， 
(1) 当 x<<0 时 ， 
P(X) > €* > Po (xX); 
(2) 当 x>0 时 ， 


o> PC (1+ 并 ) . 
9. 设 fE cta,b] ,定义 函 数 


DzFCo) = jim 帮 人 和 二 从 < 人 2 


h? 
(假设 对 任何 xE (a,b), 上 述 极限 均 存 在 ). 若 Df(x)=0(a< 过 x 二 b), 求 证 :f(x) = 
ciX+ cz, 其 中 c1,c, 为 常数 . 

10. 对 任意 的 正 整 数 n ,证 明 : 当 xE(0,x) 时 , 恒 有 


~ sin kx 
3 EF >0. 


3.6 LL’Hospital 法 则 


设 函 数 了 与 8 在 xo 的 近 旁 (可 能 除 点 xo 之 外 ) 有 定义 .又 设 当 x 一 xo 时 f(x) 
一 人, 但 是 g(x) 一 0, 因 此 就 不 能 直接 用 “ 商 的 极限 等 于 极限 的 商 ” 这 一 性 质 来 计算 


Jim se 而且, 我 们 还 知道 这 一 极限 存在 时 ,必须 有 1= 0, 这 是 因为 
flx) 
1= lim fx) = lim gCX) gx) 
. fen) 2 0. jmf - 
这 时 ,我 们 面临 着 在 条 件 
lim f(x) = lim g(x)=0 
之 下 ,极限 
im 下 2) 
xxg(CX) 
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的 计算 问题 .我 们 把 这 种 极限 类 型 记 作 “了 型 ,请 特别 注意 ,由 仅仅 是 一 个 代表 基 


种 极限 类 型 的 记号 , 决 不 意味 着 “0 可 以 用 作 除 数 ”. 回忆 2.8 节 中 的 记号 "1” 型 ”， 
就 不 会 对 当前 的 记号 感到 奇怪 了 . 


应 用 Cauchy 中 值 定理 ,可 以 容易 地 得 到 求全 型 极 限 的 一 种 有 效 的 办 法 .我 们 


只 对 单 边 极限 进行 讨论 ,对 双边 极限 也 将 有 同样 的 结果 ,因为 这 时 可 以 化 作 左 极限 
和 右 极限 来 考虑 . 

定理 3.6.1(L'Hospital( 洛 必 达 1661 一 1704)) 设 f,g 在 (a,b) 上 可 导 . 并 日 
8(X) 关 0 对 xE (a,b) 成 立 .又 设 
lim f(x) = lim g(x) = 0. 


Xa 


在 这 些 条 件 下 ,如果 极限 
.fCx) 
lm OO 
xat R(X) 
存在 (或 为 % ) ,那么 便 有 
im LD = lim £0. 
Ca SCX) x-a' 8 (x) 


证 明 补充 定义 
fla) = g(a) = 0， 
以 保持 f,8g 在 [a,b) 上 的 连续 性 .利用 Cauchy 中 值 定理 ,对 xE (a,b), 有 
foi) ci) 一 ae) 大) 
8Cx) g(x)—- g(a) 8006) 
这 里 a 过 <<x. 由 此 可 见 , 当 x>a' 时 ,有 ->a' .因此 
fox) 1 ffx) 
Lm gx) Lm rE) Lm ey 
如 果 上 式 中 的 最 后 一 个 极限 仍 是 全 型 的 ,那么 在 确定 ,g 仍 满足 定理 的 条 件 
之 后 , 便 可 得 出 


D 


im HD = tim = m2. 
ra’ BEX) rat (X) reat 8 (Xx) 
在 需要 的 时 候 , 这 一 过 程 可 以 再 继续 下 去 . 


我 们 将 通过 例子 看 到 ,用 L Hospital 法 则 来 求 刀 型 极限 ,的 确 是 一 种 简单 有 效 
的 方法 .人 们 几乎 只 需 从 事 非常 机 械 的 求 导 计算 . 机械 式 的 操作 往往 使 人 麻木 , 因 
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此 我 们 在 这 里 提醒 读者 :在 使 用 L?Hospital 法 则 计算 极限 的 时 候 ,要 检查 定理 的 条 
件 是 否 被 满足 ,想到 使 用 等 价 无 穷 小 替换 ,并 且 把 那些 有 确定 的 、 非 零 的 极限 的 因 
式 及 早 地 分 离 出 来 .这 样 做 能 够 减少 麻烦 ,提高 效率 ， 


例 1 计算 极限 lim 2.c9s 交 

过 谢 = 雪 Hg 四 se = 直 = 雪 0=0 . 
例 2 计算 极限 lim a xX Sn. 

解 lim* im im 0 


L "Hospital 法 则 当 x 一 + % (一 co 或 o ) 时 也 是 成 立 的 ,因为 我 们 有 : 
定理 3.6.2 设 函 数 f,g 在 区 间 (a, + o) 上 可 导 , 且 8Cx) 天 0 对 yxE 


(ay, + ce) 成 立 , 并 且 
lim f(x) = lim g(x) = 0， 


那么 当 lim 万 5 存在 (或 为 中 ) 时 ,有 
r=+m gg (xX) 


im 1 - lim F000 
ttm g(X) +o gg (x) 
证 明 作 变 换 x=1/1, 则 x 一 + “相当 于 1 一 07 .这 时 ,我 们 有 


limf (0)= lime (1)= 0 


依 定理 3.6.1, 可 知 


im f(x) f 


1) 
etm Bg(X) oa0 0 (L) 


= lim CC) 
) “a0 


/1 
A = lim 广 (zx) 
00) re 


t 


如 果 在 同一 极限 过 程 中 ,有 


limf(x) = “, limg(x) = %, 


这 时 称 极限 
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为 “ 宇 型 ". 对 这 种 类 型 的 极限 ,自然 也 不 能 用 “ 商 的 极限 等 于 极限 的 商 ” 这 一 性 质 ， 
但 是 同样 也 有 相应 的 L Hospital 法 则 . 
定理 3.6.3 设 函 数 f 与 g 在 (ea ,pb) 上 可 导 ,8(x) 天 0, 且 


lim g(x) = % 


如 果 极 限 lim / 存在 (或 为 om ) ,那么 


8 
lim £2 = jim 2. 
xat BX) rat 8 (X) 


证 明 令 


(1) 


我 们 只 对 ! 为 有 限 数 的 情形 来 证 明 本 定理 ,而 != - % 或 1= + % 时 ,证 明 是 类 似 
的 .根据 式 (1) ,对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 在 一 个 S>0, 当 xE(a,a+G) 时 ， 

f(x) 
g(x) 
因此 ,对 (x,c)C(a,a+6), 依 Cauchy 中 值 定理 , 必 存 在 SE (x,c), 使 得 
f(r) -fee _f 8) 
g(x)—g(c) g(é) 


i-—-eC< <l+e. 


[ei 1l+é€. 


但 因 


fi- foc) (£2 _ fo ) (1 四 Se ) 
g(x)— g(c) g(x) g(x) gCx)/ “” 


固定 c, 对 x 一 a ’ 取 上 极限 ,得 


. fix) 
1 < /+e. 
0) 


令 s 一 0, 得 


ii . 
TP or) ~ 


利用 同样 的 技巧 ,还 可 以 得 出 
jim i fx) 
im inf 


sat BC 


这 也 就 是 
fx) _ 
x+ BCX) 
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在 这 个 证 明 中 ,用 到 了 函数 的 上 下 极限 ,因此 十 分 简洁 .应 当 强调 指出 的 是 ,本 
定理 省 去 了 通常 还 要 加 上 的 另 一 个 条 件 : 
lim fx) = %. 


天 人 


1 必要 的 . 如 果 它 不 存在 , 那 就 谈 不 上 


L”Hospital 法 则 .例如 


lim <X+ sinx -= lim1+lim snx =1+0=1， 
Xe oo Xx Xm XA > 
但 是 
lim + sinx) -lim(l + cos x) 
XA (Xx) YX oo 
不 存在 ,不 符合 法 则 的 先决 条 件 .这 个 例子 也 说 明 ,由 lim f 帮 汪 不 存在 ， 不 能 断言 
lim 睦 人 2 不 存在 . 
rat BX) 


利用 定理 3.6.3, 可 以 用 统一 的 方法 对 2.6 节 中 提 到 的 下 面 几 个 无 穷 大 的 量 级 
作 一 比较 . 当 x 一 + o 时 ,函数 
Inx, x’(K>0), e*, Xx” 
都 是 无 穷 大 . 可 以 证 明 : 在 上 述 的 顺序 中 ,后 一 个 是 比 前 一 个 更 高 阶 的 无 穷 大 . 事 
实 上 ， 
ln X .» 1 1 1 ,. 1 


0 
设 正 整数 n 满足 n 一 1<xn ,于 是 连续 使 用 L Hospital 法 则 n 次 之 后 ,可 得 
一 2 
lim 二 = + lim x = = pp(p— 1) im Ea 
e tm C e 


-nn 


= = -1A—-nt+1) lim 和 
此 外 ,还 有 


[Ml : 
lim = lim e*‘1-Iinx) 二 0. 


得 到 这 一 个 等 式 时 ,根本 不 需要 用 L' Hospital 法 则 . 
定理 3.6.3 中 只 要 求 分 母 是 无 穷 大 量 ,这 对 处 理 某 些 问 题 带 来 了 方便 . 
例 3 设 f 在 (a,+ %) 上 可 导 , 且 lim f(x) =0. 求 证 : 
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lim fx) = 0. 


X=+o x 


证 明 ”因为 分 母 g(x) = x 一 + % ,用 定理 3.6.3, 立 刻 得 到 
lim Fe = lim f(x)=0. 0 


3.4 节 中 的 例 4 曾 用 Lagrange 中 值 定理 证 明 过 这 个 结论 ,与 之 相 比 ,现在 的 
做 法 简单 了 许多 . 
例 4 设 f 在 (a,+ %) 上 可 导 . 如 果 对 a0， 
lim (af (x) + xf'(x)) = 有， 
证 明 : lim f(x)= PB/a. 
证 明 因为 a 二 0, 所 以 lim zx = +o. 由 定理 3.6.3, 得 


xx) Tim axe1fCxz) + xeF(x) 
Xt+m ax”! 


iim f(7) = lim, 
= Xp x))= 8 
(ft) 1 
在 计算 极限 时 ,有 时 也 会 遇 到 “0。 型"“o - % 型 "“0? 型 "~“e。 型 "等 情况 .这 
些 记号 的 意义 不 难 由 它们 的 外 形 来 推断 .只 要 经 过 适当 的 变换 ,最 终 都 可 以 化 为 
“全 型 "或 "全 型 "的 情况 ,再 使 用 L Hospital 法 则 去 解决 
例 $ 求 极 限 lim xln x (4>0). 


解 这 是 “0 * % 型 ", 但 可 以 化 为 * 宪 型 ”. 


例 6 求 极限 lim (sec x— tanx). 
解 这 是 “c - 型”, 但 可 以 变化 为 “对 型 ” 


。 . 1— sinx . COSX 
lim (sec x — tan x) = lim = lm ~=—— = 0. 0 
Xn/2 


rs/2 COSX xzx/2 SIN x 
例 7 求 极限 lim (sin x)*. 
x--0™ 


解 这 是 “0? 型 > 由 于 


(sin x)” 二 ensinx, 


我 们 只 需求 出 lim xln sin x ,而 这 已 是 “0。 型 .由 于 
XxX"0 
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xln sinx = xlnx+ xln 2 *， 
利用 例 5 的 结果 ,可 得 
limxiln sin x= limxlnx+ lim ln SI 
Xe0 0+ Xe 
=0+0。.lInl1=0. 
可 见 
jim(sin x)* = ee = 1. 口 
-0 
例 8 求 极限 lim (tan x)x 2 
x—(x/2) 


解 ” 这 是 *%" 型 ”. 作 变换 1 = x/2 一 x, 则 当 x 一 (x/2) 时 ,1 一 0 ,从 而 原 极 
限 变 成 


/COSI\N’ _. 1 加 
lim | 二 = lm 一 一 -一 = 1， 
or “Sint 0+ (Sin 1) 


这 里 利用 了 例 7 的 结果 . 轩 


练 习题 3.6 


1. 计算 下 列 极限 : 


bx 


(1) lim 一 ce (2) limtan 妆 一 上 
re0 Sin ax 一 Sin bx ye0 X— Sinx 
(3) limn zcotx 二 (4) lim ze + -2 DD, 
x{} pa x Xx 
(5) Jim ee， (6) lim In xln (1—x); 
Xt x=] 
(7) lim x’*; (8) lim Xs 
we 人 一 
. Q . 1 _ 1 
(9) lim (cos x ) ; (10) lim( 下 一 7); 
. 1 1 . 1 
(1 lim( 雯 Th) (12) limx( (1+~) -~e); 
. 2 1 . 2 * 
(13) lim( arccos x ) ; (14) lim (arctan x) 。 
x0 nn xr-e+o nT 


2. 设 在 点 x 处 有 二 阶 导数 .求证 : 

fix+h)+ f(x— h)—2f(x) 
h? . 

由 此 推出 结论 :若是 二 阶 可 导 的 凸 函 数 , 则 必 有 f" 之 0. 
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3. 设 f 在 0 的 某 一 邻 域 内 有 二 阶 连续 导数 , 且 f(0) =0. 定 义 g(0)= 了 (0), 且 当 x 关 0 时 

g(x)= f(x)/x. 求 证 :g 在 此 邻 域内 有 连续 的 导 函 数 . 
4. 设 f 在 (a,+ %) 上 可 导 . 如 果 

lim (fCx) + xf (x)In x) = 1， 

证 明 : lim f(x)=1. 

5. 设 f 在 (a,+%m) 上 有 二 阶 导数 .如 果 
lim (f(x) + 2f' C(x) + f°(x)) = 1, 
证 明 : lim f(x)=1, 且 limf (x)= limf"(x)=0. 


3.7 函数 作 图 


在 2.3 节 中 曾经 说 过 ,函数 有 三 种 表示 方法 , 即 列表 法 、 图 示 法 和 解析 法 (或 公 
式 法 ), 并 且说 过 ,用 图 形 来 表示 函数 有 直观 、 醒 目的 优点 .从 图 形 上 看 ,函数 的 动态 
即 它 的 递增 ,递减 . 正 性 、 凸 性 将 一 览 无 余 . 但 是 ,用 图 形 表 示 的 函数 不 便于 作 理 论 
上 和 数值 上 的 研究 ,所 以 人 们 常常 偏爱 用 解析 式 表达 的 函数 .不 过 ,在 许多 场合 ， 
们 也 希望 将 一 个 已 有 解析 式 的 函数 用 图 形 表示 出 来 ,以 便 直观 地 了 解 它 的 性 态 .这 
就 产生 了 函数 作 图 的 需要 .虽说 当代 的 电子 计算 机 在 带 有 作 图 软件 的 环境 中 ,能 在 
项 刻 之 间 相 当 准 确 地 描绘 出 十 分 复杂 的 初等 函数 的 图 像 , 但 是 我 们 这 里 即将 介绍 
的 “函数 作 图 ”, 并 没有 失去 它 的 价值 . 这 是 因为 :第 一 , 当 我 们 手头 上 没有 计算 机 
时 ,可 作为 应 急 的 办 法 ;第 二 ,在 许多 场合 我 们 并 不 刻意 去 追求 数值 的 准确 性 ,需要 
的 是 了 解 函数 的 几何 形态 ,数值 的 精确 性 是 第 二 位 的 要 求 . 

一 般 来 说 ,在 作 图 之 前 ,我 们 应 当 考虑 下 列 三 点 : 

(1) 明确 函数 的 定义 域 和 值 域 ,以 界定 函数 图 像 的 存在 范围 ， 

(2) 函数 是 否 具 有 对 称 性 ,这 又 可 以 分 为 轴 对 称 和 中 心 对 称 : 如 果 找 到 了 对 称 
轴 或 对 称 中 心 ,我 们 的 劳动 将 减少 一 半 ,对称 的 部 分 可 以 用 “复制 的 方法 得 到 ; 

(3) 函数 是 否 具有 周期 性 ,对 周期 函数 ,只 需 作出 它 在 一 个 周期 之 内 的 图 像 . 

在 定义 3.5.1 中 ,我 们 定义 过 上 是 函数 和 严格 凸 函 数 , 但 并 未 引进 所 谓 “ 凹 函数 ” 
和 ”严格 凹 函 数 " 这 些 名 词 ,而 且 今后 也 不 使 用 这 些 名 词 . 但 是 ,在 函数 作 图 的 时 候 ， 
为 了 表达 上 的 方便 , 当 一 了 在 某 一 个 区 间 上 为 凸 函数 时 ,我 们 称 y= f(x) 的 图 像 在 
该 区 间 上 是 “目的 ”, 相 应 地 也 有 图 像 为 “严格 凸 的 ”这 种 说 法 . 
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定义 3.7.1 设 函 数 f 在 xo 的 两 旁 ( 包 括 xo 在 内 ) 有 定义 .在 z 的 一 侧 图 像 
y= f(x) 是 严格 凸 的 , 另 一 侧 是 严格 四 的 ,那么 称 xo 是 f 的 一 个 拐点 . 

显然 , 当 /在 xo 的 近 旁 有 连续 的 二 阶 导数 时 ,xo 为 拐点 的 必要 条 件 是 有 (xo) 
=0. 不 过 ,这 不 是 拐点 的 充分 条 件 .考察 函数 f(x) = 六, 虽然 这 时 有 f (0)=0, 但 
x=0 不 是 的 拐点 ,这 是 因为 f(x) =12x: 汪 0(x 关 0), 所 以 了 在 R 上 是 严格 凸 
的 .如 果 f(xo)=0, 并 且 在 xo 的 一 侧 取 正 值 ,在 另 一 侧 取 负 值 ,可 以 断言 xo 是 
了 (或 图 像 y= f(x)) 的 拐点 .在 拐点 的 近 旁 ,曲线 在 拐点 上 的 切线 把 曲线 y= f(x) 
分 在 它 的 两 侧 . 这 一 观察 对 函数 作 图 会 有 帮助 ， 

为 了 使 函数 的 几何 形态 尽 可 能 地 精确 ,还 需要 引进 曲线 的 渐 近 线 的 概念 . 

定义 3.7.2 (1) 如 果 lim f(x)=a 或 lim f(x)=b, 则 称 y=a 或 y=b 为 
y= 了 (x) 的 一 条 水 平 渐 近 线 ; 

(2) 如 果 lim f(x)= 土 w 或 lim f(x)= 十 %, 则 称 x=xo 为 y= f(x) 的 一 条 


坚 直 渐 近 线 ， 

(3) 如 果 a 关 0, 使 得 lim (fx) — (ax+b))=0 或 lim (f(x) — (ax+b))= 
0, 则 称 y= ax+b 为 y=f(X) 的 一 条 饼 渐 近 线 . 

水 平 渐 近 线 和 竖 直 渐 近 线 往往 一 眼 就 能 看 出 来 .例如 ,= 0 是 y= 了 -5 的 一 
条 水 平 渐 近 线 ,x=r/2 和 xx=-r/2 是 y=tanx 的 两 条 竖 直 渐 近 线 . 

如 何 求 y= 了 (x) 的 斜 源 近 线 ? 设 y= ar + b 是 y= (x) 的 一 条 斜 渐 近 线 . 
由 于 


0= lim 长 本 cx 所 jim (FO a)= jm KY -a, 
XA+%m x Xr+om Xx 大 -十 om x 
所 以 
a = lim 2 (1) 
x+o XX 
有 了 a, 便 可 以 从 
b= lim (f(x) — ax) (2) 


求 得 5b. 式 (1) 和 (2) 便 是 求 斜 浙 近 线 的 公式 . 
例 1 求 函数 y= 负 二 习 ; 的 渐 近 线 . 


， + Xx) 
解 记 f(x) = 也 二 忆 , 则 显然 有 
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lim f(x) =-o， lim f(x) =+o. 
因此 ,x=1 是 y=f(X) 的 一 条 竖 直 渐 近 线 . 由 于 
-人 
b= inf- = +) 
所 以 y= -地 x 一 站 是 y=f(x) 的 一 条 斜 源 近 线 . 0 


现在 可 以 列 出 作 图 的 大 致 步 又 : 

(1) 确定 函数 的 定义 域 ， 

(2) 判定 函数 是 否 有 奇偶 性 、 周 期 性 及 其 他 对 称 性 ， 

(3) 确定 函数 的 增 减 区 间 及 极 值 点 ，; 

(4) 确定 函数 的 凹凸 区 间 及 拐点 ; 

(5) 确定 函数 是 否 有 渐 近 线 ; 

(6) 求 出 一 些 特殊 点 的 值 . 

例 2 作出 多 项 式 函 数 Fx)=4x -3x 的 图 像 . 

解 ”这 是 一 个 奇 函数 ,所 以 只 需 在 [0, +  ) 上 讨论 . 求 导 得 

f(x)=12x: -3, f°(x)=24x. 家 3.1 
由 此 可 知 x=1/2 是 ff 在 [0, + ~) 中 唯一 
的 驻 点 .实际 上 ,1/2 是 最 小 值 点 ,最 小 值 是 
f(1/2) = -1, 其 值 域 是 [ -1, + %). 函数 
在 [0,1/2] 上 严格 递减 , 当 x 二 1/2 时 严格 
递增 ,在 [0, + %) 上 严格 凸 . 

把 以 上 结果 填 人 表 3.1 中 . 

根据 表 3.1 以 及 有 (0) = 0, F(v3/2) = 0, 便 可 画 出 y= 4x? -3x 的 图 像 了 
(图 3.16). 


例 3 设 函 数 
f(x) = (x — 1)* +2lnx, 
作出 函数 f 的 图 像 . 
解 f 的 定义 域 是 (0, + %), 没 有 对 称 性 和 周期 性 .计算 导数 ,得 


fx) = 2({(x 二) + 总 )>0 (x > 0), 
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>0,， x>1, 

<0,， 0<x<1. 

因此 x=1 是 拐点 .由 lim f(x) 二 一 , 知 
x=0 是 一 条 竖 直 渐 近 线 .由 4 = lim 全 
= + c%, 知 了 没有 斜 渐 近 线 .根据 f(1)=0， 
(1)=2 及 表 3.2, 即 得 y= f(x) 的 图 像 ， 
如 图 3.17 所 示 . 

在 例 3 中 ,我 们 只 描绘 了 曲线 上 的 一 
个 点 .为 什么 只 取 一 个 点 就 基本 上 符合 要 求 了 呢 ? 这 是 因为 我 们 并 不 在 乎 数值 上 
的 偏差 ,重视 的 乃 是 函数 的 形态 ,是 “神似 ”. 当 我 们 欣赏 一 个 优秀 的 漫画 家 创作 的 
某 名 人 的 漫画 时 ,一 看 便 知 是 谁 , 这 就 是 “神似 ,这 绝 不 意味 着 漫画 中 五 官 配置 的 
比例 与 真人 的 严格 相等 . 


f°(x) = 2(1- 三) 


x2 


图 3.16 图 3.17 


例 4 作 函 数 y= 站 的 图 像 


2 
解 _ 记 f(x)= 刀 二 莒 ;, 它 的 定义 域 是 (一 ,1),(1, + %). 计 算 导 数 ,得 


f'Cx) = (3— x)(l + x) f”(x) = 


2 
4(1—-x): °° (1 ~ x) 
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易 知 x=3 和 x= -1 是 驻 点 .根据 六 和 广 填写 表 3.3. 


Xx (3,+ 0%) 
矿 一 

fr - 

f 四 


又 从 例 1 知 道 , 它 有 坚 直 渐 近 线 x = 1 和 斜 渐 近 线 y= -十 (x + 3), 再 由 
f( 一 1)=0,f(3) = -2, 可 得 其 图 像 如 图 3.18 所 示 . 


图 3.18 


练习 题 3.7 


画 出 下 列 曲线 ， 

(1) y=x*—2x+10; (2) y=e-*; 

(3) y=1n(1+ x*); (4) y=x—In(l+x); 
三 Xx s = xe *, 

(5) y Ts (6) y= x’e *; 
= 人 1+， ， = 

(7) y= 5 +arccot x; (8) y CT 
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一 一 Taylor 定理 


在 第 3 章 中 ,Lagrange 中 值 定 理 可 以 说 是 其 中 最 重要 的 定理 ,我 们 已 经 看 到 
它 的 许多 应 用 .在 本 章 中 ,我 们 要 把 Lagrange 定理 作 进一步 的 推广 ,得 出 所 谓 的 
Taylor( 泰 勒 ,1685 一 1731) 定 理 .我 们 不 想 把 话说 得 太 绝对 ,但 至 少 可 以 说 :凡是 用 
一 元 微分 学 中 的 定理 ,技巧 能 解决 的 问题 ,其 中 的 大 部 分 都 可 以 用 Taylor 定理 来 
解决 .掌握 了 Taylor 定理 之 后 , 回 过 头 去 看 前 面 的 那些 理论 ,似乎 一 切 都 在 你 的 掌 
握 之 中 ,使 你 有 一 种 “会 当 凌 绝顶 ,一 览 众 山 小 ”的 意境 . 从 这 个 意义 上 说 ,“Taylor 
定理 是 一 元 微分 学 的 顶峰 ?并 不 过 分 . 


4.1 函数 的 微分 


设 函 数 f:(a,b) 一 R. 回顾 f 在 点 xoE(a,b) 处 可 导 的 定义 , 即 极限 
lim f(xo + AxX)— f(xo) 
Ax—0 AXx 
存在 ,通常 记 它 为 (xo). 由 此 推 知 
flxo + Ax)— f(xo) 


A —f (x0) 
当 Ax 一 0 时 是 一 个 无 穷 小 .或 者 说 , 当 Ax 一 0 时， 
fxo + Ax) — fxo) = f (xo)Ax + oCAxr)， (1) 


此 式 的 左边 是 函数 了 在 点 xo 处 的 一 个 改变 量 ; 右 边 是 两 项 的 和 ,其 中 第 一 项 是 自 
变量 的 改变 量 Ax 的 齐 次 线性 函数 ,第 二 项 当 Ax->0 时 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 . 
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当 (xo) 关 0 时 , 式 (1) 右 边 的 第 一 项 是 与 Ax 同 阶 的 无 穷 小 .与 第 二 项 相 比 ， 
它 占 有 更 重 的 分 量 , 或 者 说 起 着 主要 的 作用 .这 一 性 质 是 在 f 在 点 xo 处 可 导 的 条 
件 之 下 得 出 的 . 
我 们 作出 下 面 的 定义 : 
定义 4.1.1 设 函 数 了 在 (ae,p) 上 有 定义 , 且 xoE(e,b). 如 果 存 在 一 个 常数 
4 ,使 得 
flxo + Ax)— flxo) = AAxX + oO(AxX) (Ar 一 0)， (2) 
则 称 函 数 f 在 点 xo 处 可 微 . 函数 的 改变 量 的 线性 主要 部 分 1Ax 称 为 /在 xo 处 的 
微分 , 记 为 df(xo). 
前 面 的 推导 表明 ,f 在 点 xo 处 可 导 时 , 必 在 同一 点 可 微 .现在 我 们 反 过 来 提出 
这 样 的 问题 ;如 果 f 在 点 xo 处 可 微 ,在 点 xo 处 是 否 可 导 ? 那个 线性 主要 部 分 的 系 
数 4 究竟 是 什么 ? 
用 Ax 同 除 式 (2) 的 两 边 ,得 到 
f(xo + Ax)— f(xo) 
AxX 


=A 人 +oO(CL). 


令 Ax 一 0, 可 得 


4 = lim flxo + Ax)— f(xo) 
Ar-0 Ax 
这 表明 f 在 点 xo 处 可 导 , 而 且 Ax 的 系数 只 能 是 f 在 点 xo 处 的 导数 . 
我 们 证 明了 :对 单 变量 肾 数 来 说 ,可 导 和 可 微 是 同一 件 事 .在 大 多 数 场合 , 当 我 
们 说 在 点 xo 处 "可 微 ” 时 ,往往 是 为 了 突出 函数 f 具 有 式 (1) 所 表达 的 性 质 .我 们 
还 证 明了 


二 广 (xo)， 


df(xo) = 矿 (xo)Ax. (3) 
公式 (3)? 也 有 不 尽 如 人 意 之 处 ,因为 它 的 右边 出 现 自 变量 的 改变 量 Ax ,而 左边 没有 
Ax 的 痕迹 .虽然 如 此 ,在 实际 操作 中 并 不 会 造成 混乱 .例如 ,在 某 一 问题 中 ,我 们 用 
hh 来 表示 自 变量 的 改变 量 ,那么 这 时 就 应 当 写 成 df(xo) = f(xo)h, 等 等 .如 果 函 
数 f 在 (a,b) 上 可 微 ,那么 df(x)= f(x)Ax 对 一 切 xE(a pb) 成 立 .对 特殊 的 函 
数 f(x)=x, 有 

dx = (x)’Ax = Ar. 

这 表明 , 当 x 是 自 变量 时 ,有 dx = Ax, 即 它 的 改变 量 就 等 于 自身 的 微分 . 这 样 一 
来 , 式 (3) 可 以 改 成 

df(x) = 广 (x)dx. (4) 

现在 ,从 几何 上 来 看 看 微分 的 意义 .作曲 线 y= f(x) 的 图 像 ,以 及 曲线 在 
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(Xo ,f(xo)) 处 的 切线 (图 4.1). 图 中 字母 的 意义 如 下 : 

Po = 《xo ,f(xo)) ,曲线 上 固定 的 点 ，; 

P=(xo+Ax,f(xo + Ax)), 曲 线 上 与 点 Po 邻近 的 点 ; 

Q= (xot+Ax, f(xo)); 

T= (xo + Ax,f(xo) 二 了 (xo)Ax) ,曲线 在 点 Po 处 的 切线 与 直线 x= xo + Ax 
的 交点 . 


由 此 可 知 


CT = f (xo)Ax = df(xo)， 


这 里 CT 是 带 符号 的 线段 .此 式 表明 函数 在 一 点 处 的 微分 ,等 于 它 在 该 点 处 “切线 函 
数 ” 的 改变 量 . 此 外 ， 


TP = Af(xo) - df(xo). 


它 是 函数 的 改变 量 与 函数 的 微分 之 差 . 当 Ax 一 0 时 , TP 是 比 Ax = Po。Q 更 高 阶 的 
无 穷 小 . 这 些 事 实 , 从 图 4.1 中 可 以 明显 看 到 . 

现在 总 结 一 下 有 关 微 分 的 一 些 事实 : 

(1) 微分 是 Ax 的 一 个 齐 次 线性 函数 , 它 的 系数 是 f(xo), 这 个 线性 函数 的 定 
义 域 是 整个 实数 , 即 AXE(-%,+ ~%); 

(2) 当 Ax 一 0 时 ,微分 与 函数 改变 量 的 差别 仅仅 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 ; 

(3) 微分 的 几何 意义 是 该 点 的 切线 函数 的 改变 量 . 

如 果 把 自 变 量 的 改变 量 直 接 写 成 x 一 xo, 那 么 式 (1)? 成 为 

fx) = fxo) + f xo)(xX— Xx0)+o(x— xXxo) (x— xo). (5) 

这 个 式 子 也 可 以 作为 f 在 xo 处 可 微 的 定义 .性 质 (2) 为 我 们 提供 了 这 样 的 数值 应 
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用 : 当 |x- xol 相 当 小 时 ， 
fx) Sf Oxo) + f (xo) Cx — xo), (6) 

即 函 数值 f(x) 可 以 近似 地 由 式 (6) 右 边 的 x 的 线性 函数 来 代替 .由 于 y= f(xo)+ 
广 (xo) (x 一 xo) 是 在 点 (xo ,f(xo)) 处 曲线 的 切线 方程 ,这 表明 在 这 一 点 的 近 旁 , 曲 
线 y= f(x) 可 以 用 直线 ( 即 该 点 的 切线 ) 来 代替 .看 两 个 例子 . 

例 1 对 半径 为 r 的 圆 ,其 面积 是 7 的 聘 数 ,f(r)= xr?, 当 其 半径 从 r 变 到 
r+ hh( 这 里 hh 可 以 是 负 值 ) 时 , 圆 面 积 的 改变 量 是 

flr+h)— fr) = 2rxrh + ah’. (7) 

这 个 数值 的 几何 意义 是 ,半径 为 + 与 半径 为 r+h 的 
两 个 同心 圆 所 围 成 的 圆 环 的 面积 (图 4.2). 式 (7) 右 
边 的 第 一 项 可 以 解释 为 一 个 矩形 的 面积 , 它 的 长 是 
2xr( 即 内 圆周 的 周 长 ), 宽 是 h, 这 里 设 凡 >>0. 当天 
很 小 时 ,此 和 矩 形 的 面积 可 近似 地 代替 圆 环 的 面积 . 所 一 一 
产生 的 误差 是 式 (7) 中 的 最 后 一 项 ,用 这 一 项 可 以 来 
估计 副 近 的 误差 . 0 

上 例 中 出 现 的 是 一 个 十 分 简单 的 函数 (Cr 的 二 
次 多 项 式 ), 所 以 近似 的 误差 是 可 以 精确 表达 的 ,但 图 4.2 
对 一 般 情 况 ,在 我 们 当前 这 个 学 习 阶 段 上 ,逼近 的 误 
差 还 难于 估计 . 

例 2 计算 sin 30'5.. 

解 首先 必须 把 其 中 角度 的 数据 化 成 弧度 . 由 于 30 等 于 r/6,5 约 等 于 
0.001 454 4( 弧 度 ) ,所 以 


sin 30°5 a sin{( 玛 + 0.001 454 4) 


2 Sin 6 + 0.001 454 4cos 区 


6 
= 到 + 冯 x 0.001 454 4 = 0.501 259 5…. 
计算 器 得 出 的 结果 是 0. 501 259 1…, 差 别 发 生 在 小 数 点 后 的 第 七 位 上 . 0 


但 是 ,用 这 种 方法 来 作 近 似 计算 ,还 是 相当 粗略 的 .我 们 说 |x xo | 很 小 ,问题 
是 :多 小 才 算 “很 小 ”? 此 外 ,对 这 种 “近似 ”所 带 来 的 误差 没有 可 靠 的 控制 . 这 些 问 
题 到 4.3 节 中 将 得 到 解答 . 

学 会 了 求 导 运 算 , 求 微分 就 是 轻而易举 的 事 .这 由 以 下 的 例子 可 以 看 出 来 . 
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例 3 求 dxs. 

解 dx5s=(x5) “dx=5x4dx. 0 
例 4 求 de -MD, 

解 ” 易 知 


/7 
2 2_ , 1 2 
de'* l/x) 一 《ecx VU dx 二 (x 一 二 ) etx Ux) dx . 


一 (2x 十 襄 )ew oadx， 口 
一 般 地 ,关于 函数 四 则 运算 的 微分 ,有 下 列 法 则 : 
(1) d(f+g)=df+dg; 
(2) d(fg) = gdf + fdg; 
(3) dL) = 人 ,其 中 gx0. 
我 们 只 证 (3) 中 的 公式 . 易 知 
a(£)= (Ja = Sea 
2 gfdx- fedx_ gdf- fdg 
8 8 

如 果 ec 是 一 个 常数 ,显然 dc =0. 由 上 述 的 (2) ,得 知 d(cf) = cdf, 即 常数 因子 
可 以 提 到 微分 运算 的 符号 之 外 . 

现在 我 们 可 以 给 出 “导数 ”的 另外 一 种 记 法 .直到 目前 为 止 ,f 的 导 限 数 被 记 作 
矿 .在 公式 (4) 的 两 边 除 以 dx ,得 到 

df (x) _ re/ 
= f C(x). 

这 就 是 说 , 导 函 数 广 可 以 用 生来 表示 ,这 是 导数 的 Leibniz 记号 : 由 于 吐 是 函数 的 
微分 与 自 变量 的 微分 的 商 , 因 此 导数 也 称 为 微 商 .此 后 ,这 两 种 名 词 经 常 被 混用 而 
无 须 加 以 特别 说 明 . 

设 y= f(x) 可 微 , 则 dy= f(x)dx 仍 是 x 的 函数 .如 果 f(x) 仍 可 微 , 则 可 计 
算 dy 的 微分 , 记 为 y= d(dy), 那 么 

dy=ddy) = d(f’ (x)dx) = (f”(x)dx)dx = f”(x)dx’, 
这 里 dx? = (dx)?, 而 不 是 dx: = d(x?)=2xdx. 称 dy 为 y= f(x) 的 二 阶 微分 .如 
果 f*(x) 仍 可 微 ,那么 还 可 计算 y= f(x) 的 三 阶 微分 : 
dy = d(dy) = d(f”(x)dx:) = (f*”(x)dx)dx?: = f”(x)dx’. 
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如 果 在 x 处 有 rn 阶 导数 ,那么 有 
dr"y = f'"(x)dx". 
因而 有 记号 


4 过 = = fx) (Ca = 1,2,…)， 


复合 函数 的 微分 公式 有 重要 的 意义 . 设 y=f(x) 且 x= 9(1). 当 1 在 9 的 定义 
域 中 变化 时 ,pp(1) 的 值 不 超过 的 定义 域 .我 们 可 以 定义 复合 函数 y= f° 9(1), 这 
时 1 已 是 自 变量 .从 而 有 微分 公式 
dy = (f。 9) (dt = f(x) (1)di. 
又 知 dx = p(t1)di, 代 和 人 上 式 , 便 得 出 
dy = f'(x)dx. (8) 
如 果 是 自 变量 ,上 式 自然 成 立 .这 就 是 说 ,公式 (8) 无 论 是 对 独立 的 自 变量 还 是 对 
中 间 变 量 都 是 正确 的 ,这 称 为 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . 
对 高 阶 微分 ,这 种 微分 形式 的 不 变性 是 否 还 成 立 ? 即 如 果 y= f(x),x = 
92(t) ,是 否 还 有 
dry = f(xdx" (n>2)7? 
答案 是 否定 的 .例如 y=e',x= 0, 由 此 得 复合 函数 y =e ,所 以 dy=3ize di， 
以 及 
dy = (61 + 91)e’ df2， (9) 
而 
erdx2 = 9f4er dr?. (10) 
显然 ,dy 尖 erdx?. 式 (10) 比 式 (9) 少 了 一 项 6rer df 
一 般 来 说 , 设 y= f(x),x= 9(1), 由 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ,得 
dy = 广 (x)dx. 
由 于 这 时 x 和 dx 都 是 上 的 函数 ,所 以 
dy= 六 (xz)dxz + 户 (x)d2x. 
与 是 自 变量 的 情形 相 比 较 , 多 了 六 (xz)dx 这 一 项 ,因而 高 阶 微分 不 具有 形式 不 


练习 题 4.1 


1. 求 y 关 于 x 的 微分 : 
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GD) y= 士 ， (2) y=arctan (ax + b); 
(3) y= sin x ~ XcOs x; (4) y=In(x+ Vx +a’). 
2. 填空 : 
_dx， __dx 
(Dd J) =; (2) d( ) = 了 5 
(3) d( )= 些 ， (4) d( )=(2x+1)dx; 
Vx 
(5) d( ) = (cosx+sin x)dxi (6) dd )=— 4 ., 
V1l+t+x’ 
(7) d( )=e “dx; (8) d( )=¢os xsin xdx; 
__dx 2_ Xdx 
(9) d( ) 二 xn (10) dl ) 7 
(1]1) d( )=cos:xsin xdx; (12) d(  ) = sin:xdx. 
3. 设 u,v,w 均 为 x 的 可 微 函数 , 求 y 关于 x 的 微分 : 
(1) y= uvw; (2) y= 六 
(3) y=- 一 -一 (4) y=arctan <， 
VU Tw ow 


(5) y=In (wu:+ w+ wi)'?. 


4. 对 下 列 方程 作 微分 ,然后 解 出 y : 


(1) x= y+e’; (2) Xx= y+In yi 
x yy 

(3) + pl; (4) Vx+Vy=Va (常数 ea 之 0); 
2 

(5) T= Vr. 

5. 利用 微分 作 近 似 计算 : 
(1) V80; (2) sin 29°; 
(3) arctan 1.05; (4) lg11. 


4.2 带 Peano 余 项 的 Taylor 定理 


如 果 函 数 f 在 xo 处 可 微 , 便 有 上 一 节 的 公式 (5): 
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fx) = fxo) + f(x)(x— xo)+o(x— xo) (一 2X0). 

如 果实 际 需 要 计较 到 x 一 xo 的 二 阶 无 穷 小 ,那么 上 述 公 式 就 没有 任何 意义 .因此 自 
然 会 提出 这 样 的 问题 :在 f”(xo) 存 在 的 条 件 下 , f(x) 能 不 能 用 x xo 的 一 个 二 次 
多 项 式 来 近似 ,并 使 得 其 误差 当 x 一 xo 时 是 比 (x 一 xo)? 高 阶 的 无 穷 小 ”把 这 一 要 
求 用 公式 写 出 来 ,就 是 

fix)= A+B(x—xo)+CCx— xo) + ol((x— Xx0)) (x—>x0), (1) 
其 中 A,8,C 是 常数 .如 果 这 个 要 求 能 被 满足 ,我 们 问 常 数 A ,B,C 该 如 何 确定 ? 

首先 , 令 x 一 xo ,得 出 
A = lim f(x) = f(x0). 


在 这 样 的 条 件 下 ,把 式 (1) 改 写 为 


{2) ~ f(xo) =B+C(x—- Xo)+o(x— Xo) (xX— xo). 
万 Xo 
在 上 式 的 两 边 令 x 一 xo, 由 在 xo 处 可 导 , 得 
B= jim 玉 2 二 大 xzo) = 广 (xo). 


XxX X— Xo 
为 了 求 出 C ,注意 到 
C = lim fx) — f(xo) Tf Cxo) x 一 xo) 
xx (x 一 Xo)2 
对 上 式 的 右边 用 L Hospital 法 则 ,得 
C= limf (x)—f (xo) -1 lim (Xx) Tf (xo) 
“x0 2(X— Xo) xXx0 X— Xo 


由 于 广 (xo) 存 在 ,可 见 


C = 记 PCxo). 
到 此 为 止 ,我们 证 明了 只 有 唯一 的 一 个 二 次 多 项 式 , 即 
fxo) + PCxo)Cxz — xo) + 计 F"(xo)Cx -x0) (2) 


才能 满足 式 (1) 的 要 求 . 是 不 是 多 项 式 (2) 确 实 满 足 式 (1) 的 要 求 呢 ? 答案 是 肯定 
的 ,这 是 因为 使 用 一 次 L Hospital 法 则 , 便 得 出 


foo - (fx) + Fx) Cx — xo) + fx) x xo)?) 
im— ”cc- 和 


0 (x 一 Xo)2 
2 jim fx) -fxo)— f(xo) Cx — xo) 
x 2(X 一 Xo) 
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11 flx)-f (x0) 
二 去 (im x 一 上 Cx0) ) 
= 计 (f" x0) - PCxo)) = 0， 
所 以 式 (1) 成 立 
再 继续 下 去 ,不 会 有 任何 本 质 的 困难 . 
我 们 给 出 : 


定义 4.2.1 设 函 数 了 在 点 xo 处 有 直到 nn 阶 的 导数 ,这 里 n 是 任意 给 定 的 正 
整数 . 令 
Ta Cf oxosx) = FCxo) + fx — x0) + 让 Cx) Cx 一 xo)2 
+ x -xzon， 


称 它 为 f 在 xo 处 的 n 次 Taylor 多 项 式 . 


我 们 有 下 列 重要 的 定理 : 
定理 4.2.1 设 函 数 了 在 点 xzo 处 有 直到 n 阶 的 导数 , 则 有 
fx) = TCf yxXosX) + oO((X — xX0)") (x — Xo0). (3) 


证 明 用 数学 归纳 法 .n=1 时 ,已 知 式 (3) 成 立 . 现 设 n=k 时 , 式 (3) 成 立 .由 
Tin Cf ,xosxX) 一 Ti(f’ ,xo;x), 
再 利用 L Hospital 法 则 和 归纳 假定 , 即 得 


。 fx) — Tirnlf,xo;xX) _ 1 。 fCx)— Trlf’ ,xo;x) 加 
um (x 一 xo)*!! ~ k+l lm (x — xo)* = 0. 
这 说 明 当 n=k+1 时 , 式 (3) 也 成 立 . 吕 
从 
x 


R,(x) = f(x)— T,(f,xo;x) (n = 1,2,.…), 
称 它 为 余 项 . 当前 ,对 余 项 R，, 只 有 定性 的 刻画 ， 


这 种 余 项 我 们 称 为 Peano( 佩 亚 诺 ,1852 一 1932) 余 项 . 
我 们 把 公式 (3) 明 确 地 写 出 来 ,就 是 


fx) = f(x0) + 二 fx) x — xo) + 高 六 (xzo)(x x0)? 
+ Hf Cx) x — xo + OC(X— XO)") (x xo). 
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在 这 个 公式 的 右边 中 ,除了 最 后 一 项 之 外 ,前 面 是 不 超过 n 次 的 多 项 式 .右边 的 第 
一 项 是 一 个 常数 ,而 当 x 一 xo 时 ,第 二 项 .第 三 项 …… 依次 是 x 一 xo 的 一 阶 , 二 阶 
we 无 穷 小 .这 个 公式 的 意义 在 于 ,在 点 xo 的 近 旁 ,一 个 很 复杂 的 函数 可 以 用 多 项 
式 来 近似 地 代替 ,公式 的 右边 按照 层次 以 及 其 数值 上 的 重要 性 从 重要 到 次 重要 依 
次 摆 了 出 来 .虽然 余 项 一 般 已 不 是 多 项 式 , 但 是 比 起 前 面 那些 项 的 总 和 ,已 是 微 不 
足 道 .因此 ,定理 4.2.1 是 研究 函数 在 一 点 近 旁 的 性 态 的 有 力 工具 . 

称 多 项 式 


网 Fo Po 0 ,, 
TCf,0;x) = f(0)+ ii to ”十 + 
为 f 的 n 次 Maclaurin( 麦 克 劳 林 ,1698 一 1746) 多 项 式 . 相 应 地 
Fo = TCFOix) + oCx") (4) 


就 称 为 带 有 Peano 余 项 的 Maclaurin 定理 .公式 (3) 或 (4) 通 常 也 叫 作 函数 了 的 
Taylor 展开 式 或 Maclaurin 展开 式 . 

例 1 求 f(x)=ex 的 Maclaurin 展开 式 . 

解 由 于 (e) =e*(k=1,2,…), 可 见 e* 的 各 阶 导数 在 x=0 处 取 值 为 1. 于 
是 当 x->0 时 ,有 


ee =1+x+ 寺 x + tx + oCx"). 0 
21 nl! 
例 2 求 函数 f(x)=sinx 的 Maclaurin 展开 式 . 


解 ” 由 于 
fx) = sin(x + GE) Ck = 0,1,2,.), 
所 以 , 当 K 为 偶数 时 ,fC(0)=0. 此 外 ,还 有 
een(0) = sin( kx+ 持 )= (~ Dt. 
由 此 得 出 , 当 Xx 一 0 时 ,有 


, 加 四 x xX _ _ al x2"l zn 
sinx=x-31+ 人 A + (— 1) Gn Di+ OO )， 0 
例 3 与 例 2 类似 ,可 以 证 明 : 当 x->0 时 ,有 
二 _ 2X4 一 n xX 2n+1 
cosx=1 21 + "+(—1) < 1 + Ox ). 0 


例 4 求 函数 f(x)=1n(1+x) 的 Maclaurin 展开 式 . 
解 ” 经 计算 得 
flx)= In(l+x), f(0) = 0. 
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/ 1 7 一 
f(x) TY， f (0) = 1， 


1 
| 
tk 


f”(x) = TT f”(0) =-1, 
f”(x) = 


| 
[ny 
. 

[Se 


(T+ x f” 0) = 21. 
一 般 地 ， 


f'(x) 二 CP. f'* (00) = (一 1)x-I(K 一 1)1 
于 是 当 x 一 0 时 ,有 


3 
例 5 


解 计算 了 的 导数 ,得 
f Ox) = A I k+l + Xx) 


求 函 数 f(x) = (1+x)*(x 之 一 1) 的 Maclaurin 展开 式 . 


(k EN ). 


2 3 n 
In(+x)=x- 革 + 等 ++ (Dm 和 +o(x"). 


(k = 1,2,.). 
将 x=0 代 入 上 式 , 得 


(0) = ACA — 1)…(A—k+1) 


(k = 1,2,.…). 
由 此 便 知 , 当 x->0 时 ,有 


(+70* = 1+ A +A 


nl! 


虽然 这 里 的 4 不 必 是 正 整 数 ,但 我 们 还 是 使 用 符号 


(0)= 2 二 二 (Kk = 1,2,…) 
大 k! sos ? 


还 规定 ) = 1. 于 是 有 公式 


a /A 
(1 + x)* = > (x + oC(x") (x—>0). 


例 6 求 函 数 f(x)=arctan x 的 Maclaurin 展开 式 . 
解 由 于 /在 x=0 处 有 任意 阶 的 导数 , 故 由 定理 4.2.1, 有 


2n+1 fk) 
arctan x = f° 0) + o(x2"!) (x —> 0), 


k=0 


其 中 n EN" .问题 是 如 何 简 便 地 把 f**(0) 计 算出 来 . 


由 f(x)=arctan x ,得 f(0)=0; 由 f(x) = 了 二 ,得 f° 0)=1. 
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在 恒等式 (1+ x?) 扩 (x)=1 的 两 边 ,对 x 求 n 阶 导 数 ,利用 Leibniz 公式 ,得 


(1 + x2)f Nx) + 2nxf' x) + nn—-1)f" "(x)= 0. (6) 
将 x=0 代 入 式 (6) ,得 到 
Fe0(0) =- Cn- Dnf'” ?0), (7) 
这 里 n EN"* .由 式 (7) ,可 得 
(0) = {” 当 为 偶数 时 ， 
(一 1)*(2k)l， 当 m=2Kk+1T 时 ， 


这 里 k =0,1,2,…, 代 入 式 (5)， 便 得 出 


arctan x = 3 +OCxzn2) (x—0). 


写 得 再 清楚 一 些 , 就 是 
x 


arctan x = x 1 
3 5 2n+1 


利用 同样 的 技巧 可 以 算出 arcsin x 的 Maclaurin 展开 式 ,请 读者 把 它 当 作 一 
个 习题 来 做 . 

对 以 上 这 几 个 Maclaurin 展开 式 , 其 系数 都 有 很 强 的 规律 性 ,便于 记忆 .为 了 
应 用 , 熟 记 它 们 是 很 有 好 处 的 . 

对 函数 值 的 近似 计算 来 说 ,在 公式 (3) 中 取 n =2,3, 可 望 获得 比 用 微分 所 得 到 
的 更 为 精确 的 结果 .但 是 ,同样 的 缺点 在 这 里 也 存在 , 即 对 余 项 R, (x) 没 有 定量 的 
估计 ,只 有 一 种 定性 的 了 解 : 当 x 一 xo 时 , 它 是 比 (x -xo)" 高 阶 的 无 穷 小 ， 

即使 这 样 , 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 也 已 呈现 出 重要 的 作用 .在 这 里 ,我 们 
列 出 它 的 两 项 应 用 ,第 一 是 求 极限 ,第 二 是 彻底 地 讨论 函数 的 极 大 、 极 小 问题 . 

例 7 计算 极限 


X21 十 OCX22*2)， 0 


. esinxX— XxX(l+x 
lim © snx— x 1+x) 
x=0 Sin3x 


解 ”用 等 价 无 穷 小 代替 ,得 知 上 述 极限 与 
lim exSin xX 一 x + xX) 
0 x 
有 相等 的 值 .由 此 可 见 ,只 需 将 上 式 中 的 分 子 展开 到 x 的 三 次 方 ,而 高 于 三 阶 的 无 
穷 小 无 须 具 体 计算 .由 于 


exSin X 三 (1+ x+ 三 十 oC2) )(x -者 + O(x: )) 


3 
2 x 
= XxX+X + +0(x), 
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所 以 


3 
e’sinx— x(l+x) = 与 + OCX3 )， 


可 知 原 极限 等 于 1/3. 0 

如 果 用 L'Hospital 法 则 来 解 此 题 , 那 就 必须 连续 使 用 三 次 该 法 则 ,不 如 这 里 的 
方法 直接 . 

例 8 计算 极限 

(x wml+ 去 )) 
解 当 x 一 ~ 时 ,1/x 一 0, 于 是 
l\_1 1 1 
in (1+ 计 )= 计 -ze + 0( 去 )- 


因此 
x -xf1 + 二)= 至 +oD (x %), 
从 而 所 求 的 极限 为 1/2. 0 
例 9 求 极 限 
lim sin X — arctan x 
x"0 tanx— sinx 
解 ” 先 分 解 分 母 : 


1)= sin x(1 ~ cosx) 。 
COSX COS X 


当 x 一 0 时 ,sin Xx 与 x 为 等 价 无 穷 小 ,1 - cosx 与 x*/2 为 等 价 无 穷 小 ,而 cos x 一 1， 
因此 原 极限 等 于 


tanx 一 Sinx = sin x( 


. Sin xX — arctan x 


xX-—*0 


又 因为 
2 — 一 _ 1 3 3 - — x 3 
sinx— arctanx= x 6* + o(x”) (x 3 十 OCX ) ) 
= Er + o(x’), 
所 以 原 极限 等 于 2/6= 1/3. 0 
例 10 求 极限 
lim COS -2_cos -22 .. ,cos -za_ 


nn nv nVn 
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解 记 
P, = cos Cos 生 2a. “COS 2 
对 上 式 取 对 数 , 得 
ln P, = | cos 入 
利用 等 式 cos x = 1 一 号 二 oo ) ,得 
1 kz 2 天 3 
cos—n= 1 2 4 + o (sm) 
-21_1ka’ 1 
=1 2 nn’ + o (元 ) 
根据 In (1+x)=x+o(lx), 可 得 
ka 1 大 “2 2 1 
mcosj 和 = In(1- 卫 二 +o(%)) 
了 工 1 1 
= +o(n)+t ol + o(n)) 
-1ka’ 1 
= 2 ns 十 o[( 却 外 
于 是 
Pm cos -7372 — Dk? + o(l) 
2n 在: 
2 
= Enn + D(C2n +1) + o(). 
由 此 即 得 
lim in P，= - 开 
limInP, =- ‘6, 
因而 
lim P, = e-”’. 0 
带 Peano 余 项 的 Taylor 定理 还 是 解决 极 值 问题 的 有 力 工具 . 
定理 4.2.2 设 函 数 了 在 xo 处 有 直到 K 阶 的 导数 ,并 且 
f(xo) 一 f° (xo0) 二 *** 二 f'*D (xo) 一 0， Foxo) 天 0， 


那么 : 
(1) 当 * 为 奇数 时 ,xo 不 是 『 的 极 值 点 . 
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(2) 当 大 为 偶数 时 , 若 Fo (xzo) 盖 0, 则 xo 是 三 的 严格 极 小 值 点 ; 若 Cxo) 一 
0, 则 xo 是 了 的 严格 极 大 值 点 . 
证 明 由 于 f(xo)=…=f*-?(xo)=0, 由 带 Peano 余 项 的 Taylor 定理 ,得 
fx) 一 f(xo) 十 fe 


将 上 式 变 形 为 


(XxX— Xo + ol((x— X00) (x — xo). 


Fo - fe + 0(1). (8) 
式 (8) 右 边 的 第 一 项 是 一 个 非 零 的 实数 ,第 二 项 是 一 个 无 穷 小 量 , 因 此 当 x 一 xo 时 ， 
式 (8) 的 右边 保持 着 确定 的 符号 . 
(1) 当天 是 奇数 时 ,如 果 Fe (xo) 盖 0, 那 么 式 (8) 的 右边 取 正 值 . 当 x 过 xo 时 ， 
式 (8) 左 边 的 分 母 (x 一 xo)* 过 0, 因 而 f(x) 一 f(xo)<<0, 即 f(x) 过 f(xo); 当 x 这 xo 
时 ,C(x 一 xo)*>0, 因 而 f(x) 一 了 xo) 之 0,; 即 fx) 守 f(xo). 这 说 明 xo 不 是 f 的 极 
值 点 . 当 Fo (xo)<0 时 ,讨论 是 一 样 的 . 
(2) 当 上 是 偶数 时 , 式 (8) 左 边 的 分 母 当 x 关 xo 时 恒 取 正 值 .如 果 产 ”(xo) 二 
0, 那 么 当 x 充分 靠近 xo 且 不 等 于 xo 时 , 必 有 f(x) 这 f(xo), 因 此 xo 是 了 的 严格 
极 小 值 点 .如 果 fr (x6) 二 0, 同 理 ,可 知 xo 是 了 的 严格 极 大 值 点 . 0 


练 习题 4.2 


Ht 


- 计算 下 列 极限 ; 
2 


. COSXY 一 ET- 
(1) lim cos 二 一 e 一 一 ; 
-el)} x 


. ee 一 ep 
(2) lim 一 一 一 一 一 一 一 一 
xd Sin ax 一 Sin Bx 


(3) lim( (x* -x+ 党 )e*- VrI); 


(oa 天 D); 
(4) lim® + 0 -2 
x—*0 x 
2. 设 函 数 f 在 点 xo 附近 可 以 表示 为 


fx) = Parlx— xo) + ol((x — xo)"), 
k=0 


(a>0)., 


问 是 否 必定 有 


CR) ) 
ax = ee (k = 0,1,.… ,1)? 
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. 设 a 宇 -1. 试 计算 极限 


im| 1+) 


. 设 


问题 4.2 
f= 各 ww((1+ 直 ”11 生 ) ) 
求 了 的 定义 域 和 值 域 . 
. 求证 : 
i 
. 试 证 ;多项式 
a (Dx — xi) — Dxt 
能 被 x"*'! 整 除 . 


. 设 xi =sin xo 记 0,xX,+1 = sin xn《(n 之 1). 证 明 :lim n/3x,=1. 


+ 


yn 
nt 


. 设 岂 =c>0, 基 后 =Imn(1+ 蔚 )(Cn>>D. 证 明 :lim y=2. 
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4.3 带 Lagrange 余 项 和 Cauchy 余 项 的 


Taylor 定理 


带 Peano 余 项 的 Taylor 定理 ,正如 我 们 已 经 看 到 的 那样 ,只 适合 于 研究 函数 


在 一 个 给 定 的 点 的 近 旁 的 近似 行为 ,而 不 便于 讨论 函数 在 大 范围 内 的 性 质 .为 了 克 
服 这 一 缺点 ,需要 将 余 项 “量化 ”我们 有: 


定理 4.3.1(Taylor) 设 f 在 开 区 间 (a,b) 上 有 n+1 阶 导数 ,xo,x 是 (a,b) 


中 的 任意 两 点 ,那么 


flx) = T,(f,xo;x) + Ri,Cx), 


其 中 


(1) 
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FrD(6) 


n+l 
R,(x) = CTDT(Z Xo) 7 ， (2) 
或 者 
(nt+1) 
R,(x) = x rx 0), (3) 


这 里 $$ 是 位 于 xo 与 x 之 间 的 一 个 数 .一 般 来 说 , 式 (2) 和 (3) 中 的 是 不 相等 的 . 式 
(2) 和 (C3) 分 别称 为 Lagrange 余 项 和 Cauchy 余 项 . 
证 明 记 


n f' 0) k 
F(t1) = T, (fstsx) = f(t1) + >， rr (x0, 
大 =1 
那么 
, ， n FDCL) _ kk fr) 人 1 
FD= D+ (Te CD 
n f' evr) 了 nl fein) _ k 
= Dr+Z Tr (x—1) i (x—1) 
, FDC ， ， 
二 十 二 -一 一 一 一 一 
矿 (1) (TI 1)"—-f (1) 
fi (1) _ 
= Di 1)". (4) 
— n+l 
回顾 引 理 3.4.1, 现 在 对 函数 8(1) = PFCD ,AD= (六 二) 在 区 间 [xo,x]( 先 
设 xo<x) 上 用 引 理 3.4.1, 则 必 存 在 éE(xo,X) ,使 得 
下 (6) = A(E)(F(x0) - F(x)). (5) 
容易 算出 
MD = n+1) -CD (6) 
(xX 一 Xo)" 


把 式 (4) 和 (6) 代入 式 (5), 得 
‘nt+1) n 
OO er nt) ET, ,xox) -Foo)， 


n! (x 一 xo)"!! 
由 此 即 得 
f'"** 1(é) _ ntl 
fx) = Tf,xo;xX) tir? D1.* Xo)”” 。 
这 就 是 要 证 的 式 (2). 为 了 得 到 式 (3) ,在 引 理 3.4.1 中 取 CD)= ;二 , 则 (0)= 
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1 


-二 训 "代入 式 (5) ,得 
f°(6)  _er:-__l ) 
nl (x é€) 二 六 Xi) f(x)), 
所 以 
n+l1) 
fx) = Tf,xo;xX) 十 fx — €)"(x — xo). 
这 就 是 要 证 的 式 (3). 
如 果 x 过 xo ,分 别 取 
一 n+l 一 
MO =1- (2 -) ，A(t)=1- 之 -=/， 
XX 一 Xo XxX 一 Xo 
即 能 得 到 式 (2) 和 (3). 0 


注意 ,在 式 (2) 中 , 若 取 n =0, 便 得 出 
GOx) = flxo) + fF (E(x — xo). 

这 正 是 Lagrange 中 值 定理 .因此 ,Taylor 定理 是 Lagrange 中 值 定理 的 推广 . 

有 了 这 种 带 有 定量 性 质 的 余 项 之 后 ,我 们 就 可 以 在 大 范围 内 (而 不 只 是 在 一 个 
给 定点 的 近 旁 ) 来 研究 用 多 项 式 通 近 聘 数 f 的 误差 .特别 是 , 当 我 们 知道 产 "在 这 
个 范围 内 有 界 并 且 能 找到 |f'"*? | 的 一 个 尽 可 能 小 的 界 时 ,好 处 就 显现 出 来 了 . 

作为 Taylor 公式 的 一 个 应 用 ,我 们 来 导出 线性 插值 的 误差 公式 . 

设 函 数 f:[a,bj 一 RR. 由 两 点 (a ,f(a)) 和 (b,f(b)) 所 决定 的 线性 聘 数 记 为 
1, 即 


1Cx) = bXp(a) + EA2f(b). (7) 


b b-— 
1 叫 作 f 在 区 间 [a ,bj 上 的 线性 插值 . 函数 三 与 ! 的 几何 关系 如 图 4.3 所 示 . 如果/ 
在 (a,b) 上 有 二 阶 导 数 ,那么 我 们 可 以 对 这 种 插值 带 来 的 误差 作出 估计 . 
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定理 4.3.2 设 / 上 是 Lc,p] 上 的 连续 函数 ,在 (ae,bp) 上 有 二 阶 导数 ,! 是 由 
(a,f(a)) 和 (b,f(b)) 确 定 的 线性 函数 .如 果 |f”| 在 (a,b) 上 的 上 界 为 M ,那么 对 
任意 的 xE[La,p], 有 


| f(x) ~ 1(x) | Mb — a)’. 
证 明 把 f(x) 写成 
fx) = 


fx) + 


= ex). (8) 

由 式 (7) 和 (8), 便 得 
I(x)— f(x) = 

利用 带 Lagrange 余 项 的 To 定理 ,有 


fla) =~ fx) = (a— x)f (x)+ 坟 (a — x)f(é£) (a<é< x), 


f(x)) +¥ 


2(FCb) - fx)). (9) 


fb fx) = Cb -Fx + b(n) (rn<b). 


把 以 上 两 式 代 入 式 (9) 的 右边 ,我 们 发 现 六 (x) 将 会 抵消 .精确 地 说 ， 
LO -Fo = OE (EE) + ED). 0) 


XxX-a b—x 
由 于 pg>0,p=a 


| 1x) — fo < (Ea #2 1 PCe) 1+ px | PC7) |) 


2 
= Mb — a)?. 0 
上 面 这 个 估计 说 明 , M 愈 小 ,线性 插值 的 下 近 效果 就 会 傅 好 . 当 M 很 小 时 ,曲线 y 
= f(x) 的 切线 改变 得 不 剧烈. 这 也 是 符合 几何 直观 的 . 
仔细 观察 式 (10) 的 右边 ,由 于 起 =&>0, 忆 >0, 且 二 者 之 和 等 于 1, 因 此 式 


(10) 右 边 括号 中 和 项 的 值 必 介 于 六 (8 与 六 7) 之 间 . 由 Darboux 定理 , 知 f" 具 有 
介 值 性 ,因此 这 个 量 可 以 表示 为 1”(5) ,其 中 YE (a,b). 这 样 就 得 到 


1Cx) — f(x) = Cb -Ox a) f(t) (a<¢eb). (11) 
由 式 (11) ,我 们 再 一 次 得 到 “如 果 f" 宇 0, 那 么 f 是 [a ,pb] 上 的 凸 函数 ”这 一 结论 . 
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现在 我 们 来 看 看 上 一 节 的 例子 中 那些 初等 函数 的 Maclaurin 展开 式 的 

Lagrange 余 项 . 
例 1 对 e*, 其 Lagrange 余 项 为 
R,(x) = 


ntl 


所 
n+ Di” 
由 于 在 0 与 x 之 间 , 令 0=é&/x, 于 是 


2 n x 
X x 此 © 
x 一 se 十 十 一 ” 
e =1+11+21 t ( DI”™ 


有 了 这 个 公式 ,再 回头 去 看 3.5 节 中 的 例 2 就 变 得 十 分 显然 了 . 
例 2 对 


"(0<0<=1). D 


3 5 x2"1 


Oe 
sinxX= Xx 31 + 51 + (— 1) Gn 11 Ranx), 
其 Lagrange 余 项 是 
2 2 二 1 
Run)= ap rin( s+ gr) 
in COSE antl 
= CD antrDi* ， 


其 中 € 仍 在 0 与 x 之 间 , 因 此 可 以 写作 = 6x. 这 样 一 来 ,有 
Ras(x) = (~ D" SW xz (0 一 0 一 1)， 


Cn + Ti 
在 这 个 问题 中 ,我们 认为 正弦 已 经 展开 到 了 x”* 这 一 项 ,不 过 系数 是 0 而 已 ,所 以 余 
项 写作 Rz 而 不 是 Rz, -1. 0 
例 3 对 
cosX = ] 一 夯 十 乞 -+ (~ 1)" i + R2nt1 (XxX), 
与 例 2 类似, 可 得 
Ra (x) = (DT 人 ze (0<0<1. 0 


例 4 考虑 函数 In (1+x). 我 们 有 

x? x3 x" 

In(l+x)=x- 丰 + 守 一 + 一 1)"! -+ R,(x), 
2 3 n 
其 Lagrange 余 项 为 
_ (—1)" XxX"!! 
R(x) = HiT UF mT (0<0 一 1). 0 
例 5 对 Xx 一 1, 有 
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(1 + x)* = > (2 )x: + Ra(x), 


k=0 
其 Lagrange 余 项 是 
R(x) = 2A DA Gixn! (000; 


Cn+1)! 

其 Cauchy 余 项 是 

R(x) = 2 + Ox)*ix"! (0<0<1). 0 
在 例 5 中 ,我 们 同时 列举 了 两 种 形式 的 余 项 ,这 是 因为 在 将 (1+x)*( 这 里 A 不 

是 正 整数 ) 作 Maclaurin 展开 时 ,在 (- 1,0) 这 一 范围 ,Lagrange 余 项 不 便于 用 来 

作 估 计 , 利 用 Cauchy 余 项 反而 较 方 便 . 当 | x|1<1 时 ,因为 x 放 一 1, 所 以 1+ tx 放 

1- 09>>0, 从 而 有 


( 击 六 ) <1. 
现在 再 来 估计 含有 未 知 的 9 的 另 一 项 , 即 (1+ 9x)*!. 由 于 |x| 过 1, 我 们 有 
1-|x|<li+o<l+t|lx|. 
因此 


20 -DQ Dr, A>1, 


| R,(x) | 过 (12) 
2 n) 1 -| x TD lx 二 1. 


写 到 这 里 ,想起 了 一 个 有 趣 的 ,也 是 发 人 深 省 的 故事 .在 20 世纪 50 年 代 , 对 所 
有 从 大 学 数学 系 毕 业 而 被 分 配 到 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 工作 的 青年 人 , 当时 任 数 
学 所 所 长 的 著名 数学 家 华罗庚 先生 (1910 一 1985) 照例 要 出 一 份 试卷 考 一 考 他 们 ， 
检查 他 们 的 基础 知识 掌握 得 如 何 . 那些 珍贵 的 试题 现在 已 不 易 查阅 ,但 是 其 中 
1956 年 的 一 个 题目 况 不 胖 而 走 , 长 久 地 留 在 了 人 们 的 脑海 里 .这 个 题目 是 :近似 计 
算 2“. 当时 的 有 些 青年 人 很 可 能 对 这 个 初等 问题 感到 意外 , 它 怎 么 会 同 高 等 数学 
联系 在 一 起 呢 ? 许 有 人 感到 束手无策 ,一筹莫展 .实际 上 ,这 就 是 Taylor 定理 数值 
应 用 的 一 个 例子 ,只 不 过 为 学 生 所 忽视 黑 了 .数学 界 一 代 宗 师 华 罗 庚 教授 可 谓 用 心 
良 苦 .他 就 是 想 用 这 人 一道 题目 来 告诫 青年 数学 工作 者 要 用 活 高 等 数学 的 方法 ,并 且 
不 要 轻视 数值 计算 .下 面 我 们 来 解 这 道 题目 . 

例 6 求 2” 的 近似 值 . 

解 ” 先 找 一 个 数 ,要 求 是 ; 它 的 5 次 方 与 2 比较 接近 .例如 , 取 1.2=6/5, 它 的 
5 次 方 是 2.488 32, 比 2 多 了 一 点 .于 是 
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5 5 
2 (有 (0) 0) (人 70- 二) 
令 8S=1526/65 =0.196 244 9…. 于 是 ,利用 Taylor 展开 式 , 得 


15 6 _ 15 6 1 _ 8 2 6 3 ee 
25 = B01- = (1- 5- 100 -1255 让 


如 果 我 们 就 取 这 四 项 作为 近似 值 ,得 出 的 结果 是 1.148 768 6…. 现在 问 :这 个 数值 
的 近似 程度 如 何 ? 这 就 要 通过 余 项 来 估计 .这 时 ,A = 1/5< 二 1,n =3. 因 此 ,根据 式 
(12) 中 4 过 1 时 的 公式 ,应 有 

1 1 4 9 14 


一 并 上 | 和 -人 一 8 一 -一 和 一 一 -4/5 SN4 
| Rs( 0) |< 5'5°55 sl 0) 8 


/ 
-六 


由 于 6<0.2=1/5, 故 


因此 
21 4 = osu 
| Rs(— 8) |< Tos = 0.000 249 2.…. 
这 说 明 误 差 不 超过 3/10 000. 直接 用 计算 器 算出 2 = 1.148 698 4…, 符 合 我 们 的 
预计 . 吕 


下 面 是 一 个 估计 整体 通 近 的 误差 的 例子 . 


来 通 近 函数 sin x , 试 求 出 一 个 误差 界 . 
解 由 于 XE[L0,r], 故 有 


| RoCx) | 过 < 之 -0.0073704 
10 xz) | 和 ii 入 1i = . oe 


这 是 非常 好 的 近似 . 在 图 4.4 中 , 画 出 了 一 次 ,三 次 ,五 次 ,七 次 和 九 次 的 sin x 的 
Maclaurin 多 项 式 的 图 像 . 在 区 间 [0,xj] 上 , 九 次 多 项 式 的 图 像 与 y = sin x 的 图 像 
几乎 合 为 一 体 ,肉眼 已 不 能 辨别 它们 之 间 的 差别 ,这 与 上 面 算 出 来 的 数值 结果 是 吻 
合 的 . 0 

必须 指出 : 切 勿 以 为 只 要 提高 Taylor 多 项 式 的 次 数 ,就 能 不 断 地 改进 对 函数 
的 逼近 程度 .一 个 著名 的 例子 是 函数 
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y=T7(0, x*) 
图 4.4 
el ， x0， 
(XxX) = 
f(x 0， X 二 0. 


这 个 函数 当 x 关 0 时 显然 是 无 限 次 可 导 的 .我 们 要 证 明 它 在 < = 0 处 也 无 限 次 可 
导 . 先 来 求 (0). 作 变换 w=1/1 之 后 ,可 见 


f°(0) = lim 车 = lim © 


-1 


= lim -性 = 0. 


i—-0 Uo% [a 


由 此 得 出 


2 一 17x2 
Poo = Ei ，X 关 0， 

0， X = 三 0. 

我 们 用 归纳 法 来 证 明 : 当 x 了 关 0 且 maEN* 时 ,有 
fx) = P(t)e*, 
这 里 P, (1) 是 1 的 3n 次 多 项 式 . 当 n=1 时 ,上 面 的 计算 表明 这 是 对 的 . 设 Pi (1) 
是 1 的 3k 次 多 项 式 ,那么 当 x 关 0 时， 
Arep (Pe ) = (Ps) 
因此 
Pi) = 213Pi(1)— £2Pr (1). 
由 归纳 假设 , Pi (1) 是 1 的 3k 次 多 项 式 .上 式 表 明 P41(1) 是 1 的 3(k +1) 次 多 项 
式 . 现 在 来 证 明 f'"”(0) =0 对 一 切 n EEN’ 成立. 仍 用 归纳 法 . 当 n= 1 时 结论 已 被 
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证 明 . 设 Po (0) =0, 于 是 


Ck) 
Fe (0)= lim (2) 


lim f(D 


ti—*0 ft 


(一 Fe 
1 


1 -1/72 


Ur% 


这 是 由 于 当 wx 一 时 ,指数 函数 e” 是 任何 u 的 多 项 式 的 高 阶 无 穷 大 . 

这 就 是 说 ,f 是 R 上 一 个 无 限 次 可 
导 的 偶 函 数 , 且 f'(0)=0(n=1,2， 
3,…). 函数 f 的 Maclaurin 多 项 式 恒 
等 于 0. 因 此, 无论 怎 样 提 高 它 的 次 数 ， 
也 不 能 改进 它 对 jx)(x 天 0) 的 通 近 
于 万 一 ! 实际 上 ,此 时 ,f(x)= R(x) 
(n=1,2,3,…), 即 余 项 永远 是 函数 f 图 4.5 
自身 ! 

这 个 函数 是 一 个 很 奇特 的 函数 , 它 的 图 像 如 图 4.5 所 示 . 显然 , 当 x=0 时 函数 
取 到 它 的 最 小 值 0, 但 这 一 事实 不 可 以 用 定理 4.2.2 来 证 实 . 

最 后 再 来 看 两 个 Taylor 定理 应 用 的 例子 . 

例 8 设 f 在 L0,1] 上 有 二 阶 导数 .如 果 

1fO0) [1 | Gd) lal, 1Pz) 1 和 200 过 xz 近 1)， 

证 明 :对 每 个 xE[0,1], 有 |f (x)| 志 3. 

证 明 ”由 Taylor 定理 ,得 


fF) = fOr) + fC x) + pH MRL x) <E<1)， 


uPr Cu) = 0. 
er 


fOO) = f+ FO +IV NO- x (Onn. 
把 以 上 两 式 相 减 ,得 
GD - F0) = fx) + Dx 
于 是 ,对 任意 的 xEL0,1], 有 
1 Po |= | ray - Fo) - 到 PC6)G 一 X)2 二 二 fC x 
SI FD +1 OO) 1+ 二 1 Ge) 1 1 x) + 二 | PC | x? 
2+(1-x) +x 3. 0 
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例 9 设 f 在 [a,+%m) 上 有 三 阶 导 数 .如 果 
lim f(x) 和 lim f° (x) 
都 存在 且 有 限 , 证 明 : 
lim f (x) = lim f°(x) = limf”(x)=0. 
证 明 设 lim fOr)=a, lim f(x)=B. 由 Taylor 定理 ,得 


f° x) pi + (8) 
6 


fx+1) = fx) + f(x)+ (x Ex+1), 


fx-D = fo0 -f+ > -CD 


把 以 上 两 式 相 加 ,得 
foxt+1) + fx—1) = 2f6x) + f(x)+ 训 (f" (6) ~ f”(7)). 


在 上 式 中 令 x 一 + c , 即 得 
2c = 2a + lim f°(x). 
从 而 得 lim 广 (xz) =0. 再 由 Taylor 定理 ,得 
fx+1) = f(x) + fn + (x Ex+1). 


在 上 式 中 令 x 一 + %, 即 得 lim f(x)=0; 再 在 式 (13) 中 令 x 一 + % , 即 得 
_ B 


Q 二 Qw 二 一 . 
6 


由 此 解 得 6=0， 即 im f” Cx) = 0. 


(一 1<7<x). 


0 


在 本 章 即 将 结束 的 时 候 , 回顾 一 下 Taylor 定理 所 起 的 作用 是 很 有 帮助 的 . 
Taylor 定理 最 重要 的 作用 是 ,在 一 个 给 定点 的 近 旁 ,将 函数 近似 地 用 多 项 式 来 代 
替 , 因 此 它 成 为 研究 函数 在 一 点 近 旁 行为 的 有 力 工具 .利用 带 Peano 余 项 的 Taylor 
定理 ,可 以 很 方便 地 计算 许多 “不 定型 ”的 极限 ,可 以 比较 彻底 地 研究 函数 的 极 值 . 
带 Lagrange 余 项 和 Cauchy 余 项 的 Taylor 定理 ,可 以 从 理论 上 讨论 函数 的 单调 
性 、 凸 性 ,由 此 可 以 证 明 一 些 不 等 式 .我 们 既 可 以 利用 Taylor 定理 来 计算 函数 在 一 
点 上 的 近似 值 , 也 可 以 在 整体 上 ( 即 在 一 个 区 间 上 ) 用 多 项 式 来 通 近 一 个 比较 复杂 
的 函数 . 当然 ,我 们 必须 为 这 一 切 便利 付出 “代价 ”, 必须 要求 函数 在 一 定 的 范围 内 


有 适当 高 阶 的 导 函 数 . 


当 我 们 认识 到 上 面 所 提 到 的 Taylor 定理 所 带 来 的 好 处 之 后 ,就 会 感到 ,把 它 


说 成 是 一 元 微分 学 的 顶峰 ,并 未 言 过 其 实 . 
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练习 题 4.3 


. 将 多 项 式 1+2x+3x:+4xz+5xt 按 x+l 的 寡 展 开 . 
. 按 指定 的 次 数 写 出 函数 了 在 x=0 处 的 Taylor 多 项 式 : 


1+x+x , 写 到 x 的 四 次 ; 


1—-x+x*" 

(2) f(x) =e2x-**, 写 到 x 的 五 次 ; 

(3) f(x)= 1n cosx, 写 到 x 的 六 次 ; 

(4) f(x)=tan x, 写 到 x 的 五 次 ; 
所 ' 写 到 x 的 六 次 . 

. 按 指定 的 次 数 写 出 函数 三 在 指定 点 xz 处 的 Taylor 多 项 式 : 

(1) f(x)=sinx,xXxo=x/2, 写 到 2n 次 ; 

(2) f(x)=cosx,xo= Xx, 写 到 2n 次 ; 

(3) f(x)=e*,xo=1, 写 到 nn 次 ; 

(4) f(x)=Inx,xo=2, 写 到 次; 


(1) f(x)= 


(5) f(x) = 


(5) f(x) = ro=0, 写 到 2n+1 次 . 
. 设 函 数 f 和 g 在 (-1,1) 上 无 限 次 可 导 , 且 


| f°" Cx) — g(xX) | 过 nl | 大 | (| x | 一 ln 三 0,1,2,… 


一 元 微分 学 的 顶峰 


求证 :f= 8. 
- 当 XxX>0 时 ,求证 :对 任何 nEN’ ,有 
x FS + 3 on In(ltx) <x 守土 河 py 


问题 4.3 


. 设 函 数 了 在 点 xo 处 有 n+1 阶 导数 ,上 且 /全 (xo) 和 天 0. 将 了 在 x 处 按 Taylor 公式 展开 ， 
foxo t+ hy = Fro) + f CxOh + et pm xo + Ouh), 


其 中 9, E€ (0,1). 求 证 : 


1 


lim 0, = 一 一 一 . 
im On n+l 


. 设 在 区 间 [a,b]j 上 有 二 阶 导数 , 且 (a)= f(b) =0. 求 证 :存在 cE (a,b), 使 得 


| fr*(e) | 守 | f(b)- fia) |. 


4 
(b—-a)’ 
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3. 


设 函 数 了 在 [0,1] 上 有 二 阶 导 函数 ,f(0) = f(1) = 0, 并 且 在 [0,1] 上 函数 三 的 最 小 值 为 
-1. 求 证 :存在 一 点 SE (0,1) ,使 得 f(§) 之 8. 


. 设 f 在 (xo-6,xo+6) 上 有 nn 阶 导数 , 且 


fCxo) = f”(x0) =… = bxn) = 0, 
但 f(xo) 壮 0, 在 xo 处 连续 ,上 且 当 0 过 |h| 二 8 时 ， 
fixo + h)— fxo) = hf (xo t+ Oh) (0<0<1. 
证 明 : 


， 1 
lim 6 = 一 7 
Pr 0 nil 


2 n 
. 设 Pu(x)=1+ 吝 + 各 +*…+2 (nEN'). 


1! 2! 
(1) 证 明 : 当 为 偶数 时 , P,>0; 
(2) 证 明 : 当 ) 为 奇数 时 ,P。 有 唯一 的 实 零点 ; 
(3) 记 Pi 的 实 零点 为 x(n =0,1,2,…) ,求证 :数列 {x,} 严格 递减 地 趋 于 - %. 


. 设 函 数 了 在 [0,2] 上 满足 |/(0)1 委 1,17(2)1 委 1 及 | 六 | 委 1. 证 明 : 在 这 个 区 间 上 ,| 广 乏 2， 


而 且 2 是 最 小 的 常数 . 


. 设 函 数 /在 R 上 二 次 可 导 . 令 Mi =sup|f(x)| 二 + w (k=0,1,2). 求 证 ; 
xER 


M1 < 2MoM,. 
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5.1 原 函 数 的 概念 


在 第 3 章 ,我 们 已 经 学 会 了 求 导 运 算 . 对 所 有 的 初等 函数 ,大 家 都 能 熟练 地 、 正 
确 地 计算 它们 的 导数 . 现在 ,我 们 要 介绍 的 是 求 导 的 逆 运 算 , 即 求 原 函 数 .具体 来 
说 ,如 果 两 个 函数 下 与 f 满足 关系 

F'(x) = f(x), (1) 
这 里 x 在 某 一 个 区 间 上 变化 ,那么 下 称 为 f 在 该 区 间 上 的 一 个 原 函 数 .从 北 运 算 的 
角度 来 看 ,可 以 把 求 原 函 数 也 看 成 是 微分 学 的 一 个 内 容 .但 是 ,为 什么 要 求 原 函 数 ? 
原 函 数 起 着 怎样 重要 的 作用 ? 这 要 等 到 第 6 章 我 们 开始 介绍 积分 学 的 时 候 , 才 能 
透彻 地 了 解 . 

如 果 严 是 三 的 一 个 原 函 数 ,那么 对 任何 常数 c, 由 CFCxr)+c) = F(x)+c’ = 
f(x) ,可知 +c 也 是 三 的 原 函 数 . 又 ,如 果 顾 与 G 都 是 太 在 某 个 区 间 上 的 原 函 数 ， 
那么 由 

(F(x) ~ G(x)) =PFOr-GCzr) = Fr)- f(x) = 0， 
得 到 下 - G 必 是 一 个 常数 .这 说 明 ,如 果 用 某 种 手段 找到 了 了 的 一 个 原 函 数 己 , 那 
么 函数 族 {F+ c:cER} 是 由 了 的 全 体 原 函数 组 成 的 . 这 个 集合 常 记 为 


| rooadx: (2) 


其 中 | 称 为 积分 号 ,六 称 为 被 积 函 数 ,f(x)dx 称 为 被 积 表达 式 .而 式 (2) 又 称 为 不 定 


积分 为 什么 有 这 个 名 称 ?这 要 到 第 6 章 才能 明白 ,暂时 权 当 一 个 术语 来 记忆 . 
当 我 们 求 得 了 的 任何 一 个 原 函 数 严 之 后 ,就 可 以 这 样 书写 : 


| roodx = F(x)+ce. 
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这 个 公式 与 公式 
F'(x) = f(x) 
完全 是 一 回 事 .明白 了 这 一 点 之 后 ,前 面 那 一 个 我 们 尚 不 熟悉 的 公式 的 正确 性 ,就 
可 以 用 第 二 个 公式 来 检验 .对 求 导数 大 家 是 很 有 办 法 的 . 
现在 我 们 可 以 罗列 一 大 批 公 式 ( 其 中 c 表示 常数 ): 


1 
一 a 一 A+l 一 
Jodx = 。， | eax = Ti +C(A 天 一 1)， 
| lax=In|xl+e, |eadx = e+e， 
[eax = er 二 C， [arax = 1 a +c, 
Ina 
|sin xdx =- cosx + c, [= dx =— cotx+ce, 
sin: x 
Jeos xax = sinx + c, | dx = tanx+e, 
COS xX 
| 一 二 dx = arctanX 十 C， | 1 dx = arcsinx+c. 
1+x Vl-x 


它们 的 正确 性 可 以 用 求 导 运 算 来 检验 .我 们 在 这 里 只 证 明 | 二 dx = In | x 1+ <. 
当 x>>0 时 ,|x| =x， 
(lIn| x|) = (nx) = 工 ; 
x 
当 x 二 0 时 ,|x|= 一 x， 
(Inlxl) = (dn(- x))’ = CO = 


x 
因此 ,这 个 公式 是 正确 的 . 
从 原 函 数 和 不 定 积分 的 定义 ,立刻 可 以 得 到 以 下 各 种 性 质 : 


(1) (fronwaxr) = f(x); 


«| 


(2) [Fax = F(x) + c, 若 用 微分 的 记号 表示 ,这 也 就 是 
|aFceo = FO) + ce 


(3) | (Go + gx dx = | Foodx + |g ax; 
(4) 如 果 c 是 不 等 于 0 的 常数 , 则 有 
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|srcoax = c| fooadr， 


这 就 是 说 ,常数 可 以 提 到 积分 号 外 面 来 .我 们 假设 c 关 0, 是 因为 车 c=0, 则 上 式 的 
右边 等 于 0 ,而 左边 是 全 体 实数 的 集合 ,这 就 造成 了 定义 上 的 混乱 ， 
有 了 这 些 性 质 , 我 们 就 可 以 算出 更 多 的 不 定 积分 .例如 


3x2 + 和 dx = [3x2dx + | ax = [dxs + 4| Ldx 
x x x 
= x*+4ln|x|+ce, 


x 加 1 =| -| 1 
| 0x = |(1 Tdx = dx T+ dx 


= xX ~ arctanx+c, 


J tan xax = |( 1 -1)dx = dx ~ Jax = tanx—-x+ce, 
COS Xx COS Xx 
2 2 
| 二 sos2x = | EE Sn xdx = [cosx — sin xX)dx 
COS X 十 sinx COSX+ siINx 


= Jeos Xdx 十 | sin xy)dx = sinxX+cosx+ce. 
利用 这 些 简单 的 性 质 ,我 们 还 可 以 求 出 许多 简单 函数 的 原 函 数 .但 是 ,这 样 一 
点 知识 是 很 不 够 用 的 ,还 必须 学 会 更 多 的 计算 原 郴 数 的 方法 和 技巧 .我 们 这 里 所 指 
的 “方法 ”, 主 要 有 两 种 ,第 一 种 叫 作 分 部 积分 法 ,第 二 种 叫 作 换 元 法 . 
练习 题 5.1 


求 下 列 不 定 积分 : 


(1) [2 + x 2dxs 
(3) fe - 吉 )Vxdx; 
(5) sim xdxi 


ee 十 1 
|S 二 dx 


dx 
(9) | (ria)xtb)’ 


(11) [sinzxax; 


dx 


(13) | cos xsina x 


1—-xy: 
(2) |(=*) dx; 
(4) Jeosh xdx; 

Dx+l 本 5*-1 
(6) | dx 
(8) | VI snaxdx; 
(10) Jeos xax; 


5 


x 
G2) | 入 dxs 


G4) | 


4 
x 
T+ zidx. 
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5.2 分 部 积分 法 和 换 元 法 


5.2.1 分 部 积分 法 

设 u 与 v 是 两 个 可 导 的 函数 .由 求 导 法 则 , 知 

(uv) = uv + LU 
对 上 式 的 两 边 求 不 定 积分 ,得 到 
uv = | C0 vdx + uC) v’ Cx)dx. 

上 式 的 左边 没有 加 上 任意 常数 c ,是 因为 右边 的 不 定 积 分 中 仍 包含 着 任意 常数 . 事 
实 上 ,只 要 有 一 个 不 定 积分 出 现 ,其 他 地 方 就 没有 必要 写 上 任意 常数 . 

前 式 的 右边 有 两 个 不 定 积分 ,只 要 其 中 的 一 个 能 求 出 来 ,那么 另外 一 个 自然 就 
得 出 了 ,我们 的 选择 原则 是 :哪个 好 算 就 先 算 哪 个 .例如 ,其 中 的 第 一 个 便于 算出 ， 
我 们 有 


uw vdx = uv -uC vdx. (1) 
这 也 可 以 写成 
Judv = uv ~ vdu. (2) 
这 两 个 公式 都 叫 作 分 部 积分 公式 . 
例 1 计算 | ze*dx. 


解 这 里 ,被 积 函 数 是 xe* ,正好 是 两 个 函数 的 乘积 .但 是 ,究竟 把 其 中 的 哪 一 
个 函数 看 成 是 式 (1) 中 的 ,而 另 一 个 看 成 v ,是 有 一 番 讲 究 的 .粗略 地 说 ,就 是 要 
使 w 和 ww 都 比较 简单 ,而 使 wv 的 不 定 积分 易于 求 出 .什么 叫 作 “简单 ”” 什么 叫 
作 “ 复 杂 ”? 很 难 下 精确 的 定义 ,这 只 能 从 大 量 的 练习 中 细心 体会 . 

在 当前 这 个 例子 中 ,上 述 “ 原 则 ”执行 起 来 并 不 困难 . 只 需 令 =x,v =er 就 
行 了 .这 时 u =1, 它 的 确 比 x“ 简 单 ”, 而 v=e* 也 没有 比 v 更 “复杂 ”. 因此 ,根据 
公式 (1) ,有 

[xerax= |xcer)'dx = xe* 一 | o'erax 
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二 Xe”* 一 Jerax = xe*—e*+ce, 0 
在 同一 个 问题 中 ,分 部 积分 法 很 可 能 要 反复 使 用 多 次 . 
例 2 计算 |x*erdx. 
解 ”按照 例 1 的 方法 ,有 
| zerdx= | eeordx = X%2ex 一 | ozyerdx 
= xzer -2|xe'dx = ze ~ 2(xe* - [erdx) 
= Xe* ~ 2(xe* 一 er)+C= (x —2x+2)e*+c. 
例 3 计算 |In xdx. 
解 ” 利 用 公式 (2), 有 
Jinxax= xinx- [xdinx = xinx- |x. Tax 


= xinx- |dx= xinx—x+e. 口 


在 这 种 处 理 中 ,指导 思想 是 :将 ln x 求 导 之 后 变 成 最 简单 的 有 理 函 数 1/x, 而 
1 的 原 函 数 仍 是 简单 的 多 项 式 , 并 没有 增加 本 质 上 的 复杂 性 . 


例 4 计算 | ercos xdx,|ersin xdx. 
解 ”利用 分 部 积分 法 ,得 
|ereos xdx = ersin x - [ersin xdx， 
|ersin xdx = - ercos x + [ercos xdx. 
这 是 一 个 关于 两 个 原 函 数 的 方程 组 .由 此 解 出 


1 , 
|ercos xdx = COs XxX+sinx)e*+c, 


Jersin xdx = 去 (- cosX + sin x)e*+ce. 0 


在 许多 情况 下 ,被 积 函 数 不 只 是 自 变量 的 函数 ,而 且 还 依赖 于 一 个 正 整数 指标 
(指标 也 称 为 参数 ) ,这 时 经 过 分 部 积分 ,我 们 得 到 的 往往 不 是 最 后 的 原 函 数 ,而 是 
另 一 个 类 似 的 表达 式 , 其 中 指标 具有 较 小 的 数值 .这 样 ,经 过 几 步 反复 之 后 ,就 能 得 
到 所 需 的 结果 .这 就 是 所 谓 的 递 推 法 .让 我 们 看 两 个 例子 . 
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例 5 计算 
[eosr Xdx， Jsin xdx (n €N’). 
解 ” 对 第 一 个 不 定 积分 ,把 被 积 函 数 cos" x 分 解 为 


COs xcoOs"!x = (sin x) cos"-1x， 
经 过 分 部 积分 之 后 ,得 


|eos xdx= sin XcoscIX 十 ( 咏 一 D fcos"™xsin: xdx 


= Sin xXcos"” 1xX+ (n— Dcos"?xd1 — coOs: x)dx 


il 


Sin xcos" Iix+(n— Dcos" zxdx 一 《Pa 一 Dcos" Xdx. 


由 此 解 出 


|eos xdx = Tsin Xcos”" -1x 十 芝 7 ! cos™*xdx. 
请 注意 ,上 式 右边 的 不 定 积分 中 所 包含 的 参数 减少 了 2 个 . 现在 反复 使 用 这 个 公 
式 , 最 后 化 为 计算 

Jeos xax 二 sinx+c 或 Jax = xX+ce. 
究竟 变 成 前 一 个 还 是 后 一 个 ,得 依据 n 的 奇偶 性 来 定 . 
类 似 地 ,可 以 得 到 

|sin xdx 三 一 二 cos XSin" -1X 十 

特别 地 , 当 n=2 时 ,有 


1 . 
|eos xax = (cos xsinx+ Xx)+ce. 


nlf..,- 
辣 Jsin 2xdx. 


2 
由 此 得 到 
sin xqx = la — cos:x)dx = X 一 [cos xax. 

所 以 

|sine xdx = 去 (x 一 cos Xsin X) + c. 
当 n=3 时 ,有 

Jeoss xax = 本 sin X(cos2x 十 2) + cC， 

|simxadx = 一 寺 cos Xx(sinmx+2)+ce. 0 
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5.2.2 换 元 法 
在 计算 原 函 数 时 ,与 “ 换 元 法 ”相关 的 是 求 导 中 的 “复合 函数 的 求 导 法 则 ”. 
我 们 先 看 两 个 例子 . 
例 6 求 |simxcos xdx. 


解 ” 观 察 被 积 函 数 sim xcos x. 它 的 第 一 个 因 式 是 sin x 的 函数 ,第 二 个 因 式 
是 sin x 的 导数 .回忆 复合 函数 的 求 导 公式 ,不 难看 出 


|simxcos Xdx = sint x +ce. 
通过 微分 运算 ,可 以 验证 上 述 公 式 是 正确 的 . 0 
例 7 求 |xe” dx. 
解 ”把 被 积 函 数 作 变 形 : 


2 


Xex 二 读 (C2x0er = 1 


不 计 常 数 因子 ,其 中 一 部 分 ee 是 x? 的 函数 ,而 另 一 部 分 2x 正好 是 x? 的 导数 . 
由 复合 函数 的 求 导 公 式 , 有 


(e) = (x)’e”. 


(Xx:) er 


由 此 得 到 
|xer ax = 二 | (ee ydx = 于 er +c. 口 
现在 ,我们 可 以 来 总 结 一 般 的 规律 . 设 被 积 函数 可 以 分 解 成 两 个 因 式 的 乘积 ， 


第 一 个 因 式 是 某 一 个 可 导 函 数 P(x) 的 函数 f( q(x)), 而 第 二 部 分 正 是 p(x) 的 导 
函数 2 (x) ,那么 便 有 


| recopwopadx = [fowau. (3) 


一 旦 求 出 式 (3) 右 边 的 一 个 原水 数 ,就 应 当 利用 uw = p(x) 换 回 成 x 的 函数 . 式 (3) 
的 正确 性 可 通过 在 式 (3) 的 两 边 分 别 对 x 求 导数 来 证 实 . 这 时 ,从 左边 得 出 


fy(x))y'(x); 而 从 右边 (利用 复合 西数 的 求 导 公式 ) 得 出 Fu 9 ,并且 
fu) de = FCpCc))2' Cr) 
这 就 确定 了 式 (3) 的 正确 性 . 
例 8 求 | 二 此 ,这 里 常数 o 基 0. 


ax+b’ 
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解 由 于 


1 _ 工 .Cax+Db) 
ax+b a ax+b ° 


可 令 =ax+pb, 从 而 


| dx = 1 = ln|ultec= lin|lar+bl+e. 0 
ax+b a a a 


例 9 求 | Dxaqx. 
解 ” 注 意 到 (ln x) =1/x, 便 得 


| Exqx = Jinxdinx = BInex + ec. 0 
Xx 2 


正如 所 有 用 等 式 表达 的 公式 一 样 , 式 (3) 可 以 从 其 中 的 任 一 边 用 到 另 一 边 . 为 
了 说 清楚 这 个 意思 , 举 一 个 最 简单 的 例子 . 当 我 们 写 出 x? 一 六 = 《x+y)(x 一 y) 的 
时 候 ,是 在 作 因 式 分 解 ; 如 果 写 成 (x+ y)Cz-y)= 兰 一 天 ,这 是 把 两 项 的 乘积 展 
开 . 在 这 里 ,从 例 6 到 例 9, 我 们 是 在 按照 式 (3) 所 写 的 顺序 在 使 用 它 , 即 设法 把 被 积 
函数 分 解 成 两 项 的 乘积 ,其 中 一 项 是 某 一 个 函数 的 导数 ,而 另 一 项 则 是 这 个 函数 的 
函数 .这 种 技巧 叫 作 “ 凑 微 分 ”, 靠 的 是 眼光 的 敏锐 , “运用 之 妙 , 存 乎 一 心 ”, 没 有 一 
定之 规 . 要 很 好 地 掌握 这 种 技巧 ,只 有 多 做 题目 .我 们 也 可 以 把 式 (3) 的 两 边 对 换 一 
下 位 置 , 即 


Jfowau = Jf cx) px)dx, (4) 


其 中 4 经 过 了 换 元 = 9(x) 成 了 x 的 函数 . 换 元 的 目的 是 要 让 新 的 被 积 函 数 在 某 
各 六 放下 人 在 许多 场合 ,这 还 是 有 章 可 循 的 .请 看 一 些 例子 . 


例 10 求 | 二 旦 ,其 中 常数 o 天 0， 


解 ”我 们 知道 ,如 果 a =1, 那 么 arctan x 就 是 一 个 原 函 数 , 从 而 可 作 如 下 的 换 
元 :X= at; 则 dx = adi, 因 此 


dx 1| 了 和 1 
= = Larctan t+c=—~arctan+ce. 品 
C2 十 X2 1+7? a a 


例 1 oy bz. 
解 由 于 
dx d( ftan x*) 


a’sin’ x 十 Dcos ab(1+ (£) tan?x ) 
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所 以 


dx 1 ( a 
一 -一 一 一 一 一 = 一 arctanl 二 tan x)+ c. 口 
| 二 + bcos:x ab b 


例 12 求 | Va7 xzdx ,其 中 |x| 志 a. 


解 为 了 把 被 积 函数 中 的 根 号 去 掉 , 作 换 元 x = asin 1 (|t| 志 x/2), 于 是 ， 
Va 一 x? = acos .这 样 便 得 出 


2 
| Va’:— x:dx= a’ cor 1d = S(t +cotitsint)+e 
2 
= arcsin 二 + 己 Va&2 一 和 十 C， 


2 
这 里 我 们 利用 了 例 5 的 结果 . 0 
例 13 求 | 元旦 二 ,其 he > 


解 ”为 了 计算 这 个 不 定 积分 ,让 我 们 回忆 一 下 在 练习 题 2.3 的 第 10 题 中 曾经 
提 到 过 的 双 曲 函数 : 
1 


cosh t = 于 (e' +e'), sinht = Fle 一 6 '). 

它们 有 以 下 三 条 简单 的 性 质 

(1) (cosh 1)’ = sinh !, (sinh !) = cosh 

(2) cosh2t -sinh2t=1l,cosh21=cosh2r+sinh2r,sinh21 =2sinh icosh !; 

(3) x=sinh ! 的 反 了 销 数 为 1= ln (x+ wvl+ 妇 ),x=cosht 的 反 函 数 为 1 = 
In(x+ wx2z 一 1). 

利用 这 三 条 性 质 ,容易 算出 题 中 的 不 定 积分 . 作 变 量 代 换 :x = asinh 1, 则 dx 
= acosh ee wv1+sinhzt = acosh i, 于 是 
acosh rdt 
A acosh 1 


3 3 
In(<*+ Ye 二 二 a 十 区 )+e 
a 


=lIn(x+ Va +x:)~-lIna+t+c. 
由 于 In a 是 一 个 常数 ,所 以 c 一 In a 仍 是 任意 的 常数 ,因而 上 式 可 写成 


=lIn(x+ Va:+x:)+c. 0 


= Jar=i+e 


CQ2 + x 
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例 14 求 | VzzT wzdx. 
解 ” 仍 作 变 量 代 换 x = asinh 1 , 则 原 积分 变 为 
| Va’: + x:dx= az|coshzrdi = s|a + cosh 21)di 


= $s (i 十 总 sinh 21)+ 


= 扫 (In <+ 2 


a: 


= SIn(x+ Va + 好) + 广 X Va2 + X2 +C. 


另 _ 种 做法 是 先 对 积分 作 一 次 分 部 积分 就 把 所 的 不 定 积分 化 成 全 13 中 的 
不 定 积分 : 
| Va:+xdx= x Va + wx’ -|xa Va*+x’ 


二 a* 一 
Ye tx [Aa 
_. a?+x*—a 
vd 
= art | va + x dx. 
移 项 整理 之 后 ,得 
_Xx CQ2 
| Ver wdx = 却 2 + os 
再 用 例 13 的 结果 , 即 得 
1 0 
15 一 一 
全 15 求 | 


解 令 u=1+ V1i+t+x, 则 
l+x= (u-1), dx = 2(u — 1)du. 
因此 


| 去 全- “qu = 2 (1 
=2(u-lInu+t+e’ 
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=2(VI+x—-ln(l+ Vl+x))+ce. 口 
在 前 面 ,我 们 把 公式 (3) 的 用 法 说 成 是 “ 凑 微 分 ”和 “ 作 代 换 ” 两 种 ,只 是 为 了 便 
于 理解 .实际 上 ,这 两 者 并 没有 严格 的 差别 ,本 质 上 都 是 “ 换 元 ”. 请 看 下 面 的 例子 . 


sin Vx 

例 16 求 | Snax. 
解 ”如 果 能 立即 看 出 
1 / 
~ 一 一 2 9 
太 (Vx) 
那么 就 用 “ 凑 微 分 ”: 

| ixzdx 二 2|sin Vxd Vx =— 2cosVx + ci 

Vx 

如 果 想 到 要 去 掉 根 号 ,那么 就 作 换 元 x= 熙 , 则 dx =21di, 于 是 得 到 


| xzax= 2| sin tjdi = 2|sin idt 
Vx t 


=—2cost+c=—-2cosVx+ce. 
得 到 的 是 同样 的 结果 . 0 
练习 题 5.2 

1. 求 下 列 不 定 积分 : 

(1) Jarctan Xxdx; (2) Jarcsin xdx; 

(3) [xarccot Xxdx; (4) | earceos Xdx; 

(5) 人 mex+ wV1+X2)dxi (6) | zinzxdx 

2 9 x es 
(7) |x COs Xxdx; (8) | mos dx 
(9) | an qx, (10) | x:cosh xdxi 
Xx 
1 [cos In xdx; (12) [sin In xdx. 


2. 设 是 一 个 次 多 项 式 . 试 通过 的 各 阶 导数 来 表示 原 函 数 | pCx)e*dx. 
3. 计算 | zcoadrx . 
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4. 求 下 列 不 定 积分 : 


(1) Jxe* dx 
2 
(3) | Exax; 


(5) | 有 cosh x 


dx 
Sin X 


(9) | 去 sin lqx; 
x x 
(11) [ab #0); 
(a + bx)’ " 
(13) Jeos axcos bxdx; 
(15) Jsimtxqxs 


(17) | EE Egy, 
VSInX 一 COSX 


COS XSin x 
(19) | 一 一 dx; 
CQ2COS2X + D2zsin2x 
dx 


(21) | 元 x+bsinx’ 


(23) | —dx 
1+lnx 


(25) | Xdx 


V1l+x:+(l+ a 


(27) |erax; 


(29) je ， Vxdx; 


(31) | 有 A 


COS xsin x 
(33) | Sos xsin xqx. 


一 一 一 dx(n EN ); 


(2) | -一 dx 
Vl-—x’ 
Xx 
(0 | 二 dx 
dx 
(6) | 一 此 一 ， 
VX(l + x) 


dx ， 
(8) | 元 x(lnin x)” 


(10) | aean: Xx 
(12) Jeos axsin bxdx; 
(14) |sin axsin bxdx; 
(16) |simxdx; 

(18) i 

c20) | 


COS XxX sin x 


(22) | EE dx 
V2 +Cos 2X 


XxX Vx:*+ I 
(28) | ee dx; 


(30) Jxsin Vidx; 


2 
(32) | Ed 
/x + a* x 


5. 推导 出 不 定 积分 
fm" xax EN) 
的 递 推 公式 . 
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6. 用 换 元 x = asinh i 或 x = acosh i 解 以 下 各 题 : 


2 
(1) | + a?) -32dx; (2) | i 


(3) | VX?: — a’dx. 


7. 求 下 列 不 定 积分 : 
-二 ecdxi xer 
GD |(1- 兰 ) erdx; (2) | szdx: 
8. 求 出 函数 有, 设 ; 
(1) (xc) = T(x>0; (2) f (sim x) = cosx. 


5.3 ”有理 函 数 的 原 函 数 


所 谓 有 理 函 数 ,是 指 两 个 实 系数 多 项 式 的 商 , 用 式 子 来 表示 ,就 是 形 如 


_ P(x) 
R(x) = OCx) 


的 函数 ,其 中 与 Q 都 是 多 项 式 , 并 且 它 们 没有 共同 的 零点 .如 果 P 的 次 数 小 于 Q 
的 次 数 , 称 R 为 真 分 式 ; 如 果 P 的 次 数 不 小 于 Q 的 次 数 , 称 R 为 假 分 式 .通过 作 除 


法 ,我 们 总 能 将 一 个 假 分 式 表示 成 一 个 多 项 式 加 上 一 个 真 分 式 .例如 ,天 二 是 一 个 
假 分 式 ,但 如 果 我 们 进行 下 列 运算 ， 


X5 人 1) 二 
1— x? 1— x 1 一 2 
3 x 
TT < XTI- 
便 将 这 个 假 分 式 表示 成 了 多 项 式 - (x + 性 ) 加 上 真 分 式 - 二 .由 于 多 项 式 的 原 了 


数 是 容易 求 得 的 ,我 们 只 需 研究 如 何 求 真 分 式 的 不 定 积分 . 
我 们 需要 一 个 代数 的 定理 . 
定理 5.3.1 设 R(x)= P(x)/Q(Cx) 是 一 个 真 分 式 , 其 分 母 Q(x) 有 分 解 式 : 


Q(x) = (x — a)(x— bx + px + gq) (x + rx + Ss)’, 
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其 中 a,…,b,p,q,*, rss 为 实数 ; p? 4g 二 0,…,7r? —4s<0O;a, ,BA y 


为 正 整数 -我 们 有 
A A 


= + 十 。 
RX) CX-a x a xXx—a 
_B:s ,|_Bs! .+ DB 
to -br tx-b 
+ 一 x+Le +…+ + + 
(x+ px + q)” XxX: + prt+q 
Mx+tN, Mx+tN 
(Xx2+ rxt+ ss)’ Xx2:+rx+t+s’ 


其 中 Ai,,Bi,Ki,Lis*, Mi,N:; 都 是 实数 ,并 且 此 分 解 式 的 所 有 系数 都 是 唯一 
确定 的 . . 

我 们 在 此 不 对 这 个 定理 给 出 证 明 , 但 要 援引 定理 的 结论 . 它 的 证 明 , 大 家 可 在 
复 变 函 数 课 程 中 读 到 . 

这 个 定理 告诉 我 们 , 真 分 式 总 可 以 化 成 下 列 两 类 分 式 之 和 : 

A Ax+B 
(x—a)’” (x:+px+q)* 

这 里 上 是 正 整数 .因此 ,从 原则 上 说 , 求 真 分 式 的 原 函 数 的 问题 ,就 已 转化 为 求 这 两 
类 真 分 式 的 原 函 数 的 问题 . 在 求 不 定 积分 之 前 ,让 我 们 来 实践 一 下 如 何 把 一 个 真 分 
式 化 为 “部 分 分 式 ”( 定 理 5.3.1 称 为 “部 分 分 式 定理 ”). 


例 1 化 二 +3 为 部 分 分 式 . 


解 ” 因 为 它 的 分 母 有 分 解 式 
x — 4x+3= (x- 1)(x -3), 


(p* ~ 4g <=0), 


依 定理 5.3.1, 有 
X 十 1 - 4 + 了 

X2 一 4x+3 x-l1 xx-3” 
这 里 4 与 B 是 待定 的 系数 .去 分 母 之 后 ,得 到 

XxX+1= A(x -3)+ B(x — 1). 
为 了 确定 4 与 8, 有 两 种 方法 .第 一 种 方法 是 ,分 别 用 x=1 与 x=3 代 人 上 式 ,得 

. -2A =2, 2B=4. 
由 此 解 出 4= -1,B8=2. 第 二 种 方法 是 ,比较 上 式 两 边 一 次 项 与 常数 项 的 系数 ， 
得 出 


A+B=1, 34+B=-1. 
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从 此 线性 方程 组 中 可 以 解 出 A= -1,B8=2. 因 此 
x+1 _ -1 ,2 中 
X2 一 4x+3 x-1 x-3. 


x 
例 2 化 szz+3rf3 为 部 分 分 式 . 
解 ”首先 将 分 母 作 分 解 : 


X33+x:+3x+3= (x+1)(x2 +3). 


依 定 理 5.3.1, 有 
Xx A Bx+C 


X3+X2+3x+3 +i x2+3 
这 里 A ,B,C 为 待定 的 系数 .把 上 式 去 分 母 ,得 出 

X= A(x*+3)+(Bx+ C)(x + 1). 
令 x= -1, 代 人 上 式 ,得 4= -1/4. 消 去 4 之 后 ,得 


工 > 3 
4* + 二 十 可 = (Bx + C)(x + 1), 


9 


即 
六 x* +x+ 池 = Bri+(B+Cx+C. 
比较 平方 项 和 常数 项 的 系数 ,得 出 B= 1/4,C = 3/4. 0 


例 3 化 -1 一 5 与 一 为 部 分 分 式 . 


解 容易 看 出 ,分 母 有 分 解 式 *(x - 1)?. 因此 ,我 们 有 

a = 全 + x1 Cy + ei 
去 分 母 之 后 ,可 得 

x+1= AlDa+B+Cr-1)+DrOr-1)2. (1) 
如 果 我 们 乘 开 上 式 的 右边 ,再 合并 同类 项 , 比较 两 边 的 系数 , 便 得 到 含有 未 知 量 4， 
B,C,D 的 四 个 线性 方程 ,自然 可 以 解 出 A,B8,C,D. 但 是 ,下 面 的 做 法 也 是 值得 
推荐 的 .首先 , 令 x=0, 代 人 上 式 的 两 边 , 立 即 得 到 4 =1. 从 式 (1) 中 消去 4 之 后 ， 
得 到 


2x*~3x+3= B+C(x-1)+ D(x -1). (2) 
将 x=1 代入 式 (2), 得 出 B=2. 这 样 , 式 (2) 转 化 为 
2x2—3x+1= CClx-1)+D(x 1). (3) 


在 式 (3) 等 号 的 两 边 分 别 对 x 求 导 , 得 
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4x—3= C+2D(x -1). (4) 
在 式 (4) 中 令 x=1, 得 到 C=1. 最 后 ,在 式 (4) 等 号 的 两 边 分 别 对 x 再 求 导 数 , 得 出 
D=2. 
综 上 ,可 知 A= -1,B=2,C=1,D=2. 0 
现在 回 到 求 原 函数 的 问题 . 由 于 


| dx =Inlx-alt+ce, 
x—a 


当天 之 2 时 ， 
dx _ (x—-a)'* 
| -KC 
所 以 只 需 详 细 研 究 如 何 计 算 


Arx+B 


(ET pr + gy de (keE N*,p’ — 4g = 0). 


经 过 配方 ,有 
令 a = q 一 p*/4, 青 作 换 元 


便 得 到 


Ax+B 
(x2 + px + gq)* 


上 式 右 边 的 第 一 个 不 定 积分 十 分 容易 求 得 : 当 k=1 时， 


| 二 dv = 二 In(az + u2) + ci 


_ u _Ap du 
dx = 4| rrr t+ 2 ) (a? + 2)4 


2 
当 大 之 2 时 ， 
u 二 1 2 2 V1-k 
| arm a tH) 十 5 
所 以 ,最 后 只 需 讨论 
-|_ du _ 一 。。 
n=| Lr Ck = 1,2,3,.). 
作 分 部 积分 : 
uz 
l= Ca yr 2 如 ar + widu 
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u a +u—a’ 
= Cas + wr + 2k| (Cai + eT du 
Tr ar + 2 — 2ka? Ii, 


由 此 推出 


-1 u 2k—1 国 
len = 2ka? (a? + wu2)* + 2ka’ KEN) 


这 是 一 个 递 推 公式 .反复 利用 这 个 公式 可 以 把 指标 上 降低 ,最 后 归结 为 已 知 的 不 定 
积分 .最 初 的 几 个 是 


du 1 u 
二 > 二 一 十 C， 
1 pr arctan -7 C 
- 工 & 
1 = gn (zm + 1) 
-~ | & 
1 = ja (car ny + 312)- 


例 4 计算 | dx 
解 ” 由 例 3 的 结果 知 ,所 求 积分 可 变形 为 


_ [dx dx | dx | 六 
| 时 +2| + Cr +i 


= Inlx|l- riz i+in(- 1 +e 
_1 (x—-1) x 
-nT EC- 0 
、 5x +6 
例 5 计时 +i 


解 按照 前 面 所 指出 的 刻板 的 程序 来 求 积分 ,固然 能 达到 目的 ,但 稍稍 采用 一 
点 技巧 , 便 可 使 计算 过 程 简化 . 因为 


5x+6 -5.C2+x+l) ,7. 1 
xz+X+1l1 2 x:+XxX+l1 2 x:+x+t+l’ 
所 以 
5x+6 ， 5) ,2 31 dx 
Brrrid*™ mx +Xd+T1) + T vy 
(x+ 三) + ( 穷 ) 
2 
5 ， 7 2x 十 1 
= 二 In(Cx + x+1)+ -arctan +c. 0 
2 V3 V3 
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例 6 计算 | rtd 


一 2x 十 5)2 
解 易 知 x: 一 2x+5= (x 一 1)?+2?. 注 意 到 
5x +3 _ 5 (x?—2x+5) 8 


roxHo) Dx ox+o) (2 一 226)5， 
因此 ,欲求 的 不 定 积 分 是 


_5 1 | 
2 arr! 3) ox 5 
利用 递 推 公式 来 计算 ,上 式 成 为 
_5 1 x—l1 1 xX—1 
DH ori Cart! oactan 7 +c 
- 2x-7 ,1, x—1 
2 x+5) 2arctan 27 TC 


D 


以 上 几 个 例子 只 是 演示 一 下 求 有 理 函 数 的 原 函 数 的 标准 方法 .事实 上 ,在 实际 
问题 中 其 计算 是 相当 复杂 的 . 当 分 母 的 多 项 式 的 次 数 比较 高 时 , 且 不 说 为 了 确定 那 
些 系数 而 解 一 个 庞大 的 线性 代数 方程 组 所 带 来 的 麻烦 ,单单 求 8 的 零点 就 相当 


麻烦 . 
练习 题 5.3 
求 下 列 不 定 积分 ， 
Xi 20+1 i,. 
0 | 元 一 所 二 dx CD) | se 
-dx 1 
G) | rs 3 +xi’ (0 | rs ead 
4 +3 4 2 
5) | 在 壤 2 二 35dx (6) | Cx Ta dx 
8x” 十 7 dx 、 
pe (8) | Do ra 
dx d 
(9 | 和 a0 | gy 
dx 
GD [Er < G2) | 和- 1 
(13) ltdx; G4) | ee 
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5.4 可 有 理化 函数 的 原 函 数 


有 些 函 数 本 身 并 不 是 有 理 函 数 ,但 是 经 过 适当 的 换 元 之 后 ,可 以 化 为 新 的 变 元 
的 有 理 函数 .我 们 也 认为 求 这 一 类 函数 的 原 函 数 的 问题 已 经 获得 解决 . 下面 我 们 介 
绍 三 种 可 以 作 这 样 转化 的 函数 类 . 


(1) |R Ccos x sin XxX)dx. 
形 如 
i=0 j=0 


的 表达 式 称 为 x 与 y 的 二 元 多 项 式 ,其 中 a ER 叫 作 多 项 式 的 系数 .如 果 R Cx,y) 
是 两 个 二 元 多 项 式 的 商 , 则 称 R 为 二 元 有 理 函 数 .我 们 说 R(cos x ,sin x) 经 过 适当 


的 换 元 之 后 便 可 以 化 成 一 元 有 理沙 数 . 设 t= tan BR 1x| 过 x) , 则 由 三 角形 恒等式 ， 
可 得 出 下 列 简单 的 公式 : 


1-7 ， 2 
SS 上 一 工 十 12， SMX T+ 
它们 的 证 明 如 下 :由 上 的 定义 ,可 得 
2 

To 部， Ts 
再 由 基本 公式 

一 2 MX _ .2 : 一 XX 

COS X 二 COS 2 SIn 2 9 SIn X 2cos 2 sn 2 9 


即 可 得 到 上 述 公 式 . 这 两 个 公式 说 明 ,cos x 与 sin x 二 者 都 能 通过 := tan 乞 表示 成 


1 的 有 理 函 数 . 因 为 xx=2arctan ft ,所 以 
dx 2 


dt 1+22° 
这 表明 导数 季 也 是 + 的 有 理 函 数 . 
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我 们 已 经 证 明 ,在 作 换 元 ! = tan 六 (|x| 过 7) 之 后 , 求 原 函数 


Ia (cos x ,sin x)dx 
便 转 化 为 求 原 函数 


1—-1* 21 2 
ja + 12 1 十 2)1 十 Bdt. 

现在 被 积 函数 已 变 成 了 上 的 有 理 函 数 , 而 求 有 理沙 数 的 原 函 数 问 题 ,我 们 已 有 万 无 
一 失 的 办 法 . 换 元 公式 1 = tan 也 或 xX 二 2arctan 1 ,许多 书 上 称 为 “万 能 变换 ”, 就 是 
这 个 缘故 . 

让 和 和 

例 1 求 | zo Sin ze + COS X) 

解 ” 作 万 能 变换 1 = tan 三 , 则 原 不 定 积分 变 为 


1 1 12, 1 
$I(+ 7)dt= 4 +FIn|tl+e 


12X ,1 An 
= tan 2 + 5Inltan Fl|+c. 


对 当前 这 个 问题 ,不 用 “万 能 变换 ”而 用 其 他 变换 也 能 奏效 .例如 ,可 设 ! = cos x， 
由 于 


dx - sin xdx 
sin x(1 + cos x) Sin2x(1 + cosx) 
一 dr 


TADA+D) 
-1 (la 


~ 301+ OI+t 1-1 
-_-d: _1/l _1_ 
”21+ 1) be 1 一 jd 
因此 
dx 1 1 一 上 
[me s+ Hil+e 


__ 1 1, 1—cosx 
“3THeox) 41itcosx 人 0 


下 面 的 例子 表明 ,将 被 积 函数 作 适 当 的 变形 ,有 时 甚至 无 须 作 任何 换 元 , 便 可 
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求 得 原 函 数 . 
例 2 计算 | 并 Sin4 dx. 
解 由 
。 4 。 2 上 2 
__ 1 _ 1 1-cos2x -_ 1 .1 一 三 
cos2x 1 2 Cos 2 COs2x 2° 
可 得 
| Smax = tan x + Tsin2x - 3 +e. 0 
COsS: xX 4 2 


我 们 已 经 看 到 :万 能 变换 虽然 总 可 以 将 R(cos x ,sin x) 有 理化 ,但 对 具体 问题 
而 言 ,万 能 变换 不 一 定 总 是 必要 的 或 方便 的 ， 


(2) |R(x /七 )dx， 


对 形 如 


R(x ) 


的 函数 的 求 原 函 数 问题 也 可 以 利用 函数 的 有 理化 ,这 里 n 表示 正 整 数 . 同 前 面 的 
叙述 一 样 ,R 表示 二 元 有 理 函数 .不 妨 设 ud 天 bc ,否则 二 是 一 个 常数 ,这 时 被 
积 函 数 已 是 有 理 函 数 了 . 


为 了 去 掉 根 号 , 作 换 元 


_ /ax+by'” +» _ax+b 
1 = 【全 ， 即 i Txrad’ 


由 此 解 出 
dt"-b 
— ct"+a. 


明显 可 见 这 时 党 是 的 有 理 函 数 .因此 ,新 的 被 积 函 数 就 成 了 有 理 函 数 . 


次 一 


例 3 计算 | 


解 建议 读者 用 刚才 指出 的 那个 一 般 的 原则 来 解 这 一 道 题 目 ,体会 一 下 个 中 
的 滋味 . 
下 面 灵巧 的 办 法 是 可 以 被 构思 出 来 的 ,也 是 讲 得 出 道理 的 .第 一 ,希望 把 根 号 
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Adx(a x b). 
b—x 


去 掉 ; 第 二 ,恒等式 


启发 我 们 作 下 面 的 换 元 : 


这 时 ,=cos?t. 由 此 得 出 


dx = 2(b — a)cos tsin tdi, /Fe = tan !， 
一 区 
/二 -QZdx = (ba)(l— cos21)dt. 
b—x 
| 2dx= (b—-a)(t—cositsint)+c 
b—-x 


= (b -aarcsin /Fe ~- Vb -x(x-a)tce. 0 


3) [x ca + bx#)Ydx ,其 中 a,b 是 实数 ,a,B8,y 是 有 理 数 . 


对 这 类 函数 ,Chebychév 在 19 世纪 就 证 明了 :如 果 y， B' 


中 有 一 个 是 整数 ,那么 被 积 函数 可 化 作 有 理 函 数 来 求 原 函 数 :否则 , 它 的 原 函 数 不 
能 用 初等 函数 来 表示 .下 面 我 们 来 证 明 前 一 结论 ,后 一 结论 的 证 明 超 出 了 本 书 的 知 


从 而 


于 是 


识 范围 . 
(a) 如 果 y 是 整数 , 作 变 量 代 换 
Xe = 1 (1) 
则 * = 9,dx= 吝 10-1dt, 于 是 
. | ca + px8e)rdx = 划 ee + bt)*dt. (2) 


因为 < 廊 - 1 是 有 理 数 , 记 4 坟 + 一 1= 卫 , 故 式 (2) 的 右边 可 写 为 


私 | "Ca + bt)’dit. (3) 
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由 式 (2) 知 式 (3) 的 被 积 函数 可 有 理化 . 
(b) 如 果 记 1 是 整数 ,那么 4 万 -1 也 是 整数 ,这 时 记 y= 了 ,那么 式 (2) 的 有 
边 可 写 为 


Gt + bi)?di. 
由 式 (2) 知 它 也 可 有 理化 . 
(c) 如 果 s 计 + + 是 整数 ,把 式 (2) 的 右边 改写 为 


Hew (ee) ar = He (EE) er 


由 式 (2) 知 它 也 可 有 理化 . 
、 _ dx 
例 4 计算 / -| 云 亿 记 
解 把 7 写成 


了 = | ea + X13) -1dx. 


这 时 ,a = -1/2,8=1/3,y= 一 1. 由 于 YY 是 整数 , 故 被 积 函 数 可 有 理化 . 
今 x'3=1, 则 x= 113,dx=3ft2dt, 从 而 


1= 3| 去 -dt 
再 令 =w, 则 1=w?,dt=2udu ,于 是 
2 
1= 6| id “= 6|(1- 1 


176 


= 6(U — arctan u)+c = 6(xl6 -arctanXxl56) +Tc， 0 


例 5 计算 1 = | 2 关 > dr 


解 把 7 写成 
7 = | ea + XI4)13dx， 


这 时 ,wa = -1/2,8=1/4,y=1/3, 所 以 (ac+1)/8=2 是 整数 . 令 AL4 二 1 , 则 光一 14， 
dx = 413di ,从 而 


[= 4j i + 1)'Sdi. 
再 令 (1+1)3=w, 则 1= wu? 一 1,dt =3u?:du ,于 是 
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7 = 12| ww — 1)du 


= Pu -3u+te 
= 学 G+ YE -3G+y + ee. 0 
、 dx 
6 1 = | 一 一 ， 
解 把 写成 


{= |a + X4) -14dx. 
这 时 ,ae=0,86=4,y= 一 1/4, 则 (a +1)/B+ y=0 是 整数 . 令 x*=t1, 则 x= 04%， 
dx= 闻 -dt, 从 而 


a1\1+tit/ 
174 4 3 
公 ( 上 L 二 由 u = p 
人 S(T+H7) = 则 1= 了 d=7-yzdw' 于 是 
4/ 4 
= | ji = 证 + + 雯 arctan 4 +c. 0 
Xx— vl+t+x Vl1l+x 


我 们 已 经 发 现 , 求 原 函 数 比 求 导 函 数 要 困难 得 多 ,复杂 得 多 ,这 并 不 奇怪 .就 像 
对 小 学 生来 说 : 作 加 法 容易 , 作 减 法 比较 困难 ; 作 乘 法 容易 , 作 除 法 比较 困难 . 作 逆 
运算 比较 困难 ,这 似乎 是 数学 学 习 中 相当 普遍 的 现象 .前 面 我 们 已 经 说 过 ,要 写 出 
一 个 不 能 求 出 其 导数 的 函数 是 非常 不 容易 的 事 , 但 是 ,可 以 随手 写 出 一 大 批 求 不 出 
原 函 数 的 函数 ,例如 


， 加 
| 型 *dv， |e dx， |sin XxX2dx. 


在 第 6 章 中 将 要 证 明 , 这 些 函 数 的 原 函 数 其 实 是 存在 的 ,不 过 它们 不 是 初等 函数 . 
在 17 世纪 和 18 世纪 ,数学 家 们 曾经 全 神 贯 注 地 寻找 各 种 能 明确 地 求 出 原 函 

数 来 的 初等 函数 ,从 中 发 明了 大 量 的 巧妙 方法 .后 来 ,人 们 认识 到 以 封闭 形式 来 表 

达 一 切 初 等 函数 的 原 函 数 不 但 是 做 不 到 的 ,而 且 实 际 上 也 并 不 重要 .于 是 ,那些 针 

对 一 些 特殊 类 型 的 函数 构想 出 来 的 元 长 而 烦琐 的 处 理 方法 就 不 再 受到 关注 . 
现在 已 经 出 版 了 许 许多 多 的 详细 的 “积分 表 ”. 若 读者 在 实际 问题 中 遇 到 竭尽 

全 力 还 求 不 出 的 原 函 数 ,建议 到 “积分 表 ” 中 去 找 答案 . 
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1. 求 下 列 不 定 积分 : 


2. 


(1) | 各 Sinz x 
COS4X 


(3) 人 x 
Sin x 
(5 | + sin x 


(7) | 二 一些 一 ， 
CoS4xY + Sin4x 


dx ， 
— CoOsSX+5 


dx; 


sin x 


(9) | 十 Sind 


dx 
(11) | 二 时 (常数 e > 1). 


求 下 列 不 定 积分 : 

1 

| 二 甘 二 ix 

G3) | 一 一 一 一 dx; 
XxX+1+ Vx+l 


G5) | 一 些 一 ， 
xvVl1l+t+x’ 


dx 
4 | (x+a)" (x+ b)" 


(mn €N'); 


练 习题 5.4 


dx 
(2) | 二 de 
COS XSIN Xx 
COS xsin po 
(0) | -0 sn 
COSX+ sin x 


sin* x 
(6) | 1 + sinixd 


(8) | 二 由， 
COS XSIN X 


(10) | vtan xdx; 


3 
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dx; 


(2) | 一 < dxi 
j 


(0) | Sax; 


3 
(6) | — Ed 
| A 


8) | 一 此 一 
XxX VQ2 一 2 


ao | dx 
(x 


+ a):(x+ bb) 


dx 
{12) | -一 一 一 一 
| V1+x" 


求 导 的 逆 运 算 


(| xl<ax 天 0); 


(n EN)， 


。235 。 


第 6 章 函数 的 积分 


现在 ,我 们 转 到 微 积 分 学 的 另 一 个 主题 一 一 单 变 量 函 数 的 积分 学 .在 引进 导数 
概念 之 前 ,我 们 曾 举 出 了 来 自 三 个 方面 的 例子 ,说 明 导 数 概念 产生 的 背景 ,以 及 建 
立 这 一 概念 的 必要 性 .由 于 “积分 ”也 是 一 个 十 分 重要 的 概念 ,这 里 我 们 最 好 也 先 从 
几 个 例子 看 起 . 


6.1 积分 的 概念 


为 了 引进 积分 的 概念 , 先 来 看 三 个 例子 .第 一 个 例子 是 曲 边 梯形 的 面积 . 

从 计算 面积 来 导出 积分 概念 ,是 最 直 
接 、 最 直观 的 方式 . 设 函 数 卫 在 Le ,bj 上 有 
定义 ,暂时 设 fx)>>0 对 xE[a,5] 成 立 . 
我 们 把 由 横 轴 ,平行 直线 x=a 和 x=b 以 
及 曲线 y= f(x) 所 围 成 的 图 形 称 为 曲 边 梯 
形 ( 图 6.1) ,原因 是 如 果 函 数 了 是 一 次 (或 
称 线性 ?函数 ,那么 围 成 的 图 形 就 确实 是 一 
个 梯形 了 …“ 曲 边 梯形 ”只 是 “此 时 此 地 ?所 
使 用 的 一 个 名 词 ,为 的 是 行文 的 方便 , 它 不 
是 一 个 在 数学 中 普遍 适用 的 术语 . 

为 了 计算 这 块 面积 , 先 用 分 割 

Tr:40=X<x < < = b (1) 
把 La ,bj 分 成 n 个 小 区 间 [x;-1 ,xi], 其 长 度 为 Ax; =x; 一 xi-1(i=1,2,…,n). 然 
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后 用 平行 于 纵 轴 的 直线 x = x;(i=0,1,…,n) 把 这 块 面积 分 成 若干 小 条 .再 在 第 i 
个 子 区 间 上 ,任意 地 取 定 一 点 5( 而 不 能 只 是 取 子 区 间 的 端点 .区 间 的 中 点 以 及 任 
何其 他 特殊 的 点 ,以 排除 偶然 性 ) ,用 f($;)Ax; 来 近似 第 i 个 曲 边 梯形 的 面积 ,再 
用 和 式 


DY CE)Axi (2) 
i=1 


来 代替 曲 边 梯形 的 面积 .如 果 我 们 就 停止 在 这 一 步 上 , 式 (2) 只 能 是 面积 的 一 个 近 
似 值 .因此 ,必须 把 分 割 加 密 . 加 密 的 过 程 就 是 一 种 极限 过 程 ,姑且 写 为 


lim >， El)Axi 
i=1 


问题 是 ,我 们 对 什么 东西 来 取 这 个 极限 ,是 不 是 令 mo ? 显然 不 是 ,因为 n+1 只 
是 分 点 的 个 数 ,即使 把 n 取得 很 大 ,也 不 能 说 明 已 分 得 很 细 . 例如 ,固定 xo = a ,x 
= (at+b)/2, 其 他 分 点 都 加 在 ((a+b)/2,5] 中 ,那么 无 论 n 取得 多 么 大 ,对 我 们 
都 没有 帮助 .为 此 ,对 分 点 序列 (1) 组 成 的 分 割 x , 令 

[xl = maxtAx;)， 
称 | x | 为 分 割 的 宽度 .很 明显 ,分 割 宽 度 的 大 小 能 反映 分 割 是 不 是 细密 ,所 以 上 
述 极限 的 恰当 表示 是 


im 。 Pf, )Axi. 


如 果 这 个 极限 存在 , 即 对 SE€ [xi-1,x; ] 的 所 有 可 能 的 选 法 得 出 的 极限 是 同一 
数 ,那么 这 个 数 自然 就 定义 为 曲 边 梯形 的 面积 . 

第 二 个 例子 是 一 个 物理 问题 .我 们 知道 ,一 个 方向 不 变 、 大 小 为 常数 的 力 F( 大 
小 为 F) ,使 物体 沿 力 的 方向 移动 距离 d, 力 所 做 的 功 是 Fd .如果 力 的 方向 不 变 , 力 
的 大 小 随 点 的 位 置 而 变化 ,这 时 如 何 来 计算 力 所 做 的 功 呢 ? 更 精确 地 说 ,如 何 来 定 
义 力 所 做 的 “ 功 ” 呢 ? 取 一 数 轴 ,使 其 正方 向 与 力 的 方向 一 致 .物体 在 力 的 作用 下 由 
点 4 移动 到 点 b. 设 力 的 大 小 是 点 xELa,bj 的 函数 fx). 作 分 割 

NX:ad = Xo<<xX < <xo< xn = 也. 
取 6 )Ax; 作为 在 第 i 段 路 程 Lx;-1,x;] 上 功 的 近似 值 ,这 里 是 在 [x;-1, Xi 
上 任 取 的 (i=1,2,…,n). 这 个 想法 是 合理 的 ,因为 当 || x | 很 小 时 ,每 一 个 子 区 间 
Lxi-1,x;j] 都 不 长 ,我 们 至 少 可 以 如 此 来 设想 ;函数 了 在 其 上 的 变化 不 大 ,因此 很 自 


lim Pf, )Ax; 


1 xl 一 0 
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作为 功 的 定义 .当然 应 当 假 设 这 个 极限 存在 ,以 及 数值 不 依赖 于 §; 在 第 i 个 子 区 间 
上 的 选取 . 

第 三 个 例子 是 :如 果 我 们 已 知 一 个 非 均匀 棒 的 密度 分 布 ,如 何 去 求 (实际 上 是 
“定义 ”) 棒 的 总 质量 .这 正 是 3.1 节 的 例 2 中 那个 问题 的 反问 题 . 请 读者 自己 思考 
这 个 问题 , 便 不 难 发 现 问题 最 后 又 归结 到 .上述 那 种 类 型 的 极限 . 

定义 6.1.1 设 函 数 f 在 区 间 [a,b] 上 有 定义 .如 果实 数 /使 得 对 任意 给 定 
的 e 汪 0, 存 在 S>0, 只 要 [La ,bj 的 分 割 x 满足 上 x 二 6, 而 不 管 &;1 ELxi-1,xXi] 
(1 委 ;i 委 ?如 何 选择 ,都 有 


|7- > Genax|<。 
成 立 , 则 称 上 在 La ,5 上 Riemann 可 积 , 称 1 是 f 在 La,bj 上 的 Riemann 积分 . 
函数 了 的 积分 通常 用 符号 
| feax (3) 


来 表示 .其 中 ,b 与 a 分 别称 为 积分 的 上 限 和 下 限 ,f 称 为 被 积 函 数 ,f(x)dx 叫 作 被 
积 表 达 式 .字母 x 没有 什么 特殊 的 作用 ,可 用 其 他 任何 字母 来 代替 . 例如 , 当 了 在 


[a,b] 上 可 积 时 ,| f(t)dt 与 式 (3) 表示 的 是 同一 个 实数 . 


还 有 一 些 与 可 积 和 积分 有 关 的 名 词 需 要 在 此 加 以 定义 .如 果 是 由 式 (1) 所 确 
定 的 分 割 , 则 称 {xo ,Xi1，… ,XxX} 为 的 分 点 序列 ;和 式 


好 


Df Ex 一 Xi-1) 


称 为 了 的 Riemann 和 (也 叫 积分 和 ) ; {全 ， 人 $2," ) 称 为 此 积分 和 的 值 点 序列 . 
由 积分 的 定义 6.1.1 立即 看 出 ,积分 有 以 下 简单 的 性 质 : 
(1) 设 f 在 [a,bj] 上 可 积 且 非 负 , 那 么 


forax >0; 
(2) 设 f 与 g 在 [a,bj 上 可 积 ,并 且 /之 g 在 [a,bj 上 成 立 ,那么 
[fordx > | gC0dx; 
(3) 如 果 三 与 8 在 [a,bj 上 可 积 ,那么 f+g 在 [a,b] 上 也 可 积 , 并 且 
| Yo) + g(x))dx = | Feedx + | gcoadx 
(4) 如 果 f 在 [a ,bj 上 可 积 ,那么 对 任意 的 常数 c ,cf 在 La,b] 上 也 可 积 , 且 
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| ercodx = c| /ooadr， 


这 就 是 说 ,常数 可 以 提 到 积分 号 外 . 
这 些 性 质 都 可 以 由 积分 的 定义 立刻 推出 来 ,请 读者 自己 完成 证 明 . 
现在 有 两 个 问题 需要 解决 : 
(1) 什么 样 的 函数 是 可 积 的 ? 
(2) 如 果 f 在 La ,5b] 上 可 积 ,如 何 计算 | f(x)dx? 
让 我 们 先 看 两 个 例子 . 
例 1 证 明 : | ldx =b-a. 
证 明 此 时 f(x)=1(a 志 x 声 b). 对 分 割 x( 见 式 (1)) 作 积分 和 : 


n 


2 f EAX 一 Dx, 一 Xi-1) 二 Xn 一 Xo 二 b— a. 
因此 ,对 任何 分 割 A 以 及 é, ELXxXi-i1 ,i 的 任何 取 法 ,都 有 
六 FEDAx =b-a. 
依 定义 6.1.1, 得 
[idx=b-a. 
积分 | 1dx 常 直接 写成 | dx. 由 此 可 知 ,对 任何 常数 ,有 
b b 
| eax = c| dx=c(b-a). 


例 2 计算 | xdx. 
解 ” 对 分 割 x( 见 式 (1)) 作 积分 和 : 


SAxi， 
i=1 
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其 中 $1 ELxi-i , x1] 是 任 取 的 .这 种 任意 性 使 得 我 们 很 难 控制 它 ,所 以 先 用 此 子 区 
间 的 中 点 7; = (xi-1 + Xi)/2 来 代替 和 ,然后 估计 这 种 代替 所 引起 的 误差 .下 面 是 


操作 过 程 : 


> SiAxi 二 DTAxi + > (6 — 7)Axi. 
i=1 i=1 i=1 
式 (4) 右 边 的 第 一 个 和 是 


(4) 
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2 7i1AX:i = pp (Xil + Xi (Xi — Xi-1) 
i=1 i=1 


ly 工人 pps 
= xD) = Cb? a?). 


这 是 一 个 常数 .由 于 $; ,7 是 第 i 个子 区 间 上 的 两 点 ,所 以 
|é -7 [Ax rl C= 1,2,.…,n). 
进而 有 


DL 一 TDAxi| 去 5S) | €; — 7 | Ax; 
i=1 i=1 


委 |‖zrl2aAr= |xl(b-a). 
i=1 
由 式 (4) ,得 出 
[Dar -eae|< xl Cb -a). (5) 


由 此 看 出 ,对 任 给 的 e 汪 0, 可取 5=e/(b 一 a). 当 分 割 xx 满足 上 x | 二 6 时 ,不 论 
é&; 在 第 i 个 子 区 间 如 何 选择 ,从 式 (5) 都 可 得 出 


2 


[Dé -= 
i=1 2 


<< e. 


依 定义 6.1.1, 这 正 是 
| xdx = 已 可 Q 0 
从 几何 上 看 ,这 个 结果 是 明显 的 . 函数 f(x)=x 与 x=a,x=b 和 x 轴 所 围 成 


的 图 形 是 一 个 梯形 ,而 不 只 是 曲 边 梯形 .这 个 梯形 的 两 底 分 别 是 c,b, 高 是 已 - a， 
所 以 它 的 面积 是 


1 pa ,2 
alat+b)b a) sb a’”). 


与 积分 的 结果 相同 . (在 作 这 种 几何 解释 的 时 候 ,a 与 b 应 是 正 数 ,而 作 积分 的 时 候 
则 无 须 这 种 约束 . ) 

这 么 一 个 简单 的 结果 ,如 果 按 定义 6.1.1 来 计算 ,要 经 过 上 述 不 算 简单 的 推导 
才 可 以 得 到 .由 此 可 见 , 我 们 应 寻求 简便 快捷 的 办 法 来 计算 积分 . 

由 于 在 [a,b] 上 连续 的 函数 f 在 [a ,bj 上 一 致 连续 ,从 积分 的 定义 看 出 ,只 要 
|x 是 够 小 ,那么 在 同一 子 区 间 [xi-1,x;j 上 ,函数 了 在 任意 两 个 点 处 所 取 的 值 就 
会 充分 靠近 ,因此 ,无 论 在 此 区 间 上 选 怎样 的 6; ,所 生成 的 Riemann 和 的 差别 都 无 
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足 轻重 .这 使 我 们 有 一 种 预感 :区 间 [ae,p] 上 的 连续 函数 一 定 是 可 积 的 .我 们 将 在 
6.5 节 中 给 出 这 一 事实 的 证 明 . 在 下 面 的 讨论 中 我 们 先 承认 这 一 事实 . 

下 面 的 定理 称 为 Newton-Leibniz 公式 ,是 一 个 非常 重要 的 定理 .在 这 里 ,我 们 
的 主要 目的 是 希望 利用 它 来 尽快 地 学 会 计算 积分 .到 了 6.3 节 ,我 们 还 要 回 到 这 个 
公式 上 来 ,用 不 同 的 方法 再 作证 明 ,并 讨论 它 的 其 他 意义 . 

定理 6.1.1(Newton-Leibniz 公式 ) 设 函 数 三 在 La ,5 上 可 积 , 且 在 (ca,5) 上 
有 原 函 数 FF. 如 果 FF 在 La,bj 上 连续 ,那么 必 有 


b 
| feax = F(b)— F(a). (6) 


证 明 ”用 分 点 a = xo 过 x 过 … 之 xn = 二 b 把 区 间 [La,bjn 等 分 , 即 xi 一 xi-1 = 
(Cb-a)/n(i=1,2,…,n), 于 是 


F(b)—- F(a) = DY FC) - FOxi1)). (7) 

对 应 用 微分 中 值 定理 ,有 和 
F(b)— Fla) = DF’ C&D Ax = Df Ax, (8) 
这 里 E (xi yz)Gi = 1,2,…sn). 因 为 f 在 [a,b] 上 可 积 ,所 以 当 n ~ 吕 时 ， 
式 (8) 的 右边 以 | f(x)dx 为 极限 .在 式 (8) 的 两 边 令 n 一 %, 即 得 式 (6). 0 


这 个 定理 指明 了 计算 可 积 函 数 的 积分 的 方法 ,也 就 是 说 ,将 求 可 积 函数 了 的 积 
分 的 问题 ,转化 成 为 求 了 的 原 函 数 的 问题 . 这 就 是 我 们 在 第 5 章 中 用 了 那么 多 的 时 
间 来 学 习 求 原 函 数 的 种 种 方法 的 原因 .我 们 引入 记号 


Fee)| = F(b)- Fia). 
因此 , 式 (6) 便 可 写成 


| roodx = Foo| ， (9) 
也 可 以 写成 
| roax = [rodx| 
这 里 |f(x)dx 表示 /的 不 定 积分 中 的 任何 一 个 .注意 到 
dF(x) = f(x)dx, 
那么 式 (9) 可 以 更 进一步 写 为 
| arcn = FCoo)| (10) 
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下 面 看 一 些 简 单 的 例子 . 


例 3 我 们 有 
1 ， _1 3 人 _1 
| ,ear = Bx 本 | 
例 4 我 们 有 
J sin Xdx = 一 cosx| = 2. 
0 0 
一 般 地 ,有 
b b 
| sin xdx = cosa - cos b, | cos xdx = sinb ~ sin a. 0 


到 此 为 止 ,我 们 已 经 学 习 过 积分 的 定义 和 简单 性 质 ,而 且 学 会 了 如 何 计算 某 些 
连续 函数 的 积分 ,大 家 可 以 做 大 量 的 习题 了 . 

一 元 函数 积分 的 理论 到 此 并 未 充分 地 展开 ,虽然 如 此 ,我 们 还 是 可 以 利用 已 经 
学 到 的 知识 做 更 多 的 一 些 事情 .例如 ,可 用 来 求 某 些 数列 的 极限 . 

例 5 计算 极限 


. 1 2 区 
im((1+ 元 儿 1+ 元 六 (+ 下 让 
解 ” 取 对 数 , 并 令 
sk), 

右边 的 表达 式 可 以 看 成 是 f(x)=1n (1+x) 在 L0,1] 上 的 一 个 特殊 的 Riemann 和 ， 
这 时 [0,1j 被 等 分 成 了 n 个 子 区 间 ,每 一 个 子 区 间 的 长 为 1/n ,6 = i/n 是 第 i 个 
区 间 的 右 端点 .由 于 已 知 沙 数 1n(1+x) 在 [0,1] 上 可 积 , 所 以 取 均 匀 的 分 割 并 且 选 
取 对 我 们 有 利 的 、 特 殊 的 值 点 $; 作 Riemann 和 后 再 取 极 限 ,一 定 会 收敛 到 积分 
值 .因此 


1 
lim a, = | ma 十 X)dx. 


利用 分 部 积分 ,可 求 出 In (1+ x) 的 一 个 原 函 数 
(1 +x)In(ClL 二 Xx) 一 X 


因此 
lim a = (1+ x)In(l+x)— x) ， 


= 2In2—1， 
所 求 的 极限 是 4/e. 0 
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练 习 


1. 利用 积分 的 几何 意义 , 求 下 列 定 积分 : 
GD 上 V(x- a)(b— x)dx; 网 


2. 人 


3. 利用 积分 的 定义 ， 计算 | (b>a>0). 
4. 利用 Newton-Leibniz 公 趟 ,计算 下 列 积分 ， 
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| id (2) 上 xX” qx(n€EN') 
T+ +Xdx (7 E ” 
| 一 此 一 0O<e 一 0 
0 ll+ecOsx 
5. 求 下 列 极 限 : 
[9 , 
GD lim | 证 -dx (2) lim | e- adx (0<acb). 


6. 证 明 下 列 不 等 式 : 


1 xdx < 一 5 
(1) ) | 5 x +16< 6 


2 

(2) 冯 <],e dx < 2ez; 

2n 
‘3) | [lacosx+bsinx|dx<2xr va +b’; 

0 

1 隐 n PT 。 
(4) | x QOdr < mn EN'). 

7. 来 


(1) lim— 二 Psin 4 


. 1 1 1 
wi 


(lim( tg tt ); 


ez 十 1 12 十 22 M2 十 有 
Pp p oo. Pp 
(4) lim (p>0). 


8. 设 a.b 之 0.fE C[- ab; 又 设 /> 0 且 | xzdx = 0. 求 证 ; 


b b 
[ x*f(x)dx < ob jx)dx. 
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9. 证 明 : 
(1) 


"+ A) _22_ ; (2 | Edx -22 
0 1+x 


问题 6.1 


1. 设 凸 函数 了 在 La,bj 上 可 积 .求证 : 
(b -a)f (eS 
2. 证 明 : 对 nEN' ,有 不 等 式 


1 1 1 
+ +… + -一 一 一 < v7n - Vn. 
v2+5n v4+5n V2n+5n 


2)< [fonax. 


6.2 可 积 困 数 的 性 质 


可 积 的 函数 不 一 定 在 其 积分 区 间 上 连续 ,但 必须 在 这 区 间 上 有 界 . 

定理 6.2.1 设 卫 在 Le ,bj 上 可 积 , 则 了 在 La ,5 上 有 界 . 

证 明 设 f 在 [a,bj 上 的 积分 等 于 了 7, 依 定义 6.1.1, 对 e=1, 必 存在 一 个 分 割 
x， 使 得 


[BDFDdAar -1|<1, 
这 里 值 点 55E[x 1,x1](1 过 i 过 n) 可 以 任 取 .由 上 式 ,可 得 
[BfeeDax <I 1+. 
进而 有 和 
| Fe Axi Z| T+1+) FeDAr |， 
即 各 
| FS) I< 二 (| 1 1+1+ | fsarl). 
此 时 ,把 在 [x;-1,x;] 中 的 固定 下 来 (i =2,3,…,n), 则 上 式 的 右边 是 一 个 确定 
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的 正 数 ， 6 可 以 在 [xo ,Xx1j] 上 任意 取 值 ,这 就 证 明了 ff 在 子 区 间 [xo,xi] 上 是 有 界 
的 . 同 理 ,f 在 子 区 间 [x;-1,xi] (i=2,3,…,n) 上 都 是 有 界 的 ,所 以 在 La,bj 上 
必 有 界 ， 0 
由 上 面 的 定理 ,可 知 积分 
由 
o Vx 


不 存在 ,因为 被 积 函 数 1/Vx 在 [0,1] 上 无 界 . 
定理 6.2.2( 积 分 的 可 加 性 ) 设 cEla,b),f 在 [a,cj,[c,b] 上 可 积 ,那么 f 
在 [a > bj 上 也 可 积 , 并 且 


| Foodx = | Foodx + [ovax. (1) 
证 明 函数 了 在 Le ,bj 上 的 可 积 性 将 从 定理 6.6.1 得 到 .等 式 (1) 的 正确 性 可 
由 这 三 个 积分 的 存在 性 ,再 通过 对 积分 和 取 极 限 而 得 出 . 0 


由 定理 6.6.1 知 ,如 果 f 在 La ,bl 上 可 积 ,那么 f 必 在 La ,bj 的 任何 一 个 子 区 
间 上 可 积 . 把 这 一 结论 与 刚才 证 明 的 定理 6. 2.1 结合 起 来 , 便 得 到 :只 要 f 在 
[a ,bj 上 可 积 ,对 任何 一 点 cE (a,b), 都 会 有 式 (1) 成 立 .等 式 (1) 所 表达 的 性 质 ， 
称 为 积分 的 可 加 性 . 


到 目前 为 止 ,我 们 仅 对 <b 的 情形 定义 了 f(x)dx. 当 a = b 或 a 之 b 时 ， 
定义 积分 的 方式 应 使 得 可 加 性 仍然 成 立 .因此 ,我 们 必须 定义 
| forax = 0. 
如 果 可 加 性 成 立 , 那 么 
| roodx + | fondx = | fodx = 0. 
因此 , 当 a 盖 户 时 ,应 规定 
| rodx =- | roodr: 


在 这 里 ,右边 的 积分 具有 原来 规定 的 意义 . 
下 面 的 定理 揭示 了 一 个 有 用 的 性 质 . 
定理 6.2.3 如 果 f 在 [a,bj]j 上 连续 且 非 负 , 但 f 不 恒 等 于 0, 那 么 


b 
| fwdx > 0. 


证 明 设 有 一 点 xoELa,bj], 使 得 f(xo) 汪 0. 由 连续 函数 的 性 质 可 知 ,存在 一 
个 子 区 间 [a ,站 ,满足 xo。€E [a ,PB]CLa ,bj, 使 得 对 一 切 xE[a,B], 有 
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fix) 之 记 f(xo). 
由 积分 的 可 加 性 , 知 
b a Bp b 
| rooaz= | fordx + | roopdx + | Foodx 
> | 7codx > 上 | 和 dx = Pp -a)>0. 
这 一 定理 有 一 个 明显 的 推论 :对 [a,b] 上 连续 晶 非 负 的 函数 f, 如 果 有 
| Foodx = 0， 


那么 f=0. 
定理 6.2.4 设 f 在 [a,bj 上 可 积 ,那么 |f| 也 在 [a,bj 上 可 积 , 且 


b b 
fewax|<) fee ar 


证 明 ”|f| 的 可 积 性 将 由 定理 6.6.1 得 到 .下 证 式 (2). 由 于 
-| f(x) | fx) | fx) |， 
所 以 


b b b 
-| op 1ax<| oar<| | fen ax. 
这 就 是 不 等 式 (2). 


定理 6.2.5( 积 分 平均 值 定理 ) 设 函 数 f 与 g 在 [a,b] 上 连续 ,g 在 [a,b] 上 


不 改变 符号 , 则 存在 ELa ,bj, 使 得 
[fog dx = Fe| gdx. 


(2) 


0 


证 明 不妨 设 当 x € [a,bj] 时 ,g(x) 之 0 但 不 恒 等 于 0. 由 定理 6.2.3, 知 


geopdx > 0. 设 m 与 M 分 别 是 在 [a,b] 上 的 最 小 值 和 最 大 值 ,于 是 
1 和 fr) 委 M (a<x 人 eb). 

用 g(x) 去 乘 上 式 ,得 到 
mg(x) f(x)g(x) < Mel(x). 

求 积分 ,得 到 


b b b 
m| godx < | fog dx < M| godx. 
由 此 推出 
b b -1 
m<| fedstwdx(| gdx) <M. 
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再 根据 连续 函数 的 介 值 定理 ,存在 一 点 《E[a ,bj], 使 得 
FS) = | rosgcoadx(| goodxz) . 
由 此 推出 欲 证 的 定理 . 口 
如 果 f 在 [a,bj 上 可 积 ,g 是 La,p] 上 的 单调 函数 ,那么 有 所 谓 的 “第 二 积分 平 
均值 定理 ” ,我们 将 在 下 册 的 第 16 章 中 讨论 它 . 
在 定理 6.2.5 中 令 8 =1, 便 得 出 : 
推论 6.2.1 设 函 数 了 在 区 间 [a ,bb 
上 连续 , 则 存在 一 点 SE La ,bj, 使 得 


| feax = f(é)(b — a). 


现在 我 们 对 这 个 推论 作 一 个 几何 解 
释 . 为 此 ,不 妨 设 />>0. 上 式 的 左边 代表 一 
个 曲 边 梯形 的 面积 ,而 右边 是 一 个 矩形 的 
面积 . 这 就 是 说 , 曲 边 梯形 的 面积 可 转化 
为 一 个 矩形 的 面积 ,这 个 矩形 的 一 边 同 曲 
线 至 少 有 一 个 交点 , 见 图 6.2. 这 意味 着 在 
这 个 图 中 ,阴影 部 分 的 两 块 图 形 的 面积 
相等 的 . 

定理 6.2.5 只 是 证 明了 满足 条 件 的 点 的 存在 性 ,但 也 许 不 止 一 个 .与 微分 中 
值 定理 中 的 那个 一样 ,一 般 来 说 , 它 是 不 可 以 精确 定位 的 . 


练习 题 6.2 


1. 设 函 数 /与 8 在 [a,b] 上 连续 ,并 且 f(x)<g(x) 对 一 切 xE[a,b] 成 立 , 又 | f(x)dx = 


| geqx. 求 证 :f = g. 


[Se 


. 车 函 数 在 [a,b] 上 连续 , 且 | f(x)8g(x)dx = 0 对 一 切 连续 函数 8 成 立 .求证 :f=0. 
. 确定 下 列 定 积分 的 正 负 号 ， 
(1) | Sm <dxi (2) | eamxdx， 
4. 比较 下 列 定 积分 的 大 小 ， 
(1) | eax 和 | e* dx; (2) | ec dx 和 | e* dx; 


[de 
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1 sinx [ sinX | [| sin x 三 Sin2x 
(3) | T+ dx 和 ol dx (4) x dx 和 ,2 dx. 
5. 证 明 : 
X11 eR 
<ak'! e"*), R>0, 
2 -Rsinx mT 1— er 0 
ewigxi> 芝 0-e*)，R<0， 
-zx 
= 3， R=0 
6. 求证 : 
sin(n+ 坪 )x _ 
——— dx =x (n=0,1,2,.). 
° sin 方 


(提示 :将 被 积 函 数 表示 为 余弦 函数 之 和 . ) 
7. 利用 第 6 题 的 结果 ,证 明 ， 


(im 你 /sn 部) dx = nx Cn = 0,1,2,.). 
8. 设 是 [0,1] 上 的 连续 函数 , 旦 太 >0. 证 明 不 等 式 : 
1 1 1 
| reodz| Rl 
9. 设 L0,x] 上 的 连续 函数 了 满足 
| reyees 6d0 = | feosin bdbg = 0. 


求证 : 太 在 (0,r) 内 至 少 有 两 个 零点 . 
10. 设 f,g 在 [ce ,bb 上 连续 .证 明 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 


(| Fogcodx) < oodz| goodx- 


问 题 6.2 


1. 证 明 不 等 式 : 
| a - "dx 六 CEN')， 
而 且 当 ”之 2 时 成 立 着 严格 的 不 等 号 . 
2. 设 连 续 函数 f 满足 | x (x)dx = 0(i = 0,1,2,…,n). 证 明 :f 在 (a,b) 内 至 少 有 n+1 
个 零点 . 
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ww 


. 函数 /在 区 间 [a,b] 上 连续 且 非 负 , 令 M= max f(x). 证 明 ， 
im(| Pozdz) ”= M. 
. 函数 f 在 La ,bj 上 连续 、 非 负 且 严格 递增 . 由 积分 平均 值 定 理 ,对 每 个 过 0, 存 在 唯一 的 
一 点 xpE[La,b], 使 得 


> 


1 b 
fr(xs) = 下 | fr ar. 
求证 ， 
lim x» = b. 
5. 设 f 是 一 个 n 次 多 项 式 , 且 满足 
1 
| fcr xdx =0 (天 三 1,2,.…,n). 
证 明 : 
1 yr! 2 
| Popdx = n+ (| Foodz) . 


6.3 微 积 分 基本 定理 


现在 我 们 来 研究 “上 限 变动 的 积分 ”. 设 了 在 La ,bp] 上 可 积 ,那么 对 任何 x € 
[a,bj,f 在 La,x] 上 也 可 积 .我 们 先 承认 这 个 事实 , 它 的 证 明 将 在 6.6 节 中 完成 . 
因此 ,可 以 定义 函数 


F(x) = | Fodr， 


其 中 x 可 在 La ,bp] 上 变化 .例如 ,可 以 认为 FCa)=0, 而 F(b) 就 是 三 在 La,b] 上 的 
积分 .天 是 由 一 个 上 限 变 动 的 积分 所 确定 的 函数 . 从 几何 上 看 , 当 对 一 切 x € 
[ae , 5,F(xz) 关 0 时 ,下 代表 着 一 个 变动 的 曲 边 梯形 的 面积 , 见 图 6.3. 可 以 很 清楚 
地 看 到 , 当 x 获得 一 个 很 小 的 改变 量 Ax 而 变 到 x + Ax 时 ,函数 F 所 得 到 的 改变 
量 就 是 夹 在 过 点 (x,0) 与 (x + Ax,0) 并 平行 于 纵 轴 的 两 条 直线 之 间 的 那 块 面积 ,而 
这 块 面积 的 绝对 值 一 定 不 超过 一 块 矩 形 的 面积 MIAx|, 这 里 M 表示 | 了 | 在 [a,b] 
上 的 一 个 上 界 , 这 就 说 明 下 是 一 个 连续 函数 . 


定理 6.3.1 设 f 在 [a,b] 上 可 积 ,那么 上 限 变动 的 积分 F(x) = | f(r)dt 在 
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[a,b] 上 连续 . 


rE A 
图 6.3 
证 明 任 取 一 点 xoE 《a,b), 则 
F(xo + h) — FOxo)= 上 Fopd -上 rodt 


Xo+h a xo+h 
=| fovdr+ | fli)dt =| f(t)dit, 
这 里 h 可 正 可 负 , 但 xo。+ hE€ELa,bj. 
因为 了 在 [ea,b] 上 可 积 ,由 定理 6.2.1, 它 在 [a,bj] 上 有 界 . 设 |f(x)| 志 MM 
(a 声 x 声 b). 于 是 由 定理 6.2.4 知 , 当 h>>0 时 ， 
| FCOxo + h) ~- F(xo) |= rwaxl<) [f(D | dr 过 Mi 
当 <0 时 ， 


xo+h X 
| FOxo + h) — F(xo) |= 上 了 Fodr| = fea 
Xo Xot 


<<| fo) 1 di 
<AM-APp=MIA|. 
总 之 ,有 
| FCxo + h) - F(xo) | = | 六 road sw | 天 上. 

这 正 表明 下 在 xoE(a,p) 处 连续 .上 述 的 证 明 经 过 很 显然 的 修改 之 后 ,可 适用 于 
xo=4 与 xo。=b 的 情形 . 0 
如 果 再 加 上 f 连续 的 条 件 , 可 以 证 明 下 有 更 好 的 性 质 . 具体 地 说 ,我 们 有 : 

定理 6.3.2 设 函 数 了 在 [a,bj 上 可 积 ,在 一 点 xo€ELa ,bj] 处 连续 ,那么 下 在 
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Xo 处 可 导 , 并 且 
F(xo) = f(xo). 
证 明 我们 已 经 得 到 
Flxo + h) - F(xo) = fevar. 


于 是 
Flxo + h) 一 F(xo) 


加 二 | _1 xD 二 内 
fox)= | fod 革 " Foxo)di 


h 


1 xot 
= | (fl(1) — flxo))di. 

由 于 f 在 xo 处 连续 ,对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 8 汪 >0, 使 得 当 |1 一 xo1 二 8 且 1€(a,b) 
时 ,有 |f(1) 一 f(xo)| 二 e. 现 取 0< 二 |h|< 二 6, 便 有 


-一 X01+ 凤 
7 - Foxo) <T 二 | fp - foxo) | dr 


1 
Tre|h|=e. 
二 [Te | € 


这 就 是 
Flxo+ h)— Flxo 
h 


由 此 得 到 下 面 的 十 分 重要 的 微 积分 基本 定理 . 
定理 6.3.3( 微 积分 基本 定理 ) 设 函 数 f 在 La,bj]j 上 连续 ,那么 


df = 
| fear = /xz) (ax b). 


) = f(xo). 0 


F'(xo) = lim 
h—=0 


上 式 可 以 用 语言 解释 为 :上 限 变动 的 积分 | f(1)dt 是 /的 一 个 原 函数 ,这 就 是 


第 5 章 中 把 原 函 数 也 说 成 是 “不 定 积分 ”的 道理 . 
由 此 可 得 下 面 的 推论 : 
推论 6.3.1 [a,bl 上 的 连续 函数 一 定 有 原 函 数 . 
从 定理 6.3.3 可 以 再 次 得 到 下 面 的 Newton-Leibniz 公式 . 
定理 6.3.4 设 f 在 La,b]j 上 连续 ,G 是 f 在 La,bj 上 的 任 一 原 函 数 ,那么 


[fo0dx = Gb) - Ga) (1) 
证 明 ”由 定理 6.3.3, 知 F(x) = | 了 (4)dt 是 [a,b] 上 的 一 个 原 函数 ,因此 
[fevar = G(x) +e. (2) 
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在 上 式 中 令 x=a, 即 得 c= 一 GCa), 把 它 代入 式 (2), 即 得 式 (1). 0 
与 定理 6.1.2 相 比 ,这 里 的 条 件 强 了 些 . 
从 上 面 的 证 明 也 可 得 到 : 
定理 6.3.5 如 果 函 数 G 在 La,p] 上 有 连续 的 导 函 数 ,那么 
| cpd = Gx) - Ge) (a<x<b). 


定理 6.3.5 是 微 积分 基本 定理 的 另 一 种 表现 形式 ,也 称 为 Newton-Leibniz 公 
式 . 基 本 定理 包含 两 方面 的 内 容 : 一 方面 , 它 是 说 一 个 函数 的 原 函 数 可 以 通过 上 限 
变动 的 积分 来 表示 ; 另 一 方面 , 它 是 说 对 一 个 函数 的 导数 积分 便 可 以 还 原 到 这 个 函 
数 自身 .定理 的 重要 性 在 于 沟通 了 导数 和 积分 之 间 的 关系 ,以 及 求 导 与 求 积 分 之 间 


的 关系 . 
例 1 设 
x 
G(x) = | ,V1+ tidt. 
求 G(x). 


解 记 FCx) = | VIT Rdi, 那 么 F(x) = VI 让 .因此 
0 台 
GoO= |, Vir rd+| Vir Rd 


Ee 
=-| v1l+itdt + vl+rtdt 
F(x3) — F(x’). 


从 而 有 
G(x)= 3x2F’(x3) ~ 2xF' (x?) 
= 3x* Vl+ x —2x Vl+wxt. 0 
例 2 设 f 在 La,bj 上 有 连续 的 导数 , 且 f(a)=0. 证 明 : 


[200dx 二 二 (5- o)?| CF x) Ydx. 
证 明 由 Newton-Leibniz 公式 , 知 
fix) = [fear = 和 。 六 CD)dt. 
利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ( 练 习题 6.2 中 的 第 10 题 ) ,得 
f(x) 二 (一 of fdt 过 (x- a)| FYd. 
由 此 即 得 
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b 2 1 2 b ’ 2 
| Codx 0b- o)| (fC1))2dr. 


例 3 设 f 在 [0,1] 上 有 二 阶 连续 导数 ,f(0) = f(1)=0, 且 当 x€(0,1) 时 ， 
f(x) 取 0. 求 证 : 

『 f° x) 
fx) 


证 明 由 于 f(x) 关 0, 不 妨 设 f(x) 汪 0. 记 
M = max f(x) = fl(c) (0<=ce<=1). 
因 f(0) = f(1) =0, 由 微分 中 值 定理 ,得 
Fe) -ff00) = Fe)c (0 一 和 一 c)， 
Fd) - Fec) = FD-e) (<7<1) 


dx 之 4. 


由 此 得 
六 (6) = Le, f (7) = £5. 
因此 
1 f’”(x) 1 ， ， 
|， fCx) dx> Fe [1600 | dx > FE -| | f°Cx) | dx 


? LU 


= Df | 


_ 1 fC) flo)|_ 1 
fic)le-l1 c | leCle-1)| 
= 一 > 4. 0 


c(l-c)T 


练习 题 6.3 


1. 利用 Newton-Leibniz 公式 ,计算 下 列 积分 : 
(1) [cacosx + bsin x)dx (a,b 为 常数 ); 


/2 
(2) [ cos mxsin nxdx 《m,n 为 整数 ); 


G3) 六 xX+1 +10 
(4) es — Xx:)Ydx. 
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2. 设 了 在 [0, + %) 上 连续 ,并 恒 取 正 值 .证 明 : 


是 (0, + o ) 上 的 严格 递增 函数 ， 
3. 设 (0, + c ) 上 的 连续 函数 满足 关系 


| fea = 去 xf (x) (x>0). 
求证 ;f(x)= cx(c 是 常数 )， 
4. 设 (0, + ~) 上 的 连续 函数 了 使 得 积分 值 fx)dx 与 a 无 关 , 其 中 a,b>>0. 求 证 :f(x) = 


c/x 《c 为 常数 ). 
. 设 在 [a,b]j 上 连续 可 导 ( 即 了 在 Le,p] 上 有 连续 的 导 函 数 ). 求 证 ， 


1 b bp ， 
max | f(x) |< Fs fevax|+f | fF Cx) | dx. 
6. 已 知 fe C(0, + wm), 且 对 一 切 x 之 0, 有 
这 x 
| f(Ddi = [revar. 


试 求 出 满足 上 述 条 件 的 一 切 函数 f. 
， 设 函 数 了 在 [0， + %“) 上 连续 , 且 lim f(x)=a. 证 明 ， 


ol 


= 


lim 二 | FoDdt = a. 
+m XO0 


问题 6.3 


. 设 f 在 [a,bj 上 连续 ,递增 .求证 : 
[fax > 2 ?| fowax. 
2. 设 ba>0. 证 明 不 等 式 ， 


bb 2C0b-a) 
ma > atb 


| Poodx 之 (| roodz) 
4. 设 函 数 了 连续 可 导 , 且 f(0) =0,f(1) =1. 求 证 : 


| | Fo -foo ldx 工 


e 
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5. 设 函 数 连续 可 导 ,f(1) =1, 且 当 x 之 1 时 ,有 
v 加 1 
1 (0 = x+t fx) 
证 明 ; lim f(x) 存 在 , 且 lim f (x) 所 1 +x/4. 


6.4 分 部 积分 与 换 元 


有 了 Newton-Leibniz 公式 ,计算 积分 的 问题 便 化 成 了 求 原 函数 的 问题 . 求 原 
函数 时 有 分 部 积分 与 换 元 两 种 技巧 , 求 积 分 相应 地 也 有 这 样 两 种 技巧 . 
首先 谈 分 部 积分 . 对 等 式 
udv = d(uv) 一 vdu 
的 两 边 作 积分 ,得 到 
[uc vdx = uCx) vx) 一 | vod unax. 


在 这 里 ,等 式 右边 的 第 一 项 是 由 Newton-Leibniz 公式 得 到 的 .上 式 便 是 积分 的 分 
部 积分 公式 . 


例 1 计算 | xcos Xdx ， 


解 ”既然 可 以 利用 分 部 积分 先 求 出 原 函数 | *cos xdx ,再 代 人 上 下 限 的 值 来 


算出 积分 ,似乎 就 没有 必要 再 为 积分 作出 分 部 积分 公式 . 当前 的 这 个 例子 , 正 是 希 
望 说 明 对 积分 作 分 部 积分 还 是 有 许多 便利 之 处 的 . 


x n n 7 
| XCOS Xdx = | xdsin x = xsin zj -| sin xdx 
0 0 0 


i EL. 
=- | sin xdx = cosx|' 三 一 2. 
昌 


因为 xsin x 在 0 与 «这 两 点 处 的 值 的 差 等 于 0, 故 可 以 及 早 地 将 它 除 去 .如 果 是 原 


函数 ,那么 在 计算 的 全 过 程 中 ,应 该 始终 带 着 这 一 项 . 0 
例 2 计算 积分 


/2 n/2 
| COs” Xdx， [ sin” xdx , 
这 里 m 是 任意 的 非 负 整 数 . 
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解 在 5.2 节 的 例 5 中 ,我 们 求 出 了 cos"x 与 sin"x 的 原 函 数 .这 里 并 不 利用 
那里 的 结果 ,而 是 用 积分 的 分 部 积分 直接 计算 ， 
从 


机 72 
I, = | cosm" Xdx (m = 0,1,2，……). 
不 难看 出 ,也 有 
Tn = | si xdx. 
这 只 需 把 积分 解释 为 面积 , 易 看 出 图 像 y= cos” x 与 y= sin" x 中 的 任 一 个 关于 直 
线 x = x/4 作 反 射 就 得 到 另 一 个 .很 明显 ， 
7o 二 了 3， a = 1. 


x/2 
Tn = | COs™ xdx 
0 
x/2 . 
= | coOs™! xdsin x 
0 


n/2 /2 
= coOs™!xsin x|. 二 (11a 一 0 COSm-2XSin2XxdX 
/2 
= (m-— bl coOs™ -2X(] — cos: x)dx 
= Cm Dla- Cm- Dl,. 
由 此 得 到 弟 推 公式 
1m = 对 二 rw (m 之 2). 


分 别 讨论 m 为 奇数 与 偶数 的 情形 . 当 m 为 奇数 时 ， 
I = (2 (3) (8) 
引用 如 下 数学 记号 ， 


1°3.5.%. (2n -1) = (2n 一 1)11， 
2.4.6... (2n) = (2n)11, 
便 可 将 上 式 表示 成 


T2n-i 二 2n — 2)1! (n 一 1,2,3,.…). 


(2n 一 1)11 
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= (2n- DI!lx = a 
Tn 一 (2n)11 2 (n 1,2,3, ). 


合并 以 上 所 得 的 结果 , 即 得 
和 了 下 上 天， 当 m 为 偶数 时 ， 


11 
7。 = A 0 


加 一 让， 当 m 为 奇数 时 . 


mi!! 
在 第 4 章 中 ,我 们 已 经 推 得 Taylor 公式 的 两 种 余 项 ,现在 利用 分 部 积分 ,可 以 
得 出 : 
定理 6.4.1(Taylor 公式 的 积分 余 项 ) 设 函 数 f 在 (a,b) 上 有 直到 n+1 阶 
的 连续 导 函 数 , 那 么 对 任意 固定 的 xoE (a,b), 有 


fx) = f(xo) + fCxo) Cx — x0) + .+ 高 PCxo(x - xo)" + Ra(x), 
其 中 
R,(x) = 二 Df nnd (Ca < < 一 b， 
证 明 仍 记 | 


Tn(f,Xxo;xX) = Sy) fC 一 Xo)*, 
is0 Kk! 
那么 
Rx) = fx) — T,(f,xo;x). 
容易 看 出 


RACxo) = 0 Ck = 0,1,,n), REDCx) = fx). 
连续 应 用 分 部 积分 公式 , 即 得 


R (xz) = 站 Ri)dr = 站 R’ (C1)d(t x) 
Xo xX0 


(1t 一 2X)R 民 (1) 


“ -| (1 — x)R’ (dt 
Xo Xo 


- 了 RCOdC x) 
2j。 


_ 1/,_ 2 Rx “工作 wy 2p” 
二 (一 x) RD| + 引 x)2R* Cd 


工 cr — x)2R”C)dt 
2 


* 257 。 


数学 分 析 教 程 (0 


= (1)" 村 | (1 AR dt 
nl x0 


一 1 * _ nflnt+1) 
= | x DD"f "v(t dt. 0 


同 定理 4.3.1 相 比 较 , 这 里 所 加 的 条 件 稍 强 , 不 仅 要 求 f'"*"* 存在, 而且 要 求 它 
连续 . 
从 积分 余 项 出 发 ,能 推出 Lagrange 余 项 和 Cauchy 余 项 .考虑 积分 
[ (x — Df di. (1) 


当 在 xo 与 x 之 间 变 化 时 ,被 积 函 数 中 的 (x 一 1)" 保持 符号 .利用 积分 中 值 定理 ， 
可 得 
| Gx opr)dr= Po Cx "di 


1 nD | 
nt‘* 1) jo 


二 大 ( é) 


_ FrD(E) 
n+t+l 


(光一 Xo)n+l， 
其 中 是 xo 与 x 中 的 一 点 ,于 是 


可 FDC) 
R.(x) = (nil 
这 正 是 Taylor 公式 的 Lagrange 余 项 . 

把 式 (1) 中 的 被 积 函数 看 成 1 与 (x 1)"f'"*? (4) 的 乘积 ,再 应 用 积分 中 值 定 


理 , 即 得 


(x 一 xo)""!. 


-一 1 < nf(nt+l) 
R, (x) = 二 | cx D"f" (di 


n+1) 
= Po — €)"(x — xo). 


这 正 是 Cauchy 余 项 . 

现在 来 陈述 并 证 明 积分 的 换 元 公式 ， 

定理 6.4.2 设 函 数 了 在 区 间 / 上 连续 ,a,pE7, 函 数 92 在 区 间 [c,8] 上 有 连 
续 的 导 函 数 , Pp([a,B]))C1, 有 年 pC(a)=a,9p(B)=b, 那 么 


| fovax = |W 。 Plt) P(t) dt. 
证 明 设 FF 是 f 在 [a,bj 上 的 一 个 原 浮 数 . 依 微 积分 基本 定理 ,得 
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7 第 6 章 函数 的 积分 


b 
[forax = F(b) ~- F(a). 


由 复合 求 导 的 链 式 法 则 ,可 知 

(F-96210)) = Fo (P(t) = fo p19 (1). 
这 表明 F。9p(1) 是 fp (1)9' (4) 的 一 个 原 函 数 . 仍 利用 Newton-Leibniz 公式 ， 
可 知 


有 ) ， B 
| 六 yl)9 d=F: 2(D| = F.9B)-F. pa) 
= F(b)- F(a). 
这 就 证 明了 
B 
| roodx = |f: pl) 9 Cdi. 0 
例 3 证 明 :对 mEN’ ;有 
/2 KK/2 
| coOs™ xdx =| sin” xdx. 
0 [0 
证 明 令 x=r/2-1 则 dx= 一 dt, 并 且 x=0 时 t=x/2,x=x/2 时 t=0. 因 
此 有 
2 
例 4 设 上 是 以 了 为 周期 的 连续 函数 .求证 : 
[ forax = | Fodx (a €R). 


这 个 事实 说 明 , 周 期 函数 在 任何 一 个 长 度 等 于 其 最 小 周期 的 区 间 上 的 积分 值 
相等 . 
证 明 把 积分 作 分 解 : 
| Foodx = | rooadx + | roopdx + [ovax, 


对 右边 的 第 三 个 积分 作 换 元 x= t+ TT, 则 dx=di, 并 且 x=T 时 1=0,x=a+T 
时 := 4a. 从 而 有 


nx/2 . 0 。 区 /2 
| Sin xdx = -| sin” (到 一 !)di = | cos”" fdt. 0 


| Foodz = [for mar = [fear. 
这 表明 ,右边 的 第 一 个 积分 与 第 三 个 积分 的 和 等 于 0. 从 而 便 得 到 
三 roodx = | fenax. 0 


例 5 计算 | VT Xdx. 
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解 ” 我 们 知道 ,中 心 在 原点 .半径 为 1 的 圆 在 上 半 平 面 的 方程 是 y= VvI1- x?. 
因此 ,从 几何 上 来 看 ,这 个 积分 是 圆 在 第 一 象限 那 一 部 分 的 面积 .我 们 期 望 这 个 积 
分 值 是 x/4. 

作 换 元 x =cos 9, 则 dx= -sin 9d0.x=0 对 应 着 09=x/2,x=1 对 应 着 0=0. 
于 是 


0 /2 
| VT- xidx = -| ,sin? 0d0 = [ sin? 9d0 


1 72 .， 1 Tn 
= 了 | (cos2g + sin20)dg = 羡 | dg = 
2Jo0 2Jo 


这 里 我 们 用 到 了 例 3 的 结论 . 0 

我 们 利用 这 个 例子 说 明 , 换 元 定理 中 的 9(1) 当 1 从 a 变 到 PB 时 ,并 不 必须 单 
调 递 增 地 扫 过 [a ,bj. 也 就 是 说 ,La ,bj 中 的 若干 个 点 可 以 被 9(1) 扫 过 不 止 一 次 . 
例如 ,对 例 5 中 的 题目 仍 取 同 样 的 变换 , 即 令 x=cos 9, 不 过 让 [a,B6]=[0,3x/2j]， 
这 时 换 元 公式 仍然 有 效 : 


1 0 
| V1—xidx= -| V1— coszbsin 0d0 


心 | 


=| singlsing|d 
= sinzede - | ”simod6. 
由 于 sin20 有 周期 x, 利 用 例 4, 上 边 的 最 后 一 式 等 于 
| sinmede -| sinmedg=| sin?0d0 = | sinmzbdbg = 至 ， 
得 到 了 同样 的 结果 .虽然 如 此 ,但 在 能 办 到 的 情况 之 下 ,最 好 让 9 单调 地 扫 过 区 间 


La,bj, 因 为 当 9? 一 往 一 复 地 扫 过 [ae ,bj 中 的 某 一 段 时 ,所 产生 的 积分 值 正好 正 负 
互相 抵消 了 . 


例 6 计算 |” COS X 
解 ” 易 知 
人 dx = 六 dsin x = 六 dt 
0 COSX 0 1— sinsx o 1-—1? 
1 | dr | dr 
= i i) 
V2/2 
= 志 n 1 = 去 m(3 + 2V2). 
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在 计算 过 程 中 ,我们 已 经 作 了 换 元 ! = sin x. 口 
从 上 述 例子 中 ,我 们 看 到 用 换 元 法 来 计算 积分 时 ,例如 ,在 例 6 中 作 变 换 * = 
arcsin ! 之 后 ,最 后 不 必 再 用 变换 1 = sin x 换 回 最 初 的 变量 *, 只 是 必须 注意 积分 
限 的 变化 . 这 就 是 积分 换 元 与 不 定 积分 换 元 的 差别 之 所 在 . 
例 7 设 了 是 一 个 开 区 间 ,函数 在/ 上 连续 ,并 且 ae<b,a,pE1. 求 证 : 


. 1 工作 
tim] fox + h)— fx))dx = f(b)— fla). 
曾经 有 一 个 学 生 给 出 了 这 样 的 “证 明 ”: 


六 + 有 一 Fox) 『 int+A) =-Ax) 
a h 


a hl h 


lim 
h—-0 


pb b 
= | reodx = f(x)| = Fpb)- Fa). 


这 是 不 正确 的 ,有 两 处 明显 的 漏洞 :极限 符号 一 般 不 可 以 同 积分 号 交换 ;三 只 是 在 7 
上 连续 , 导 函 数 广 可 能 不 存在 . 

正确 的 证 法 如 下 : 

证 明 利用 换 元 := x + hh 来 转化 积分 , 即 有 


b b+h 
| fx + h)dx= | Dd 


= | rod + | fod - | ena. 

由 积分 中 值 定理 ,得 

| fodr = f()h (在 b 与 b+ 有 h 之 间 )， 

fear = f(TDh (7 在 a 与 4 +h 之 间 ). 
因此 

| cfex + h)— fxDdx = Fe) -fn). 
从 而 , 当 h 一 0 时 ,由 f 的 连续 性 , 知 
limf() = f(b), limf(7) = f(a). 
即 得 要 证 明 的 式 子 . 0 
练习 题 6.4 


1. 计算 下 列 定 积 分 : 
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(1) | ‘sinexax; (2) 站 X2coOs Xdx 
0 —x 


VS 
(4) | Xarctan xdx; 


3 

3) | x; 
ol+ Vlil+x 
0 € 

G5) | (2x +1) VIAazdx (6) [ | Inx | dx; 
-1 e 


5 a 
(7) | ExJsin 侣 dx; (8) x Va 一 X2dx; 
In2 1 
(9) | Ve Tdxi (10) | xm xdx (n € N'); 


(11) J nx + Vart Xdx (a > 0); 


™2 COS XSin x 
(12) | ”eps dx (ob #0). 
2. 设 了 是 R 上 的 连续 侦 函 数 .求证 : 

上 flx)dx = 2 ferax, 


其 中 a 为 任何 正 数 . 
3. 设 f 是 RR 上 的 连续 奇 函 数 .求证 ; 


| Foadx =0, 
其 中 a 为 任何 正 数 . 
4. 证 明 :lim sm xdx = 0. 


5. 证 明 ， 
2 (2n- D!! 
Dm ean+t+DrT 0 (Dim gar 0. 


6. 设 7 为 连续 函数 .求证 ， 
m2 /2 

(1) | flcosx)dx = [ (sin x)dx; 

(2) | xsin zydx = 可 | esin dx. 
7. 设 函 数 在 [0,2] 上 连续 可 导 , 且 f(0) = 了 (2) =1. 如 果 |f'| 志 1, 求 证 : 

1<| fdx <3. 

8. 设 函 数 了 在 L[- 1,1] 上 可 导 ,M = sup | 了 1. 若 存在 a E (0,1) ,使 得 | fx)dx = 0， 

求证 : 


1 
[roveax|< M(1 - a*). 
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9. 证 明 : 
2 / [2 sint 加 
(办 far)ax = 0 
10. 设 了 在 [0, + %) 上 连续 .对 任何 a>0, 求 证 : 
| (| fodr)ax = | fa — x)dx. 
11. 设 fECL-1,1]. 求 证 ; 
fh 
lim | (dx 一 wf (0). 
(提示 : 先 讨论 特殊 情形 f=1.) 
12. 设 f 在 [a,bj 上 连续 可 导 . 求 证 : 
(1) lim | foneos Axdx = 0; (2) lim | fonsin Axdx = 0. 


注 : 若 把 了 放宽 成 “在 La,b] 上 可 积 ”, 结 论 仍然 正确 ,这 就 是 著名 的 Riemann-Lebesgue 
引 理 ,本 教材 第 17 章 中 将 讨论 它 . 
14. 在 [一 1, + c ] 上 定义 函数 


l/r 


ee 
fx) = | a (T+ ev yd 


试 写 出 项 数 f 的 简单 表达 式 . 
15. 计算 下 列 积分 ， 
cossf 2 Sin2X 
(1 | COSX 十 Sin X dz; ‘2 Cosx + sinxd” 


问题 6.4 


1. 设 了 是 周期 为 了 的 连续 函数 .求证 : 
lim i| f(t1)dt = 于 | fdi. 


Nt 


nL ine 
1 =| Sin md (n= 1,2，)， 
0 sint 


"yn (C1) 
人 一 (一 1 。 
3. 令 f(m,n) > (im EN'). 


(1) 求证 :fCm,n)=f(n,m); (2) 试 计算 f(m,n). 
4. 设 a,b,n 为 正 整数 , 令 f(x) = 
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(1) 求证 :f (a/b 一 x)= f(x); 
(2) 求证 ; 当 x=0 时 ,x =a/b 时 ,f(x)(0 二 k 志 2n) 的 取 值 为 整数 ; 
(3) 假设 x 是 有 理 数 , 即 x=a/b(a,b 为 既 约 正 整 数 ), 试 证 ; fensin xdx 为 整数 ,由 


此 证 明 x 不 可 能 是 有 理 数 . 
. 设 在 L0,1] 上 连续 ,并 且 


1 1 
| ooxedx =0Ck = 0,1,.,n— 1), | fox"dx = 1. 
t ) 


求证 :存在 一 点 £€ (0,1), 使 得 1f(§) | 之 2"(n +1). 
. 设 函 数 了 在 [0,1] 上 有 二 阶 连续 导数 , 且 /0) = f(1) = 了 (0)=0, 了 (1)=1. 求 证 : 


[ES )*dx 之 4， 
并 指出 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . 


a 


Oo 


6.5 可 积 性 理论 


迄今 为 止 ,我 们 介绍 了 积分 的 定义 和 基本 性 质 . 通 过 Newton-Leibniz 公式 把 
求 积 分 转化 为 原 函 数 的 计算 ,以 及 计算 积分 的 分 部 积分 和 换 元 两 种 方法 .有 好 几 个 
定理 都 是 在 “f 在 La ,bj 上 可 积 ” 这 一 条 件 下 叙述 的 .但 是 ,哪些 沙 数 一 定 可 积 ?” 这 
一 问题 还 没有 来 得 及 讨论 ,甚至 连续 函数 在 有 限 闭 区 间 上 一 定 是 可 积 的 这 一 重要 
性 质 ,也 并 没有 被 彻底 证 明 . 此 外 ,还 有 一 些 问 题 遗 留 了 下 来 ,例如 , 若 函 数 三 在 
[La ,5 上 可 积 ,为 什么 它 在 [ae ,bj] 的 任何 一 个 子 区 间 上 也 可 积 ?” 当 了 在 [a,b] 上 可 
积 时 ,函数 | 由 是 否 在 Le, bp] 上 可 积 ? 这 些 问题 有 待 于 在 以 下 两 节 中 进一步 研究 . 

由 于 可 积 洋 数 必须 是 有 界 的 ,在 讨论 可 积 性 时 ,我 们 总 假设 函数 f 在 [a,bj] 上 
有 界 .用 M 与 m 分 别 记 f 在 La,bj 上 的 上 确 界 与 下 确 界 . 令 w=M-m, 称 w 为 f 
在 La,bj 上 的 振幅 . 

对 [La ,bj] 的 任何 分 割 

r:Q=Xo< XI<…<Xn = b, 

在 x 的 第 i 个 子 区 间 [xi-1,xi;j 上 f 的 上 确 界 与 下 确 界 分 别 记 为 Mi 与 mm， 并 令 
wi=M; 一 mi, 称 ww; 为 f 在 [x;-1,x;j 上 的 振幅 ,这 里 i=1,2,.…,n. 

定义 
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SC(f,x) = DM, AXi, SC 六 rr) = 一 Dmiar,, 


并 分 别称 它们 是 了 关于 分 割 x 的 上 和 和 下 和 |. 容易 看 出 ， 上 和 与 下 和 是 由 被 积 函数 
了 及 分 割 x 唯一 确定 的 .在 这 一 点 上 ,它们 同 f 关于 分 割 的 积分 和 是 不 同 的 ,这 
是 因为 积分 和 还 与 值 点 序列 的 选取 有 关 . 但 是 ,在 分 割 x 取 定 之 后 ,积分 和 就 被 相 
应 的 上 和 与 下 和 所 界定 .精确 地 说 ,我 们 有 


S(f,x) < Pf, )Axi Sf ,rn), 


这 里 ;ELxi-1, Xi (i=1,2,.: .,n) 是 任 取 的 ， 
设 x 是 [a,bj 的 任意 给 定 的 分 割 ,在 x 的 分 点 的 基础 上 多 加 一 个 分 点 ,以 组 成 
一 个 具有 n +2 个 分 点 的 分 割 , 记 为 x'. 不 失 一 般 性 ,可 设 在 第 i 个 区 间 [x;-1,x;j] 
内 再 加 上 一 个 分 点 x” .也 就 是 说 ,我 们 有 
rr :4 = xx< Xx < < = 

这 时 ,下 和 SC(f,x) 与 5S(f ,x ) 的 不 同 之 处 在 于 :前 者 中 mj;Axi = mi(xi 一 Xi-1) 被 
以 下 两 项 之 和 

Cx” — xii)inf FLxx 1) + Cx;i — x* )inf FLx ,x;]) 
所 代替 .一 方面 ,注意 到 上 式 不 小 于 

Cx* — xici)inf fCLxicis Xi]) + Cx; — x* )inf FLx-iyxi 门 ) 


= (x — Xm + (xi— Xm; 


= (Xi — Xi Mm; = miAxi. 
由 此 可 见 
SC(f,x)— S$S(f,x) > 0. 
另 一 方面 ,显然 有 
SC(f ur)— SC(f, mE MiAxi -niAxi = wiAxi 
SwAxi: wlrl. 
从 而 得 到 


SC(f,r) Sf x)CSf,xr) +t+wllrl. 
类 似 地 ,我 们 可 得 
SC(frr) -wlrl Sf,r) Sf,n). 
我 们 直接 推出 : 
定理 6.5.1 设 x 与 x 是 [a,bj 的 两 个 分 割 ,其 中 x 是 在 x 的 分 点 上 多 加 了 K 
个 新 的 分 点 而 成 的 , 则 
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SC(f sn) ESf rn) ES r+ kolxl, 


SC(f ,xr) (fr ) Sf,rxn)— kwl xr). 

这 个 定理 说 的 是 ,在 分 点 加 密 的 过 程 中 ,下 和 不 减 且 上 和 不 增 . 

设 ri 与 xz 是 La ,bj] 的 两 个 分 割 ,如 果 ri 的 所 有 分 点 都 是 rz 的 分 点 ,我 们 称 
“分 割 nz2 比 x 细 ” 或 者 "分割 mtx 粗 ”, 记 为 NA2. 当然 ,并 不 是 任何 两 个 分 
割 都 可 以 比 出 粗细 的 .但 是 ,如 果 我 们 把 r 与 rz 的 分 点 都 利用 起 来 ,以 组 成 一 个 
新 的 分 割 , 记 为 AX1t T2 ,这 时 易 见 Tr1 十 rxili = 1,2). 由 定理 6.5. 1, 可 知 

S(f,m) Sfrnit rx) Sf n+ rx) Sf, rx). 
这 表明 ,对 任何 两 个 分 割 来 说 ,一 个 分 割 的 下 和 总 是 不 超过 另 一 个 分 割 的 上 和 . 

从 这 一 事实 看 出 ,所 有 上 和 组 成 的 集合 有 下 界 , 从 而 有 下 确 界 .我 们 用 了 来 记 
上 和 的 下 确 界 ,并 称 之 为 f 在 La,b]j 上 的 上 积分 .同样 的 推理 表明 ,全 体 下 和 所 成 
的 集合 是 有 上 确 界 的 ,这 个 数值 记 为 工 , 称 为 了 在 [La ,b] 上 的 下 积分 .任何 有 界 函 数 
厂 的 下 积分 与 上 积分 都 是 存在 的 ,并 且 有 不 等 式 

S(f,m) lI<IT<S(f,x2), 
这 里 xi 与 xz 是 区 间 La ,bj 的 任何 分 割 . 

例如 ,在 L0,1j 上 考察 Dirichiet 函数 . 这 时 , 任 一 下 和 都 等 于 0, 任 一 上 和 都 等 
于 1, 因 此 ,这 个 函数 在 [0,1] 上 的 下 积分 等 于 0, 而 上 积分 等 于 1. 

进一步 ,我 们 可 以 证 明 : 

定理 6.5.2 (Darboux) 对 La,5] 上 的 任意 有 界 函 数 , 有 

im SCf,x) = 了 ， im SCf»x) = 了 . 
证 明 我 们 证 明 第 二 个 等 式 ,第 一 个 等 式 的 证 明 是 一 样 的 . 按 定 义 , 有 
T= sup Sf,x). 


对 任 给 的 s>0, 存 在 [ec ,bj 的 一 个 分 割 xo ,使 得 
S(f,xo)>>1- 方 - 
设 分 割 x。 有 [个 “内 分 点 ”. 我 们 指出 ,对 [a ,bj 的 任 一 分 割 x ,只 要 


~ E . 
lr < 3 #1 


就 一 定 有 

SsS(f,x)>1I-e. 
事实 上 ,如 果 把 ro 与 x 的 分 点 合 起 来 组 成 新 的 分 割 x ,这 时 r 是 在 x 的 分 点 的 基 
础 上 至 多 添加 了 1 个 分 点 的 分 割 ,由 定理 6.5.1, 可 得 
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S(f rm) Sfsxr) -lolxl Sf,xo) -lolxl 


_E EE _ EE_E-,- 
> 到 > 
这 就 证 明了 
im SCP,r) = 1. 0 


现在 容易 给 出 有 界 函 数 f 在 La,bj 上 可 积 的 充分 必要 条 件 . 
定理 6.5.3 设 函 数 f:[La,bj->R 有 界 , 则 以 下 三 个 条 件 互 相等 价 : 
(1) f 在 [a,b] 上 可 积 ; 


(2) lim, > wiAxi = 0, 其 中 mi = Mi 一 mi; 是 f 在 Lxii,Xxi](i = 1,.…,n) 
上 的 振幅 ; 
(3) I=I. 
证 明 我们 将 按照 途径 “(1) 二 (2) 二 (3) 二 (1)” 来 证 明 它们 的 等 价 性 . 
设 (1) 成 立 , 记 其 积分 值 为 了 .于 是 ,对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 $S>0, 对 任意 满足 条 
件 上 x 二 6 的 分 割 x， 
1- 志 < Df ax <1+ 误 
对 一 切 值 点 §; ELXxi-1,Xi](i=1,…, nn) 成 立 .因而 有 
1- SS(f,n) <SCf,r) 扩 7/ + 与 . 
从 而 有 


这 正 是 (2). 
再 设 (2) 成 立 .对 任 给 的 之 0, 必 存在 [a,b] 的 一 个 分 割 x, 使 得 3 了) wiAx; 一 
.于 是 
0 入 7- 过 SCf,r) - S(f,x) = Dax <e. 


由 于 e 是 任意 的 正 数 ,所 以 必须 有 了 = !. 
最 后 设 (3) 成 立 . 设 1=1= 了, 则 对 任意 的 分 割 x, 总 有 


S(f ,rn) < Of ENAx: CS(f,r). 
i=1 
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两 边 取 极限 (x 一 0) ,再 由 定理 6.5.2 知 ,左右 两 边 的 极限 都 是 1, 因而 
lim SYfCEVAx; = 了 


lrl 0 在; 


这 正 说 明 f 在 La,bj 上 可 积 . 0 
现在 ,我 们 来 检查 一 下 哪些 函数 类 是 可 积 的 . 
定理 6.5.4 设 了 是 定义 在 La ,bj 上 的 单调 函数 , 则 了 在 La ,bj 上 可 积 . 
证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 f 是 递增 函数 . 若 f(a)= f(b), 则 了 在 La,bj] 上 是 一 
个 常数 ,自然 可 积 .下 面 设 f(b) 二 f(a). 


对 任 给 的 s 盖 0, 取 = FB fray 只 要 分 割 x 满足 ‖ x 过 6, 便 有 


0<< >， wiAx 
i=1 
= DM; — mAx; = > (Fo) — fx OIAx 
i=1 i=1 


a Dfexi) -foxin)) = xl (fb) ~ fla)) 
i=1 


Hf(b)- Fa)) = e. 
依 定理 6.5.3,f 在 [a,b] 上 可 积 。 0 
利用 定理 6.5.3, 我 们 可 以 证 明 : 
定理 6.5.5 设 f:[a,b]->R 是 连续 函数 , 则 了 在 [a ,bj 上 可 积 . 
证 明 ”由 于 f 在 [a,b] 上 一 致 连续 , 故 对 任 给 的 e 之 0, 必 有 50, 当 s,1E€E 
[a,b] 且 |s 一 :| 过 6 时 ,有 


| f(s)— f(1) | 到 一 人 


已 一 CQ 
对 [a ,bj 上 的 分 割 
Ti:d = Xo xn=b, 
设 


Mi = f(s), m= f(t), 
其 中 5; ,1; ELxj-1,Xi](i=1,2,…,n). 只 要 | x 二 5, 就 有 
[sit1; [Ax lx < (= 1,2,.%…,n). 
因此 


DwiAxi = SD Mm, — mi)Ax; = Dy fs,) — f(11))Ax; 
i=1 i=1 i=1 
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< 一 i 二 E， 
< E 


在 结束 本 节 的 时 候 ,我 们 指出 ,如 果 f 在 La,b5j] 上 有 和 界 ,并 且 在 La,bj 上 只 


有 限 多 个 间断 点 ,那么 了 在 La ,b] 上 必定 可 积 .这 一 命题 的 证 明 昌 然 不 难 ,但 在 这 
里 不 列 出 ,因为 这 个 结论 以 及 其 他 许多 关于 可 积 性 的 结论 ,都 可 包含 在 下 一 节 关 于 
可 积 性 的 更 彻底 的 讨论 之 中 . 


5 


[Ne 


CD 


术 


二 


MD 


练习 题 6.5 


. 设 p:[a,b 一 R. 如 果 有 分 割 


4Q&=xo<x < …< xu = b, 
使 得 在 每 一 个 子 区 间 (xi-1,xi) (i=1,2,…,n) 上 ,p 为 常 值 函数 , 则 称 p 为 La,bj 上 的 
阶梯 函数 . 若 在 La,bj 上 可 积 , 求 证 :对 任 给 的 这 0, 必 存在 La,b] 上 的 阶梯 函数 p 和 
9 ,使 得 在 La,bj 上 ,有 p 委 2 ,并且 


b 
| (g(x) — p(x))dx < e. 


. 设 /在 [a,bj 上 可 积 .求证 :对 任 给 的 。 汪 0, 必 存在 La,bj 上 的 连续 函数 p 和 9, 使 得 在 


[a,b]j 上 ,有 pP 委 Fa ,并 且 
pb 
| (q(x)— p(x))dx < e， 


. 设 函数 / 在任 一 有 限 区 间 上 可 积 , 且 lim f(x) =1. 求 证 : 


, i 
lim x /Ddt = 1. 


, 设 函 数 了 在 La ,pb] 上 可 积 , 且 在 ta ,bj 内 的 任何 子 区 间 A 上 ,有 supf 之 oc, 这 里 o 为 一 常 


数 .求证 : 
b 
| foopax>> ob — a). 


问题 6.5 


. 设 函 数 了 在 [0,1] 上 可 积 , 且 有 正 数 m 和 MM, 使 得 严 委 xz) 委 1 对 xE[0,1] 成 立 .求证 : 


1 1 dx (m+ MY 
jdx o fx) < 4mM 


. 设 fs CL 一 1,1], 并 满足 条 件 : 对 [一 1,1] 上 的 任何 偶 函 数 g ,积分 
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| cosgcodx = 0. 
证 明 :f 是 [一 1,1j 上 的 奇 函 数 . 
3. 设 x(1) 在 [0,a] 上 连续 ,并 且 满 足 
[xD [M+ «| | xCr) | dr， 


这 里 M 与 & 为 正常 数 .求证 ， 
1xCD lS Me (0<1t&a). 


6.6 ” Lebesgue 定理 


在 6.5 节 中 ,我们 证 明了 有 限 闭 区 间 上 的 连续 函数 是 可 积 的 (定理 6.5.5), 还 
指出 了 在 有 限 区 间 上 有 界 且 只 有 有 限 多 个 不 连续 点 的 水 数 也 是 可 积 的 .此 外 ,单调 
函数 也 是 可 积 的 ,虽然 单调 函数 可 能 有 无 限 个 间断 点 ,但 是 它 的 间断 点 的 集合 是 至 
多 可 数 的 .这 些 事 实 提醒 我 们 ,可 积 性 与 函数 的 不 连续 点 的 "多寡 ”可 能 有 着 密切 的 
关系 .事实 确实 如 此 .为 了 精确 地 刻画 “点 的 多 塞 ” ,我们 必需 引信 下 面 的 定义 . 

定义 6.6.1 设 4 为 实数 的 集合 . 如 果 对 任意 给 定 的 se > 0, 存 在 至 多 可 数 个 


开 区 间 {1,:n E N- ) 组 成 4 的 一 个 开 覆 盖 , 并 且 》) | 1， | 之 。 (| 1, | 表示 开 区 间 
1, 的 长 度 ) ,那么 称 4 为 零 测度 集 ,简称 零 测 集 . 

显然 空 集 是 堆 测 集 . 

例 1 证 明 :如 果 A 是 至 多 可 数 集 ,那么 4 一 定 是 零 测 集 . 

证 明 不 妨 设 4 为 可 数 集 , 记 为 


A 二 {aisad2. "adn }. 


对 任 给 的 ee 二 0, 作 区 间 I 一 (ar -Fran tsi) n = 1,2,……). 显然 ， 
ACU 1. 这 时 ,有 

> Toe vl 

和 211= 222 


因此 4 是 零 测 集 ， 0 
例 2 证 明 :任何 长 度 不 为 0 的 区 间 都 不 是 零 测 集 . 
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证 明 ”不妨 设 所 考虑 的 区 间 为 开 区 间 (a,b), 其 中 a 二 b. 设 开 区 间 列 {1,:n 
EN' } 覆 盖 了 (a,b). 很 明显 ,有 


> 11, lb-a>0, 


式 中 "之 ”的 右边 b -a 是 一 个 确定 的 正 数 . 0 
零 测 集 有 如 下 的 简单 性 质 : 
(1) 至 多 可 数 个 零 测 集 的 并 集 是 零 测 集 . 
证 明 设 有 可 数 个 零 测 集 
Al ;A A, 本 
对 任 给 的 e 盖 0 和 7m EN ,由 于 4, 是 零 测 集 , 故 存在 开 区 间 族 {1u :niEN)， 


使 得 A, 忆 已 14, 并 且 总 11% | 达 厅 .这 时 开 区 间 族 {14:n,iE N") 含 可 数 个 成 
员 , 且 具有 性 质 

U As SU, CU a). 
此 外 ,有 | 


2 11wl2O 训 = 


(2) 设 4 为 零 测 集 .车 BCCA ,那么 B 也 是 零 测 集 . 
有 了 和 零 测 集 的 概念 ,就 可 以 叙述 本 节 的 主要 结果 .用 忆 ( 方 记 了 在 La ,bp] 上 不 
连续 点 的 全 体 , 即 
D(f) = {x € [a,b]:f 在 x 处 不 连续 }. 
我 们 有 : 
定理 6.6.1(Lebesgue) 设 隧 数 f 在 有 限 区 间 [a ,bj 上 有 和 界 , 那 么 在 [a,b] 
上 Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 是 , D(f) 是 一 个 零 测 集 . 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 要 引进 函数 在 一 点 处 振幅 的 概念 . 大 家 知道 ,[a,b] 
上 的 有 界 函 数 了 在 区 间 [a ,bj 上 振幅 的 定义 为 
w= M-m, 
其 中 M 和 m 分 别 是 上 在 La ,pb] 上 的 上 .下 确 界 .下 面 的 引 理 给 出 了 w 的 另 一 种 
表示 . 
引 理 6.6.1 设 w 是 有 界 函 数 在 La,bj 上 的 振幅 ,那么 
w = sup{| f(y1) — fy2z) |:y1,y2 € [a,bj). (1) 
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证 明 用 MM 和 m 分 别 记 f 在 [a,bj 上 的 上 \ 下 确 界 ,那么 按 定义 ,w=M 一 m. 
由 于 对 任意 的 y1 ,yz€La,bj, 有 
mfl(y) EM, mflys)M, 
所 以 
| fly) -fly2) [EM-m= ww. (2) 
由 于 MM=sup{f(y):yE[La,bj},m=inf{f(y):y€ELa,b]), 所 以 ,对 任意 的 过 
0, 存 在 y1，yz ELa,bj, 使 得 


f(y )>M- 专 f(yz) m+£. 


2° 2 
由 此 可 得 
| fly) -foy2) fy) -f(y )>M-m- e. (3) 
综合 式 (2) 和 (3) 即 得 式 (1). 0 


用 B,Cx) 记 开 区 间 Cx 一 r,xX+7), 用 wj(x,r) 记 在 B,(x) 上 的 振幅 .显然 
w(x，T) 非 负 , 且 当 r 减 小 时 递减 ,因此 lim w(x,r) 存 在 , 记 
Fr 一 0 


CCX) = lim wi(X,r), 
r-0* 


称 wx) 为 了 在 x 处 的 振幅 . 

我 们 有 : 

引 理 6.6.2 函数 在 点 xE 1 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 wj(x)=0. 

证 明 必要 性 . 设 了 在 点 x 处 连续 .对 任 给 的 e 二 0, 当 r+>0 充分 小 时 ,可 使 得 
当 y€ B,(x) 时 ,有 


| fly) =- fix) [< 广 . 


因此 , 当 y1,y2 EB,(x) 时 , 
| fCy1) =- fly2) | 委 | foy1) = fox) |+| fx) — fy2) | 


他 + 


由 此 可 得 wj(x,?) 二 ee. 令 1r 一 0” ,得 出 0 之 wj(x) 志 ee. 由 于 e 是 任意 的 正 数 ,可 见 
wilX)=0. 
充分 性 . 设 w(x)=0. 由 定义 知 ,对 任 给 的 e 二 0, 存 在 7r 汪 0, 使 得 wj(x,r7) 一 
e. 因 此 ,对 任何 y€ B,(x), 必 有 
| fCx) ~ fly) | w(x,r) < e. 
这 表明 函数 f 在 点 x 处 连续 . 0 
对 S>0, 记 
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D; = (人 rrE [abj:wrx) 之 9). 
我 们 有 : 
引 理 6.6.3 D(f)= UDin. 
证 明 由 引 理 6.6.2, 知 Dy 中 的 点 都 是 f 的 不 连续 点 ,因而 
U, Du C DN). (4) 


反之 , 任 取 xED(f). 因 了 在 x 处 不 连续 , 仍 由 引 理 6.6.2, 知 wj(x)0. 现 取 m 
充分 大 ,使 得 wj(x) 宇 1/m, 即 xE€ Dim, 因而 


Df) CU Dy,. (5) 


由 式 (4) 和 (5) 即 得 本 引 理 . 0 
引 理 6.6.4 设 f:La,bj>R. 如 果 存 在 一 列 区 间 (aj ,PB;)(j = 1,2,…), 使 得 
DDCULaj,B), 记 K=[a,b 八 UCaj,B1) ,那么 对 任意 的 。>0, 一 定 存在 3 
0, 当 xEK,yE[La,bl 有 是 |x-y|< 过 6 时 ,有 |f(x)-f(y)|<e. 
证 明 用 反 证 法 .如 果 结 论 不 成 立 , 则 必 存 在 so>0 以 及 s, EK,it,€[La,bj， 
使 得 当 |s。 一 说 |<1/ 时 ,有 
| ss) - f(t1) | eo. (6) 
因为 {s。CKC[a,b, 故 必 有 {so) 的 子 列 {s ) ,使 得 
lim Sk, 二 S”. 
显然 ,s* EK. 易 知 
| ex, — ss” || i — sx, [+| sr, — ss" | 
< 让 十 Sg, 一 了 [一 二 +| se 一 5” |， 
由 此 即 知 tx, 一 3 (no). 由 式 (6) ,得 
| fCsx) — ft) | eo. (7) 
由 于 s* EK, 故 f 在 s* 处 连续 .在 式 (7) 的 左边 令 n 一 %, 即 得 
eo S| f(s*)- 1) | = 0. 
这 与 e0>0 了 矛盾 . 0 
有 了 这 些 准备 知识 ,现在 可 以 给 出 : 
定理 6.6.1 的 证 明 ”必要 性 .只 要 证 明 对 任意 的 8$>0, Di 是 零 测 集 , 从 而 
Di ,Diz,… 都 是 零 测 集 . 由 引 理 6.6.3 即 知 D(f) 是 零 测 集 . 因为 f 可 积 , 由 定理 
6.5.3, 对 任 给 的 se 之 0, 存 在 [Le ,bj 的 一 个 分 割 
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Tri;Q 二 Xo<CX < < Xnm 三 已， 
使 得 
Dax 二 全. (8) 


设 xED。. 如 果 x 不 是 zu yz …,Xm 中 的 任 一 个 , 则 存在 i€ 11,2,…，,m}, 使 

得 xE(x;-i,xi). 因 而 存在 充分 小 的 r+ 之 0, 使 得 (x 一 +r,x+r)CCx;-1,Xxi). 于 是 f 
在 (x;-1,Xxi) 上 的 振幅 

wi w(x) 2 w(x) 之 人 (9) 


如 果 用 ”和 VU’ 分 别 表示 对 满足 Ds 站 (xi-1,xi) 闫 多 的 i 的 求 和 与 求 并 ,那么 
从 式 (8) 和 (9) ,可 得 
全 > Pix, > 5 wax 65 Ax. 
由 此 得 
3 Ar << 生 . (10) 
于 是 


D; C (U Cxii, Xi)) U {Xo ,Xi1 ,7 Xm}. 
自然 更 有 


D; CC (CU Cxi1s Xi)) U 
而 且 由 式 (10) ,得 
DY Axi+ (m+1) 


这 就 证 明了 D。 是 零 测 集 . 
充分 性 . 设 刀 ( 记 是 一 个 零 测 集 ,并 且 对 任意 给 定 的 es 盖 0, 存 在 一 列 开 区 间 
(Qi ,Bi 一 1,2,…) ,使 得 


(VU (6 -Hm D+ Nm 5))- 


去 言 + 方 =e， 


2 
4C(m 十 1) 


DCP CU (ev8)， 上 且 Pc8, - a) 过 志 ， 
这 里 w 是 了 在 Le ,bj 上 的 振幅 . 令 


K= [a,bN\U (ai,Bi). 
根据 引 理 6.6.4, 对 上 述 的 e 汪 0, 存 在 8 汪 0, 使 得 当 xEK,yE€[a,bj 有 x-y|<= 


6 时 ,有 |f(x)- f(y) [< 二 让. 现 取 分 害 r:4=x< xi<…< xn = 二 b, 使 得 
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| zl<s. 记 - 
Sw Ax 一 2 wiAxi 十 >) ,wiAxi, (11) 
i=1 

这 里 ,表示 对 满足 K 由 (xii,xi) 关 2 的 i 的 求 和 ，2), 表示 对 满足 


K 们 (xi-1,xi) =2 的 i 的 求 和 .对 ,中 的 项 ,因为 K 门 (xii,xi) 关 负 , 任 取 
yi:€EKN (xi-1，Xi1) ,由 引 理 6.6.4, 得 
wi= sup{| jz — f(z2) |:z1,22 € Lx, Xi]) 
sup{| f(z1) — fyi) |+| f(z2) — fy) |: 
zlyzz E [xi Xi ]s yt E KM Cxis xi)} 
e 
ap a) 
因此 
€ _ 一 € 
2 wiAxt < Hpi -a = (12) 


再 看 ,: 这 时 wi 委 w, 所 以 

Ds wiAx: Sw 2 ,Axi. (13) 
对 >) ,中 的 项 ,开门 (xii,Xi) = 多 , 故 当 x E€ (xii,Xi) 时 ,x 全 天 ,因而 
x EU Gai,B), 即 (xiisxi) CU Cai,Bi). 因 而 


> > 四 [3 
2AXi 二 DCB ai < 
代入 式 (9) ，? 即 得 


E 
ZooiAxi 去 语 . (14) 


把 式 (12) 和 (14) 代入 式 (11), 即 得 六 wiAXi 二 .由 定理 6.5.3 知 f 在 [a,b] 上 


可 积 . 
推论 6.6.1 若 f 在 [a,b] 上 有 界 , 且 在 [a,b] 上 只 有 至 多 可 数 个 间断 点 , 屠 
么 f 在 La,bj 上 Riemann 可 积 . 
这 是 因为 此 时 D( 了 由) 是 零 测 集 . 
推论 6.6.2 ”如果 了 在 [a,bj 上 可 积 ,那么 |f| 也 在 Ca,b] 上 可 积 . 
由 于 DU 了 1)CD( 有 ,可 知 | 有 i 在 La ,bj 上 Riemann 可 积 . 
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注意 ,由 |f| 的 可 积 性 一 般 不 能 导出 的 可 积 性 .例如 , 设 
1， 当 * 为 有 理 数 时 ， 

一 1， 当 * 为 无 理 数 时 ， 
则 了 在 [0,1J 上 不 可 积 ,但 |f|=1 是 可 积 的 . 

推论 6.6.3 设 f 与 g 在 [a,bj 上 可 积 , 那 么 fg 在 La,bj 上 也 可 积 . 

这 是 因为 D(fg)CD(f)UD(g). 

推论 6.6.4 如 果 了 在 [a,bj 上 可 积 ,1/f 在 [a,b] 上 有 定义 且 有 界 , 那 么 1/f 
在 La,bj 上 可 积 . 

这 是 因为 D(f)= D(1/ 有 ). 

推论 6.6.5 如 果 了 在 [a,bj 上 可 积 ,那么 对 任何 [c,d]CLa,bj,f 在 Lc,dj 
上 也 可 积 . 

这 是 因为 D(f;[Lc,d]D))CD(f;La,bj]). 

推论 6.6.6 如 果 cE(a,b), 那 么 当 f 在 La,cj] 与 Lc,bj 上 都 可 积 时 ,f 在 
La,bj 上 也 可 积 . 

这 是 因为 D(f;[a,cj)UD(f;[c,b]))=D(f;La,b). 

推论 6.6.7 设 f 在 [a,bj 上 可 积 .如 果 g 在 La,bj 上 除去 有 限 个 点 xl, xz， 
… ,Xn 外 和 了 相等 ,那么 8 也 在 La ,bj 上 可 积 ,而 县 


b b 
| ooadz = | g(x)dx. (15) 


证 明 ” 记 h(x) = f(x) 一 g(x), 那 么 hh 除去 有 限 个 点 x1 ,xz，…x 外 都 等 于 
0, 因 而 hh 在 La ,pb 上 除去 X11s X29" Xn 外 都 连续 ,从 而 可 积 ， 所 以 8 可 积 . 易 知 


[Cdx = 0, 所 以 式 (15) 成 立 . 0 


例 3 证 明 :Riemann 函数 R(x)( 见 2.4 节 中 的 例 8) 是 任意 有 限 区 间 [a,b] 
上 的 可 积 函 数 . 
证 明 这 是 因为 Riemann 函数 R(x) 在 [a,b] 中 的 无 理 点 上 都 连续 ,在 有 理 
点 不 连续 ,其 不 连续 点 的 全 体 是 一 零 测 集 ,因而 RCX) 可 积 . 0 
如 何 计算 | R(x)dx? 首 先 想到 的 是 它 的 原 函 数 是 什么 . 设 F 是 R 的 一 个 原本 


数 , 即 


f(x) = 


F(x) = R(x) (a 过 x 过 b). 
根据 Darboux 定理 ,RC(x) 在 La ,bj 上 应 具有 介 值 性 ,但 从 R(X) 的 定义 容易 看 出 ， 
它 不 具有 介 值 性 ,因而 R(x) 没 有 原 孙 数 .但 它 的 积分 值 可 以 从 积分 的 定义 直接 
算出 : 
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b [a 
| RCDdx = im 2 R(E)Ax; = 0， 
a TH i=1 


这 里 6 是 (xi-1 ;Xi) 中 的 任 一 个 无 理 数 . 
上 面 的 例子 说 明 , 可 积 函 数 未 必 具 有 原水 数 .那么 具有 原 隙 数 的 函数 是 否 一 定 
可 积 呢 ? 答案 是 不 一 定 . 例如 


». 1 

x2sin——， XxX 关 0， 
F(x) -| xX 

0， X = 0， 


. 1 2 1 
FO) = 上 NE CS yz? X 天 0， 
0 X = 0. 
如 果 记 f(x) = 庆 (xz) ,那么 了 在 (- o,+o) 上 具有 原 函数 下 ,但 三 在 (0,1) 上 不 可 
积 , 因 为 它 在 [0,1j 上 无 界 . 
从 积分 的 定义 来 看 , Riemann 积分 主要 是 为 连续 函数 而 设计 的 . 积分 和 的 极 
限 的 存在 性 和 数值 不 应 受 值 点 在 分 割 的 同一 子 区 间 变 化 的 影响 ,这 实际 上 是 对 被 
积 函 数 的 连续 性 提出 了 很 高 的 要 求 . 本 节 的 理论 更 是 把 这 种 说 法 精确 化 了 . Lebes- 
gue 定理 把 Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 用 连续 点 的 “多 寡 ” 来 刻画 ,得 出 了 完满 
的 结论 . 若 定义 在 La,p]j 上 的 函数 f 至 多 在 一 个 零 测 集 上 不 连续 , 则 称 f 在 [a,b] 
上 几乎 处 处 连续 . 因此 ,Lebesgue 定理 也 可 以 说 成 :区 间 [a ,bp 上 的 有 界 函 数 了 为 
Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 是 ,f 在 La,b] 上 几乎 处 处 连续 . 
Lebesgue 放松 了 对 函数 连续 性 的 要 求 ,从 而 推广 了 Riemann 积分 ,他 所 定义 
的 积分 被 后 人 称 为 Lebesgue 积分 .要 详细 地 讨论 Lebesgue 积分 , 光 有 和 零 测 集 是 不 
够 的 ,还 需要 把 “测度 ”推广 到 相当 广泛 的 集合 ( 称 为 可 测 集 合 } 上 去 .深入 地 讨论 这 
些 问 题 ,已 超出 了 “数学 分 析 ” 的 范围 ,它们 是 “ 实 变 函 数论 ”中 的 经 典 内 容 . 


练习 题 6.6 


1. 设 f 和 g 在 [a,bj 上 可 积 .求证 : 
max(f(x),g(x)), min(f(x),g(x)) 
在 La,bj 上 可 积 . 
2. 设 f 在 [a,b]j 上 连续 ,9 在 [c,dj]j 上 可 积 , 且 pC([c,dj)CLa,bj. 证 明 :f。9 在 [c,dj 上 
可 积 . : 
3. 举例 说 明 : 若 把 第 2 题 中 “f 在 La ,bj 上 连续 ”的 条 件 减弱 为 ^f 在 La ,bj 上 可 积 ”, 结 论 不 
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再 成 立 . 
. 设 f 了 在 [a,b] 上 可 积 . 如 果 对 每 个 区 间 (a,8) C [a,bj, 必 存在 zx E (a,B), 使 得 


f(x0fCxz) 之 0, 问 | f(x9dx 应 取 何 值 ? 


> 


问题 6.6 


[ny 


. 对 aE(0,1j, 定 义 
f.(x) = [二 |- "| 二 | 


| PPeodx = alna. 


证 明 ， 


5 


. 设 f 在 [a,b] 上 非 负 且 可 积 .求证 ;| f(x)dx = 0 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ,7 在 连续 点 处 必 
取 零 值 . 


6.7 反常 积分 


在 以 上 定义 的 积分 中 , 积分 区 间 是 一 个 有 限 的 闭 区 间 ,而 且 可 积 函 数 必定 是 有 
界 的 .但 是 ,对 许多 来 自 数学 本 身 以 及 其 他 学 科 的 问题 ,这 两 条 限制 显得 过 于 苛刻 
因此 ,有 必要 推广 已 有 的 积分 的 概念 . 如 果 说 把 我 们 已 经 详细 讨论 过 的 Riemann 
积分 称 作 “ 通 常 意义 下 的 积分 ”, 那 么 推广 了 的 积分 就 统称 为 “反常 积分 ”或 “广义 

反常 积分 可 以 分 为 两 大 类 ,第 一 类 是 指 积分 区 间 无 界 ,简称 为 “无 穷 积 分 ”, 我 
们 首先 讨论 这 一 类 积分 . 

设 函 数 在 [a,+  ) 上 有 定义 ,对 任何 bp 之 ax 在 La,b] 上 可 积 .这 时 带 变动 
上 限 b 的 积分 


[orax 
就 定义 了 [La, + %) 上 的 一 个 函数 .如 果 极 限 
lim | f(x)dx 
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存在 且 有 限 , 那 么 就 把 这 个 极限 记 作 
| ooadr， (1) 
并 称 上 述 积分 收敛 . 如 果 上 面 的 极限 不 存在 ,同样 也 使 用 符号 (1) ,不 过 这 时 它 不 代 
表 任 何 数值 ,我 们 称 无 穷 积分 (1) 是 发 散 的 . 
在 积分 (1) 收 敛 的 场合 ,我 们 称 函数 了 在 Le , + %) 上 可 积 . 
类 似 地 ,可 以 定义 无 穷 积分 
| Foodx 


例 1 设 x>0. 求 证 :无 穷 积 


让 
a XxX? 
当 p 之 1 时 收 但, 当 p 志 1 时 发 散 . 
证 明 ” 当 p 冯 1 时 ,对 任何 bp 之 ax 盖 0, 有 
. | 


| a = Ts ,= Tp 一 a!'?). 
由 于 
lim ba = 人 p>1, 
pete +%o, p<l1l, 
可 见 当 p 之 1 时， 
让 
a XP p-l1 


当 pP<1 时 ,这 个 无 穷 积分 发 散 . 当 p=1 时 ,因为 
| =nb-Inam+to (b+ oo)， 
所 以 此 时 无 穷 积 分 也 发 散 . UD 


设 函 数 了 在 全 数 轴 上 有 定义 ,并 且 在 任何 有 界 区 间 上 都 是 可 积 的 , 任 取 a ER， 
如 果 无 穷 积 分 


| Foax， | Foodx (2) 
都 收敛 ,那么 称 无 穷 积 分 
| foopdx (3) 
收敛 ,并 且 规 定 
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| fax = | forax + | fodx. 


我 们 也 说 ff 在 (一 %“,+ %) 上 可 积 . 
容易 证 明 , 上 述 定义 实际 上 与 a 的 选择 毫 无 关系 . 
如 果 式 (2) 中 至 少 有 一 个 积分 发 散 , 那 么 称 无 穷 积 分 (3) 发散. 
关于 无 穷 积 分 ,也 有 Newton-Leibniz 公式 . 
定理 6.7.1 设 函 数 了 在 La ,+ wm) 上 可 积 , 且 有 原 涵 数 下 ,那么 


| Fopdx = FG+ %) -Fla); 
若 f 在 ( 一 c9 ,4 上 可 积 , 且 有 原 函 数 下 ,那么 
上 xz)dx = F(a)— F(- %); 
若 了 在 (- ,+c) 上 可 积 , 且 有 原 函 数 亚 , 那 么 
| Joodx = Pr %)— PC- =). 
这 里 
F(- om) = lim Fe), FO+ om) = lim F(x). 
证 明 由 定义 ,有 
+ 2 b 
| fC dx = lim | fCx)dx = lim (F(b) - F(a)) 
= lim FCbD) - Fla) = F(t om) - Fa). 
同 理 可 以 证 明 其 他 两 个 公式 . 0 
很 明显 , Riemann 积分 的 运算 性 质 和 计算 技巧 都 可 以 应 用 于 无 穷 积 分 ,其 中 
的 证 明细 节 就 不 一 一 详 述 了 . 
例 2 设 a 二 0. 计 算 无 穷 积 
六 e “cosbxdx, 六 e “sin bxdx. 
[0 站 


解 ”用 分 部 积分 法 ,得 


| eeas bxdx = 二 | ewq Sin bx 
0 b 0 
加 1 x: 二 ep 十 串 ar 
三 ple sin bx ， +af e sin bxdx ). 
因为 lim esin px=0, 所 以 
| sees bxdx = g| ewsin bxdx (4) 
0 b 0 
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a +m 
= 一 | edcos px 
0 


+ + 
= 一 2 (“cos bx + | e cos bxdx ) 
0 0 


= 4(- 1+ a ecos bxdx ) 


bp’ 
2 
= pa 一 | e “cos bxdx 
由 此 得 
2 + 
(1 十 后)| e “cos bxdx = 京 ， 
所 以 
+ x a 
| e “cos bxdx = pb 
把 此 结果 代入 式 (4) , 即 得 
+ x 加 b 
| e “sin bxdx = Zp 口 


例 3 计算 | a. 


解 不妨 设 a>0. 作 换 元 x=atan 1. 当 +t 从 0 变 到 7x/2 时 ,x 递增 地 从 0 变 
到 + co .此 外 ， 


= -2 di 
COS 上 


二 oo dx = 二 六 _1 
上 (az + x alo ‘dt = C2 0 


我 们 看 到 ,一 个 无 穷 积分 经 过 换 元 之 后 变 成 了 常 义 下 的 积分 . 反 过 来 ,一 个 常 
义 下 的 积分 经 过 换 元 之 后 也 可 变 为 无 穷 积 分 . 这 种 现象 是 可 能 经 常 发 生 的 ,不 足 
为 怪 . 

第 二 类 反常 积分 ,万 是 无 界 函 数 的 “积分 ”, 称 为 瑕 积分 . 先 看 一 个 具体 的 例子 . 


表达 式 
和 
ox 
在 Riemann 积分 的 意义 下 , 它 是 无 意义 的 ,因为 被 积 函数 无 界 ， 


。 1 
lim -一 =+ %. 
0 Xx 


因此 


数学 分 析 教 程  : 


x=0 称 为 积分 的 瑕 点 .但 是 ,对 一 切 esE (0,1) ,积分 

[和 

eV 
是 有 意义 的 , 它 是 一 个 带 有 变动 下 限 。 的 积分 .由 于 极限 
lim | 突 = lim 2vx| = 2 lim(1 -Ve =2 
存在 且 有 限 ,我 们 就 定义 
[ dx = 2. 
o Vx 
一 般 地 , 设 了 在 (a,b] 上 有 定义 , 且 


lim f(x) = %, 
但 对 任何 sE (0,b -aa) ,函数 f 在 [a +e ,bj 上 可 积 . 如 果 极 限 
lim | .fondx 
存在 是 有限, 则 称 瑕 积分 
| Foodx (5) 
收敛 ,并 把 上 述 极限 定义 为 瑕 积分 的 值 : 
| Foodx = lim | Foodr 
否则 , 称 瑕 积分 (5) 发 散 . 其 中 的 点 a 称 为 惠 点 . 
当 是 甫 点 时 ,也 可 以 类 似 地 定义 甫 积分 (7) .如果 a 与 总 都 是 瑕 点 ,那么 任 
取 一 点 cE Ca,b) ,我 们 定义 
| roodx = | Feodx + | fendx. 


这 时 假定 右边 的 两 个 甫 积分 同时 收敛 . 
同 无 穷 积 分 一 样 ,Newton-Leibniz 公式 以 及 Riemann 积分 的 运算 法 则 和 计算 
技巧 也 都 适用 于 环 积 分 .例如 , 若 正 是 /在 (a,b 上 的 一 个 原 函 数 ,a 是 瑕 点 ,那么 


b 
| opax = F(b) - Fa +0). 
例 4 设 a>0. 证 明 : 瑕 积分 
Fg 
0 XxX? 


当 p< 过 1 时 收敛 , 当 p 之 1 时 发 散 . 
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证 明 当 P 尖 1 时 ， 


= 1 a? er?) 
由 于 
lime!’? = 的 p<1, 
e0! 十 oo， p1， 
可 见 , 当 p< 过 1 时 ， 
a dx _ CIP _ 
0 XP l1—-p” 


当 P>1 时 , 原 甫 积分 发 散 . 当 忆 =1 时 ,因为 
| 至 =me-me-+oae (一 00)， 
所 以 原 甫 积分 发 散 . 
例 5 计算 | im Xdx. 


函数 的 积分 


解 因为 Inx->-%(x 一 07), 故 x=0 是 一 个 瑕 点 .用 分 部 积分 法 ,得 


1 1 
| m xdx = xln x| -| dx = 一 1， 
0 0 0 


这 里 用 到 了 
lim xln x = 0. 品 
Xx—*0 
、 dx 
6 计算 | 二 
解 ” 这 里 a 与 b 都 是 瑕 点 .容易 看 出 ,这 个 瑕 积分 是 收敛 的 .我 们 用 换 元 法 来 
计算 它 的 值 . 当 xE€E (a,b) 时 ， 
XxX-—a b—x 
b-a’” b-a 
是 正 数 ,并 且 其 和 等 于 1, 因此 可 设 
Fe = Sin20 (0<0< 至 ). 
此 时 ， 
X=a+(b— a)sin0 = acos0 + pbsin20， 
dx = 2(b ~ a)cos Osin 0d0. 
于 是 , 瑕 积分 可 化 为 常 义 下 的 积分 : 
2 db =x. 0 
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例 7 计算/ = 人 sin xdx. 
解 易 知 ,x=0 是 瑕 点 . 作 变 量 代 换 x=x/2 一 1, 那么 
T=— | _m sin{( 玛 一 fjdi = 六 cos tdi. 


2 
由 此 得 
27 = | dnsin xX+lncosx)dx = | nsin XCOS X)dx 
* /1 ， 2 
= | in( 坟 sin 2x )dx 二 一 In 2 十 | ln Sin 2xdx. 
对 式 (6) 右 边 的 积分 作 变量 代 换 2x = 1 ,那么 
[mn sin 2xdx = 二 | nsin tdt = 六 1 十 二 | ljnsin tdt 
二 十 去 | ”meeos udu = 六 + 也 = 了， 


这 里 我 们 已 经 作 了 变量 代 换 := x/2+ 4. 把 式 (7) 代 入 式 (6), 即 得 1= 一 二 
本 节 只 是 为 了 满足 物理 课程 中 可 能 发 生 的 需要 ,对 反常 积分 作 了 一 些 初步 介 


绍 .在 本 教材 的 第 16 章 中 ,将 有 非常 详细 的 研究 . 


练习 题 6.7 


1. We 


i 
G) | 站 二天 px (p> 1); (2) | edx; 
(3) [ xe’dx; | 5e- 它 dx; 
™ dx | 
G5) | xC(l + xXx) (6) Tr 
dx 
cn a ‘| (X2 + xt1) 
(9) | Xie dx (n E N'); aw | ran EE N’ ); 
(11) | we saxon EN'); G2)| 3 1+ dx (提示 : 令 i = 一 二 


2. 设 函 数 了 在 [0, + %) 上 连续 且 f 了 之 0. 如 果 |”f(x)dx = 0, 求 证 :f= 0， 


» 284 。 


第 6 章 函数 的 积分 


3. | 


1 ; 1 
D Es ， c2) arcsin x dx; 
A WA 
1 dx 
(3) | 一 些 二 一 c | 一 一; 
,A 1(2-x) VI-x 
1 
‘5 | _arcsin Vx_ j (6) | lIn"xdx (n € N'); 
/rT " 


| pa ew, 


4. 计算 下 面 两 个 积分 的 比值 


5. 求证 ; 
| ered 二 ev eadt. 
6. 利 用 积分 | ”hn sin xdx = 一 亚 In 2, 计 算 下 列 积分 ， 
m2 In 
(1) | XCOt Xdx; (2) | A 
6.8 数值 积分 


设 f 在 [a,bj 上 可 积 , 我 们 想 算出 f 在 La,b] 上 的 积分 .如 果 了 有 一 个 比较 简 
单 的 原 函 数 ,那么 可 以 通过 Newton-Leibniz 公式 来 算出 这 个 积分 .但 是 ,如 果 f 的 
原 函 数 不 是 初等 函数 ,或 者 即使 是 初等 函数 但 表示 形式 非常 复杂 , 则 都 不 能 利用 
Newton-Leibniz 公式 .何况 ,在 许多 实际 的 场合 ,函数 f 只 是 用 它 在 有 限 个 点 上 的 
值 来 表达 的 ,这 时 当然 无 原 函 数 可 言 .在 所 有 这 些 情况 下 ,我 们 只 能 用 数值 计算 的 
办 法 求 出 积分 的 近似 值 ,这 就 是 “数值 积分 ”问题 . 

在 这 里 ,我 们 只 打算 介绍 数值 积分 中 的 梯形 法 ,用 以 说 明 数 值 积分 的 基本 
思想 . 

设 在 一 序列 点 a = xo 过 Xi 过 …< 过 x, = b 上 给 定 了 对 应 的 函数 值 y; = f(x;) 
(i=0,1,2,…,n). 这 里 的 函数 了 应 是 一 个 可 积 函 数 .不 仅 如 此 ,在 以 下 的 讨论 中 ， 


* 285 。 


要 用 到 多 少 阶 导数 ,就 设 上 有 多 少 阶 的 连续 导数 . 
设 [xi-1,Xxij(i=1,2,…,n) 是 一 个 典型 区 间 . 这 个 区 间 与 点 (Xi-1,yi-1) 和 
(Xi;，yi) 连 成 的 直线 段 ,以 及 平行 直线 x = x;-1,x= x; 围 成 了 一 个 梯形 .我 们 就 以 
它 的 面积 
x i) (i= 1,2,,n) 


作为 积分 | fx)dx 的 一 个 近似 值 . 当 hi;=x; 一 xj-1(i=1,2,…,n) 都 很 小 时 ， 
这 个 近似 值 可 能 是 相当 好 的 ,把 这 n 个 小 梯形 的 面积 之 和 


yi +t yx xi) (1) 
i=1 


就 当成 积分 | f(x)dx 的 一 个 近似 值 . 如 果 点 x; 是 均匀 分 布 的 ,那么 hi = 
(b 一 a)/n (i 二 1,2,…,n), 这 时 式 (1) 便 简化 成 
+) (2) 
梯形 公式 带 来 的 误差 如 何 估计 ”这 就 归结 到 “线性 插值 ” 带 来 的 误差 是 如 何 估 
计 的 ,在 定理 4.3.2 中 ,我 们 已 经 做 过 这 件 事 . 
用 i; 来 记 由 点 (xi-1 yi-l ) 与 (x ,yi 所 决定 的 线性 函数 . 由 定理 4.3.2 证 明 
过 程 中 的 等 式 (11) ,可 得 


lx) ~- fx) = 人 一 2 二 Xi-D (CE )， (3) 


其 中 1 ELxi-1 » Xi]Ci 三 1,2,…,n). 如 果 MM 是 |f”| 在 [a,bj 上 的 一 个 上 界 , 那 么 
在 式 (3) 的 两 边 作 积 分 之 后 ,将 得 出 


fF 1; Cx) dx — fowax|<T Mx, — xX)Cx — xii)dx 
Xi-l Xi-l Xi-l 


1 
= Mux, 一 xi 1(1 idt 
0 


= Mx, 一 Xi-1)32. 
12 
在 上 述 推 导 过 程 中 ,我 们 已 作 过 换 元 
X= xiit+(xi— xX)t (0 委 1!1 二]1). 
如 果 分 点 是 等 距 分 布 的 ,那么 


fa Mb-ay 
| novax | /owax|<Y = 
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因此 ,梯形 公式 所 产生 的 误差 将 不 超过 
= M(b-a) 
> 多 12 
定理 6.8.1 设 7 在 [a ， b] 上 有 二 阶 连续 导数 , 令 
M = max | FCx) 1， 


以 及 
x =a+(b-a) (i = 0,1,2,. ,1), 
那么 
b n=l 3 
_ /yot yn \b-a (b—a) 
fevax re) < i MM 


练 习题 6.8 


1. 利用 梯形 法 ,计算 下 面 两 个 积分 的 近似 值 : 


Sin x 10 eo 
| Sm xdx; C2) | 二 edx- 


函数 的 积分 


2. 用 梯形 法 计算 积分 | 了 5s( 取 n= 10) ,并 估计 误差 .再 由 公式 x = 4| .一 4 ,计算 的 


近似 值 . 
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本 章 将 利用 积分 学 的 知识 来 解决 几何 学 .物理 学 以 及 数学 分 析 中 的 一 些 问题 . 


7.1 积分 学 在 几何 学 中 的 应 用 


7.1.1 平面 图 形 的 面积 
在 引进 积分 概念 时 ,我 们 已 经 知道 , 介 于 直线 x= a,x=b,y=0 和 曲线 y= 
f(x) 衬 0 之 间 的 曲 边 梯形 的 面积 可 以 表示 为 
$= | rooar. 


如 果 函 数 f 和 g 在 La ,5b] 上 连续 , 且 满 足 条 件 
f(x) 守 g(x) (a 过 x bb), 
那么 介 于 直线 x= a,x= b 和 曲线 y= f(x),y= g(x) 之 间 的 图 形 的 面积 可 以 表 
示 为 
b 
SS-= | (f(x) — g(x))dx. 
py YY (cy), 
那么 介 于 直线 y= c ,y= d 和 曲线 x= p(y) 和 yw(y) 之 间 图 形 的 面积 可 表示 为 
S = ec - ply))dy. 
对 一 般 的 情形 ,总 可 以 把 图 形 划分 成 几 部 分 ,使 每 一 部 分 都 属于 上 述 两 种 情形 
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之 一 , 求 出 各 部 分 面积 后 相 加 即 得 所 求 的 面积 . 
例 1 求 抛物 线 y=2x 与 直线 x 一 y=4 所 围 成 的 区 域 的 面积 (图 7.1). 


图 7.1 


解 ” 先 求 出 抛物 线 和 直线 的 交点 , 即 为 A(2, 一 2), B(8,4). 因 而 由 直线 
y=X 一 4 和 抛物 线 y* =2x 所 围 成 的 区 域 D 的 面积 


SCD) = | (y+4- 去 yj)dy = 18. 


另 一 种 算法 是 作 垂直 于 x 轴 的 直线 4C ,把 区 域 D 分 成 D! 和 Da: 两 块 ,于 是 


2 2 
SCD,) = 2| V2xdx = 2v5| Vxdx = i 


SCD,) = | Cx -Ddx = 吕 ， 
所 以 有 
SCD) = SCD) + SCD,) = 18. 

当然 第 一 种 算法 比 第 二 种 算法 简单 ， 0 

如 果 曲 线 的 方程 是 由 极 坐 标 表 示 的 ,如 何 计算 由 它 围 成 的 图 形 的 面积 ? 设 曲 
线 研 由 极 坐 标 方 程 

rir = r(g) (a<0<8) 
表示 ,我们 要 计算 由 此 曲线 和 射线 
0=a, 0=8B 

所 围 成 的 区 域 的 面积 . 先 看 最 简单 的 情形 +r = a (a 是 一 常数 ), 即 这 段 曲 线 是 一 个 
圆 弧 . 这 时 ,显然 有 


S = 六 a*(B - a). 
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现在 来 看 一 般 的 情形 .对 9 变化 的 范围 [a, B61 
作 一 分 割 (图 7.2): 
a= 0 0 <<:…<0,= Bb. 

任 取 &; EL0;-1,0;](i=1,2,…,n), 于 是 夹 在 
0= 0;-1,0= 0; 和 r= 二 +r(0) 之 间 区 域 的 面积 可 
表示 为 

AS， 心志 71)A0 (Ab = 0; — 911). 
从 而 整个 区 域 的 面积 可 表示 为 
图 7.2 AS ~ Dr A 


令 max Abi 一 0, 即 得 


1fes 
S = S| 7 (0)d0. 


这 就 是 计算 由 极 坐 标 方程 表示 的 曲线 
r=r(0) 和 射线 6=a,0=8B 所 围 成 的 区 域 的 
面积 公式 . 

例 2 求 心脏 线 

r= a(l+cos0)(a> 0) 

所 围 成 的 区 域 的 面积 . 

解 由 图 7.3, 容 易 看 出 该 曲线 围 成 的 
区 域 颇 似 人 的 心脏 , 故 称 之 为 心脏 线 . 它 关 
于 极 轴 是 对 称 的 ,因而 它 围 成 的 区 域 的 面 
积 是 


2o0.1[",z 2 
S= 2 ;|'a (1 + cos 0)*d0 
= oa + 2cosg + cos:0)d0 
= Sra’. 口 
7.1.2 空间 曲线 的 弧 长 
设 空 间 曲 线 了 的 参数 方程 为 
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X 二 XI)， 
| = y(), (oth), 

z= z(t) 
或 用 向 量 形式 表示 为 

r= ri (ae 过 !/ 挟 P)， 
其 中 x(1),y(1) ,z(t) 在 La,B8] 上 都 有 连续 的 导数 .点 A=r(a) 与 B=r(B) 分 别 
是 本 的 起 点 和 终点 .我 们 按照 丁 的 定向 ,在 厂 上 取 n+1 个 点 : 

4 = AA,As,…,A, = B, (1) 


并 把 n 条 线段 的 长 度 之 和 六 | 4;-14; | 作为 卫 的 “ 弧 长 ”的 一 个 近似 值 .如 果 设 点 
A; 对 应 着 参数 值 1; (i = 0， 1， 2,…,n), 那 么 


oa= to0 < <<ts < = Bb. (2) 
这 说 明 曲 线 厂 上 的 一 个 分 割 (1) ,导致 了 参数 区 间 [La,81 上 的 分 割 (2); 反 之 亦 然 . 
这 时 ， 
| 4-14: | 


= rt)— re) 
= (CXC1i) 一 XI + Cy1i) = YC11)2 + (26011) 一 ZL))2)12， 
利用 微分 中 值 定理 ,有 
Xi) 一 XI = x (EAL;, 
y(t) — yt) = yy (WNAti, 
Z(1i) — z(t11) = z (CAL, 
其 中 6; ,7;1,51E(ti1,1),Ati=ti 一 ti-1. 由 此 可 知 
| AiiAi|= Vx ED + Cy ION + (2 (CAL, 
这 里 i=1,2,…,n. 若 把 分 割 (2) 记 为 x, 则 由 于 x ,y 与 z' 都 是 连续 函数 ,所 以 在 
在 一 个 常数 K ,使 得 


| 4 4， {<< 天 Ai 委 民 x. 
由 此 可 得 
max | Ai-1A; | 委 天 | |. 


扫 js 


这 表明 ,将 参数 区 间 [a ,Bj 无 限 加 细 , 将 导致 分 割 (1) 把 曲线 卫 无 限 加 细 . 
我 们 有 
> | 4- 4 |= > (x ED + Cy C7) + (2 (€,))2AL. (3) 
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当 把 区 间 fu .8] 上 的 分 割 (2) 无 限 加 细 时 ,如 果 式 (3) 的 极限 存在 ,那么 取 这 个 极限 
作为 本 的 绝 长 的 定义 是 十 分 合理 的 . 

我 们 来 看 看 当 上 x 一 0 时 , 式 (3) 的 右边 是 否 有 极限 . 式 (3) 的 右边 很 像 是 
函数 


Vx CD Ft Cy + (2 1) 
的 积分 和 ,但 事实 上 它 并 不 真正 是 一 个 Riemann 和 ,这 是 因为 ,7 与 5 虽然 同 
在 区 间 (1i;-1,1;) 内 ,但 未 必 彼 此 相等 . 
但 是 ,我 们 有 : 
定理 7.1.1 设 x(1),y(1),z(1) 在 La,B] 上 有 连续 的 导 函 数 ,那么 有 


lim > VX ED + Cy (TN) + (2 CL) AL 


1 xl- 


本 Vx CI) + Cy (C1): + (2 (1))2di. (4) 
证 明 ”对 任何 两 个 三 维 向 量 a 和 b, 有 三 角形 不 等 式 
lall- lbl |<lla-bl 
(这 个 不 等 式 说 的 是 :三 角形 任意 一 边 的 长 绝 不 小 于 其 他 两 边 长 之 差 ). 由 此 得 到 
[VO (CED) + Cy ED) + C2 ED) ~ VO ED + Cy CP) + (2 5)) | 
VY CE) yO +z) 一 (052 
| YE) yn) |+|z (6,) -2z(¢,) |, 
其 中 第 二 个 不 等 式 利用 了 显然 的 不 等 式 
Vp:*+gqg:<|pl+|l4g|, 
这 里 p,q 是 两 个 任意 的 实数 . 
由 于 y (1) 与 z (0 在 L[c,8] 上 连续 ,从 而 一 致 连续 ,因此 对 任意 给 定 的 es 之 0， 
存在 6 >0, 当 | x 二 5 时 ， 


4 _ 产 。 __E€E 
(DY re 


(5) 
| z 8) — z'(C,) I< Tp 
对 i ==1,2,…,n 都 成 立 .用 /来 记 式 (4) 等 号 右边 的 积分 值 .因此 ,对 上 述 的 s 之 0， 
存在 9:>0, 当 | xl<s 时 ,有 


| D3 Vx (ED) + Cy ED + (zz (E NAL 一 了 | 一 方 ， (6) 
i=1 
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而 不 论点 6E LE-t]G=1,2,…,m) 如 何 选取 . 故 当 | x 二 min(61,62) 时 ,有 
< |1 一 > Vx (ED) + Cy (E+ Cz CE Ar | 


< Ny ED) yn) AR + 2 | 268) -2 8) | A 
i=1 i=1 


€ € € 
一 得 + (gp + HB) OA 


一 €， 
而 不 管 ,7;,8;ELti-1,1ij 如 何 选 取 , 这 里 i=1,2,…,n. 在 以 上 的 推导 中 ,我 们 
先后 利用 了 式 (6) 与 (5). 0 


这 样 我 们 就 得 到 了 计算 C' 类 曲线 本: 
r= rt) = C(x) y(1),2(1)) (a 过 itp) 


的 弧 长 公式 : 
s(T) = | VO OY + OY + 2 0dt. (7) 
如 果 平 面 曲线 的 参数 方程 为 
xXx= x(t1), y= yt) (ob), 
那么 它 的 弧 长 公式 为 
S(T) = VO DF + Oy Yd (8) 
如 果 平 面 曲 线 是 由 显 式 方程 


y=x) (aa 委 x 委 5) 
给 出 的 ,那么 可 把 它 写 成 参数 方程 的 形式 : 
X=it, y=f(1) (ait<b). 
于 是 由 公式 (8), 即 可 得 其 弧 长 公式 为 


SCr) = 上 VI+ OFCz))zdx， 
这 里 假设 f 在 La ,b] 上 连续 可 导 . 
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如 果 平 面 曲线 是 由 极 坐 标 方程 
r=r(0) (ae 委 0 委 0) 
给 出 的 ,那么 因为 
x= r(o)cos06，y= r(g)sing (a0 EP), 
由 公式 (8) ,可 得 其 弧 长 公式 为 
S(T) = 「 Vr(0)): +(r (0))2d0. (9) 


例 3 求 星 形 线 (图 7.4) 
X= acost, y= asint (OX<It<2rx,a>0) 
的 绝 长 . 
解 ” 因 为 
xX’(1) =— 3acos tsin 1, 
y(t) = 3asin2 tcos !， 


再 由 公式 (8) ,得 
x/2 
sr)= 4 VO D+ Yd 


= 12aj| cos tsin tdt = 6a. 0 
例 4 求 椭圆 
瑟 + 呈 =1 (a>b>0) 
的 周 长 . 
解 椭圆 的 参数 方程 为 


X= acost, y= bsint (0<it<<2n). 


由 式 (8) ,得 
x/2 /2 _ 
$= 4| Va’sint + bcos:tdt = 外 va*— (a — b’)cos tdt 


n/2 n/2 
= 4al- V1— ecostdt = 4a|" v1- esin tdi, (10) 


这 里 e= Ya? 下 /a. 式 (10) 右 边 的 积分 称 为 椭圆 积分 , 它 的 原 活 数 不 能 用 初等 也 
数 的 有 限 形式 来 表示 ,因此 没有 与 圆 的 周 长 相 应 的 椭圆 周 长 的 公式 .椭圆 积分 这 个 
名 称 也 是 因为 求 椭圆 周 长 时 遇 到 这 类 积分 而 得 名 . 0 
例 5 求 心 脏 线 r= a(1+cos0)(a>0) 的 弧 长 . 
解 由 公式 (9) ,得 
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$= | Va2(1+cos0) + a’sin 0d0 


= 2a| |cos 史 |de = 4a|" cos Gd0 = = 8a. 0 


7.1.3 空间 区 域 的 体积 


设 Q 是 介 于 平面 x=a 和 x=b 之 间 的 一 个 空间 区 域 . 如果 用 坐标 为 x (a 二 x 
过 b) 的 平面 去 截 Q ,得 截面 的 面积 为 gC《x), 问 如 何 计算 2 的 体积 V? 

作 区 间 [a,b] 的 一 个 分 割 

T:Q = 二 Xo<CX< < Xu = b. 
将 员 介 于 平面 x=xi-1 和 x=xk 之 间 部 分 的 体积 记 为 Vi, 任 取 Sx ELxxr-i ,Xk 
那么 
Vi 2 Pecan. 
假定 g 是 [a ,bj 上 的 可 积 函 数 ,那么 
v = im > gi)Ax = | gax. (11) 

这 就 是 求 2 体积 的 公式 . 

例 6 求 圆 柱 面 既 + 吧 =a2 和 x +z?=a? 相交 部 分 的 体积 (图 7.5). 

解 ” 记 两 个 柱 面 所 交 的 部 分 为 Q. 由 对 称 性 
知 ,Q 的 体积 是 它 在 第 一 卦 限 中 那 部 分 体积 的 8 
倍 .因此 我 们 只 需 计算 它 在 第 一 卦 限 部 分 的 体 DB 
积 . 容 易 知 道 , 当 0 委 x 委 & 时 ,以 横 坐 标 为 的 
平面 截 第 一 卦 限 中 那 部 分 所 得 的 截面 是 以 
Va 一 x 为 边 的 正方 形 ( 图 7.5) ,其 面积 为 


8(X) = 02 一 和 | > 
按 公 式 (11) ,0 的 体积 
VQ) = se -xi2)dx = 1 0 
现在 设 y= f(x) 宇 0 是 区 间 [a ,5] 上 一 条 连 “Zz 
续 曲 线 , 让 这 条 曲线 绕 x 轴 旋 转 一 周 , 得 一 旋转 7.5 
体 ,如 何 计算 这 个 旋转 体 的 体积 ? 


容易 知道 , 横 坐 标 为 x (ae 委 x 委 总 ) 的 平面 截 此 旋转 体 的 截面 面积 
g(x) = rr2(Cx). 
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因而 由 公式 (11) ,立刻 得 到 此 旋转 体 的 体积 为 
V = | (xz)dx. (12) 
例 7 求 半径 为 a 的 球体 的 体积 . 
解 ” 我 们 可 以 把 这 个 球体 看 成 由 圆周 
y= Va -x (~-a<xa) 
绕 x 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 ,那么 按 公 式 (12), 它 的 体积 
v = [| (oz 一 edx = 2x| (a? — x2)dx = 和 ras. 

这 当然 是 我 们 早已 知道 的 公式 . 0 
7.1.4 旋转 曲面 的 面积 


现在 提 一 个 新 问题 ,如 何 计算 刚才 那个 旋转 体 的 表面 积 ?这 个 问题 要 比 计算 
体积 困难 得 多 . 
我 们 就 曲线 也 的 参数 方程 
X= X(t), y= yi (oith) 
来 进行 讨论 . 设 是 一 条 在 上 半 平 面 不 自 交 的 C! 类 曲线 ,让 这 条 曲线 绕 Ox 轴 旋 
转 一 周 , 生 成 一 张 旋转 曲面 ,我 们 来 计算 这 张 旋转 曲面 的 面积 . 
与 计算 曲线 弧 长 时 的 做 法 一 样 ,在 厂 上 取 n+1 个 点 : 
40 4 4， 
从 而 对 应 的 参数 区 间 [c ,8 也 有 分 点 : 
a=to<hi<…<t,=h. 
这 时 曲线 上 的 第 i 段 4;-14; 的 弧 长 可 近似 地 表示 为 


三 W (X (ED))2 十 (y (7)AL (ti 过 E; tistiil 人 7 1). 
由 这 段 曲 线 弧 旋转 而 成 的 曲面 面积 可 表示 为 
AS; x 2ry(5) VY (x (€;,))? 十 (y (VOYAL (fji1 过 Ci 二 £;). 
于 是 旋转 曲面 的 总 面积 可 表示 为 
So D2ry&) (x (FE1))2 + Cy (7) AL. (13) 


当 La ,Bj 的 分 割 x 的 宽度 xi 一 0 时 ,上 述 的 近似 等 式 就 变 为 等 式 . 利用 证 明定 
理 7.1.1 相同 的 方法 ,可 得 ‖z | 一 0 时 , 式 (13) 右 边 的 极限 为 
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2x y(n) Vx + Cy (1)) dt. 
这 样 就 得 到 计算 旋转 曲面 的 面积 公式 
S = 2r| yo Vx CD) + Cy 1) di. 
如 果 曲 线 的 方程 为 y= f(x)(a 志 x 二 b) ,那么 旋转 曲面 的 面积 为 
S = 2x| f(x) V1 + Cf Cx)) dx. 


例 8 计算 半径 为 a 的 球面 的 面积 . 
解 ”半径 为 a 的 球面 可 以 看 成 是 由 曲线 
y= Va — x (~-a 过 Xa) 
绕 x 轴 旋 转生 成 的 曲面 .于 是 由 公式 (15) ,得 


S = 2zx| Va 


2 a , 
5 zdx = 2xa| dx = 4xa’*. 
一 Xx -a 
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(14) 


(15) 


例 9 求 将 椭圆 夺 + 放 = 1(a 之 b) 绕 x 轴 旋 转 所 得 的 椭 球 面 的 面积 . 


解 ” 椭 圆 的 参数 方程 为 
X= acost, y= bsint (0 雪上 扫 T). 


由 公式 (14) ,得 
S = 2rb| sin ft va2sin2t + becos:tdt 
ni2 
= 4rb| sint Va ~ (a — b’)cos:tdt 
nx/2 
= 4rab|- sint Vl- ecos:tdit, 
这 里 e= Va 一 b /a. 作 变量 代 换 u = cos 1 ,得 
1 
S = 4rab| VI edu. 
利用 5.2 节 中 例 12 的 结果 ,得 


S= 2xblbt+ 一 和 arcsin Yo 二 六 . 
Va:— b> 
如 果 在 上 式 中 令 ea 一 六 ,那么 由 
2 
lim - 亏 arcsin a —b b, 
gb va 一 
即 可 得 到 例 8 的 结果 . 
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练习 题 7.1 


1. 求 由 下 列 方程 所 表示 的 曲线 围 成 的 区 域 的 面积 : 
(1) ax= y:,ay= x*(a>0); 
(2) y=2x— x*,xX+y=2; 
(3) y=x,y=x+sin x (OxAn); 
(4) ax* +2bxy+ cy*=1(ac- b>0,c>0); 
(5) 三 叶 线 :r= asin 30 (a 守 0); 
(6) 双 纽 线 : r* = a*cos 20. 


2 
2. (1) 求 椭圆 + 六; <l 的 面积 ; 


(2) 求 李 球 2 + 加 + 气 <1 的 体积 . 
3. 计算 下 列 曲线 的 弧 长 ; 


(1) x = e'cost,y = esin 1(0 委 上 < 魏 27); 
X= alcost+ tsin i), 


(2) . (0 委 上 委 2ra > 0); 
y= al(sint— tcost) 


_e 3 
X 二 es 1， 
(3) ， (4 >>D>0 且 c= 0 一 天 0 委 上 魏 2x); 
y = $sin’1 
(4) x = sint,y= 1,z=1-cost(0Rt 2n); 
(5) x = t,y= 31,z = 61°(0<< 12); 
(6) y* = 2px (p>0,0 吉 xR a); 
(7) y = In cos x (0 过 x rn/3); 


(8) y = V25— x (0 x HV/2). 
4. 设 心脏 线 的 极 坐 标 方 程 为 + = a(l+ cos 0)(a>>0). 试 计算 ， 
(1) 它 的 长 度 ; 
(2) 它 绕 极 轴 旋转 一 周 所 产生 的 立体 的 体积 ; 
(3) 它 绕 极 轴 旋转 一 周 所 产生 的 立体 的 侧面 积 . 
5. 求 曲线 y= sin x (0 志 x 志 me) 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 产生 的 旋转 面 的 面积 . 
6. 设 曲 线 y= sin x 与 直线 x =0,x=x/2 和 y=1(0 二 1 过 1) 所 围 部 分 的 面积 为 s(1). 求 s(1) 
的 最 大 值 和 最 小 值 . 
7. 已 知 f(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 满足 方程 
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xf (x) = fx) + 3x2. 
若 已 知 由 曲线 y= f(x) 与 直线 x=0,x=1,y=0 所 围 平面 图 形 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 得 旋 
转 体 的 体积 达到 最 小 值 , 试 求 此 时 该 平面 图 形 的 面积 . 


7.2 物理 应 用 举例 


本 节 介 绍 定 积分 在 物理 中 的 几 个 应 用 ,在 15.9 节 中 我 们 还 将 介绍 重 积分 在 物 
理 中 应 用 的 例子 . 

例 1 在 长 为 上 质量 为 M 的 均匀 细 棒 AB 的 延长 线 上 有 一 质点 C, 其 质量 为 
m, 已 知 | C4| = 4. 求 棒 和 质点 之 间 的 引力 . 

解 ”我 们 把 坐标 原点 取 在 C 点 (图 7.6) ,于 
是 点 4 的 坐标 为 a, 点 有 的 坐标 为 e+ 1. 在 棒 上 
取 一 小 段 [x, x + dx], 则 这 一 小 段 的 质量 便 是 
(M/Ddx. 如果 把 它 看 作 一 个 质点 ,坐标 为 x, 则 图 7.6 
这 一 小 段 与 C 点 之 间 的 引力 为 


M 
G _{  - 二 GmM dx 
x 1 x 
其 中 G 为 引力 常数 .在 AB 上 把 每 段 的 引力 “ 相 加 ”, 便 得 棱 和 质点 之 间 的 引力 
F = GmM["' dx _ _GmM ] 
x: aa+1) 
例 2 计算 将 质量 为 m 的 物体 由 距离 地 心 为 h 的 地 方 移 至 无 穷 远 处 所 做 
的 功 . 
解 ” 距 离 地 心 为 x 处 .质量 为 m 的 物体 受 地 球 的 引力 是 


F(x) = G 2¥, 


其 中 G 为 引力 常数 , M 为 地 球 质量 .所 求 的 功 等 于 
w= | FC)dx = GmM| ~ dx 


x? 


9 


= CaM 


= 一 GmM 过 一 0 
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例 3 将 一 质量 为 m 的 物体 由 地 面 垂直 地 向 空中 发 射 , 问 应 提供 多 大 的 初始 
速度 ve 才能 使 物体 脱离 地 球 的 引力 ? 

解 ”将 质量 为 m 的 物体 由 地 面 发 射 到 无 穷 远 处 的 能 量 来 自 w 提供 的 动能 . 
由 例 2 的 结果 , 即 得 等 式 


到 加 刀 = Cl, (1) 
这 里 R 为 地 球 的 半径 , M 为 地 球 的 质量 ,G 为 引力 常数 .由 Newton 第 二 定律 ,得 
mg = G mY¥, (2) 


这 里 g 是 重力 加 速度 .由 式 (1) 和 (2) , 即 得 

vo = V2gR = V2 x 980 x 6371 X10 > 11.17. 
这 就 是 说 ,11. 17 km/s 的 初始 速度 ,可 以 刚好 使 物体 脱离 地 球 走 上 一 条 “不 归 之 
路 ”. 这 个 速度 叫 作 ”第 二 宇宙 速度 ”. D 


练习 题 7.2 


1. 有 一 底 半 径 为 5 m、 高 为 10 m 的 圆柱 形 水 桶 ,其 中 盛 满 了 水 . 试 计算 排 完 桶 中 的 水 所 需 做 
的 功 . 

2. 有 一 无 限 长 的 均匀 细 棱 ,密度 为 ,在 距 棱 a 处 放置 一 单位 质量 的 质点 ,计算 棒 对 质点 的 
引力 . 

3. 有 一 直径 为 1 m、 高 为 2m 的 直立 圆柱 桶 盛 满 了 水 . 桶 底 有 一 个 直径 为 1 cm 的 小 孔 . 水 从 
小 孔 流出 的 速度 为 v=0.6 V2gh ,其 中 h 是 瞬时 水 深 ,g 为 重力 加 速度 . 问 水 全 部 流 完 需 
多 长 时 间 ? 


7.3 面积 原理 


在 定义 积分 的 时 候 , 我 们 就 把 积分 解释 为 曲 边 梯形 的 面积 ,这 样 就 把 “ 数 ”与 
“ 形 " 结 合 了 起 来 . 数 与 形 的 恰当 、 巧 妙 的 结合 ,往往 给 我 们 带 来 新 的 思想 和 新 的 发 
现 .在 这 一 节 中 ,我 们 通过 几 个 例子 来 说 明 这 一 问题 . 
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现在 所 说 的 “面积 原理 ”, 就 是 用 积分 来 估计 和 式 . 
定理 7.3.1 若 x 宇 mEN* 时 ,f 是 一 个 非 负 的 递 
增 函 数 , 则 当 和 之 时 ,有 
Spr -| roodar|<Fe)， (1) 
证 明 今 n=[ 绅 , 则 
[forax = Dh foveax. 
由 图 7.7 中 的 面积 关系 ,可 见 
fk- DE) fdx< fk). 
一 方面 ,对 Kk 从 m +1 到 n 求 和 ,得 到 
fm + fom+ D+ +fon- DE| fdx 


fm+t1l)+t+… + fn-1)+ fn). 


(2) 
另 一 方面 ,我 们 有 
o< {fod fe- nfs. (3) 
从 式 (2) 和 (3), 可 得 
fam + fm+D+e+t fan D< ferax 
fm+1)+t + fn)+ f(€). 
于 是 
- f(€) <— fw | Foodx — (flm)+f(m+1)+. + fn)) 
Ef) - Fr) Ef. 
这 表明 
[0] 
| SFr) -| /Codz|< Fe 0 
k=m m 


例 1 令 4 二 0,f(x)=x*, 则 


名 + 
L 1 lm! 
A+1 


过 二 . 


如 二 7? 


由 此 推出 
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之 = ~ + DC) 0 
例 2 令 f(x)=1nx,é 宇 1, 以 及 
T(§) = Dlnn. 


me 
利用 定理 6.8.1, 得 到 
| T(€) - fm xdx | 之 In€. 
这 正 是 
| T(€) ~ tIn é€+§€-1|<Iné. 
特别 地 , 当 § 是 正 整数 n 时 ,有 
niInn—-n+l-Iinn<lInn!l<nlInn-n+l+lnn. 
取 指 数 后 ,得 到 
n" lle"! 过 ni! 过 nie tl, 
这 是 关于 无 穷 大 量 n1! 的 一 个 粗略 的 估计 .更 精确 的 估计 见 7.4 节 . 0 
当 函 数 / 衬 0 且 递 减 时 ,利用 类 似 的 方法 ,可 得 出 更 精密 的 结果 . 
定理 7.3.2 设 x 宇 mEN"' 时 ,f 是 一 个 非 负 的 递减 函数 , 则 极限 


lim( Dex) {fodx)= a (4) 
mo fm mm 
存在 , 且 0<aSf(m). 更 进一步 ,如 果 lim f(x) =0, 那 么 


[5] é 
[S09 -| rooar-a < Fe-1)， (5) 
kK=m mm 
这 里 S 宇 m+1. 
证 明 今 
[$] € 
8(€) = fk) -| fOr dx. 
k=m m 
一 方面 ,有 
g(n)— gn+1)=- fn+1) +| findx 
宕 - f(n+1)+f(n+1)= 0. 
男 一 方面 ,有 


n-l 


gn)= 5 (fek) -| forax)+ fan) 
k=m 


n-l 
FR -fk + fen) = fn) > 0. 
k=m 
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这 说 明 {g(n)} 是 一 个 非 负 的 递减 数列 . 因此 a = lim g(n) 存 在 .由 0 志 g(n) 声 


gm)=f(m), 可 知 0 寺 a 志 fm). 
如 果 进 一 步 假定 f(x) 一 0(x 一 + %), 则 


[#] 有 n n 
gO) a= PR- | Fodz-lim( DF) -| oodz) 
k=m mn nm k=m m 


[4 6 
= Pk) - | forax - | fonax 


~ lim ( Dk) -| Fooadz) 
nm KEm m 


n 


‘ . n 
=- | roodx ~ lim (2 7 - | ,fodx) 
=— [fdr + lim 3 | (fx) — flk))dx. 
?+ 1 
现在 ,我 们 分 别 来 求 最 后 这 个 表达 式 的 一 个 上 界 和 一 个 下 界 .首先 ， 


所 大 
上 式 过 lim 》 | (fk -1 fk dx 
nemk= [E+ kl 


= lim >，(FK -1 -KRK)) = f(D Ef EE- 1); 


ok=[é]+1 


其 次 ， 


| reodz >- (€ - [8]) fe)) 


该 表达 式 宇 - 
过- f(§]) 守 - FE ~ 1). 
综合 式 (6) 和 (7), 即 得 式 (5). 
这 个 定理 有 许多 应 用 . 
例 3 取 f(x)=1/x,m=1. 由 定理 7.3.2 中 的 式 (4), 得 
. "1 
二 一 | = yy， 
lim( 2 大 nn) 7 


这 里 的 常数 7 为 Euler 常数 .进一步 ,由 式 (5) ,可 以 得 到 
ll 1 
学区 = Inn+y+0(=). 
式 (8) 是 一 个 很 有 用 的 公式 ,在 练习 题 1.6 中 已 经 提 到 过 它 ， 
下 面 是 一 个 用 公式 (8) 解 题 的 例子 . 


(6) 


(8) 
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例 4。 求 级 数 站 (- 1! 二 的 和 . 


解 ” 记 它 的 部 分 和 5S。= (~ D 二 .如 果 能 算出 lim Ss。= 5, 那 么 ,由 于 
k=1 WR 


Seo = So + 5 了 "所 以 lim So = lim So。 = 5, 因而 级 数 的 和 就 是 5. 现 在 
-1.1l1_ 1 _1 
Sm=1- -s+1+3-41 2n 
_ 1 1 _/1i1,.1 1 
= (1+ + + gr 1) (去 + 到 + + ) 
由 于 
1  _- 1 ,1 1\Y_/l1,.1 1 
1+3+t + (1+ 有 +13+ + 吉 )- (二 + 二 + 人 + 天 
代入 上 式 并 用 公式 (8) ,得 
四 了 工 1 ol,l1 1 
So= (1+ 吉 + 村 + 下 +)-2( 豆 + 于 ++ 训 ) 
_ 1 ,1 了 工 \ 1 1 
= (1+ 吉 + 可 + + ) (1+ 豆 + + 元) 
= In2n+y+0( 坪 )- (Inn+y+O( 二 )) 
一 1 
= in2+O( 元 让 
由 此 即 得 lim Sz = ln 2, 故 所 求 级 数 的 和 为 In 2. 0 


例 5 设 当 x 之 1 时 ,f 之 0 且 递 咸 ,那么 无 穷 级 数 》f(n) 与 无 穷 积分 


fodx 同时 收敛 ,同时 发 散 


证 明 这 是 公式 (4) 的 直接 推论 . DD 
利用 面积 原理 ,还 可 以 证 明 一 些 不 等 式 . 
例 6 设 0 一 < 一 5b. 求 证， 
人) e 
证 明 考察 裔 数 1/x. 当 xx>0 时 , 它 是 西 函 数 .连接 两 点 (ae,L/a) 与 (1/D) 
的 弦 必 在 相应 的 曲线 段 y=1/x (a 委 x 魏 5) 的 上 方 .因此 ,图 7.8 中 梯形 的 面积 必 
大 于 曲 边 梯形 的 面积 . 故 有 
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b dx 1/1 1 

5+ -0) 

Inb-lIna 1/1 ,1 

pe <3(a+) 
这 正 是 式 (9) 中 右边 的 不 等 式 . 

a+b 2 


其 次 ,过 曲线 上 的 点 (5 了 ,= 后) 作曲 线 的 切线 (图 7.9), 它 与 模 轴 以 及 两 


平行 直线 x= a,x=b 所 围 成 的 梯形 的 面积 正好 等 于 长 为 b - 4 、 宽 为 一 一 的 矩形 


b-a 
at+b 


的 面积 :2 .注意 到 图 7.9 中 图 形 面积 的 大 小 ,可 得 


”dx b-a 
| x >2p+ra. 


1 
y 三 一 
x 


图 7.8 


这 正 是 式 (9) 中 左边 的 那个 不 等 式 : 
Inb-lna ~ 2 
b-a Q& 十 已 
特别 地 , 当 a=nEN" ,b=n+1 时 , 式 (9) 成 为 
元 十 二 <<n(1+ 元 )<< 南 ( 交 + 二 ). (10) 
下 一 节 中 将 用 到 这 个 不 等 式 . 0 
例 7 设 连 续 函 数 2 在 [0, + %w) 上 严格 递增 ,并 且 2(0) = 0, 那 么 必 存 在 连续 
的 反 函 数 2- , 它 在 [0,2(+ %)) 上 严格 递增 ,并 且 -1 (0) = 0. 对 任何 a>0， 
0 二 b 二 9(+ co ) ,求证 不 等 式 : 


a b 
ab 过 | vodx + | p71 CWdy, (11) 


式 中 等 号 当 且 仅 当 b= 9p(a)( 即 a = p97'(b)) 时 成 立 . 
证 明 无 须 任何 文字 说 明 , 只 需 观 察 图 7.10 中 图 形 的 面积 关系 就 可 以 明白 式 
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(11) 的 正确 性 . 式 (11) 左 边 的 ab 应 理解 为 一 块 矩 形 的 面积 . 0 


图 7.10 


不 等 式 (11) 称 为 Young( 杨 ,1863 一 1942) 不 等 式 , 它 有 许 许 多 多 的 用 处 . 例如 ， 
讨论 函数 p(x)=x? ICP>>1), 它 有 反 函 数 27107)=y ,其 中 g=P/PDP-1) 盖 
1. 对 函数 9 与 9 :用 Young 不 等 式 ,可 得 

ab < lar+ Lp (二 + 二 =1)， 
p q P 4 
式 中 等 号 当 目 仅 当 a? = b* 时 成 立 . 
设 a= A'?,b= B's, 我 们 得 到 
APB14 < 54 + 8， (12) 
其 中 正 数 p 与 4 满足 1/p+1/4=1. 式 (12) 中 的 等 号 当 且 仅 当 A = B 成 立 . 

例 8 设 CI 02 Cn 和 bi ,b2 ,°° ba, 是 两 组 不 全 为 零 的 非 负 实数 , 则 有 不 
等 式 : 

Daibs < (Dar)” (Dp)”, (13) 
i=1 i=1 i=1 


其 中 p,q 之 1, 且 1/p+1/9=1. 式 (13) 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 常数 
4 ,使 得 
a? = Ab? (i = 1,2,..…,n). 


证 明 令 
p 9 
pia? Db? 
= i=1 
用 不 等 式 (12) ,得 到 
下 a + 广 已 (i 三 1,2,.…,n). (14) 
a?) (21b9) a? b? 
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两 边 对 i 从 1 到 n 求 和 , 移 项 后 得 到 
Sab < (Fa?) (Dp), 
j=1 i=1 i=1 


式 (13) 得 证 . 
式 (13) 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 , 式 (14) 中 每 一 个 不 等 式 的 等 号 成 立 , 即 
a 一 bi (i 二 1,2,.…,1), 
Da? 2 bt 
i=1 i=1 
或 者 
,Daf 
= (i = 1,2,% ,1). 
上 式 的 右边 是 一 个 与 i 无 关 的 常数 , 记 为 人 ,从 而 得 
a = Xb? (i = 1,2,.…,n). 0 


不 等 式 (13) 称 为 H6lder( 赫 尔 德 ,1859 一 1937) 不 等 式 , 它 是 一 个 类 似 于 “几何 
平均 不 超过 算术 平均 ”那样 常用 的 不 等 式 . 当 p= q =2 时 ,He6lder 不 等 式 变 为 


(Daips)’ 二 Sa? Db, 
i=1 it il 


这 叫 作 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 这 时 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 为 a; = Xbi(i=1， 
2,°" ,1). 


练习 题 7.3 


1. 设 a,b 之 1. 试 证 : 
ab ee’!+ blnb, 
并 讨论 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . 
2. 对 任意 的 a 守 0, 证 明 : 


(提示 ;证 明 不 等 式 
名 让 < < 由 区) 
3. 设 f,g 在 [La,b] 上 连续 ,p>>1,1/p+1/qg=1. 证 明 Halder 不 等 式 ， 
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figlar< (Plea) (ls tax)™, 
式 中 等 号 当 且 仅 当 |fl”= B|g1(B 为 常数 ) 时 成 立 . 
(提示 :将 
fl el 
Tira 站 er 
分 别 当 作 Young 不 等 式 推论 中 的 a 和 4b.) 
4. 设 f,8 在 La,b] 上 连续 ,p 之 1. 证 明 Minkowski( 朵 可 夫 斯 基 ， 1864 一 1909) 不 等 式 ， 
(lfrelrar) < irl) (gar) 
(提示 : 先 证 
Pit+alrax<f fre lflax+f +rgl 1gldr， 
再 利用 H6lder 不 等 式 .) 
5. 设 0 一 p<1. 证 明 ， 


这 里 8 是 一 个 常数 . 
6. 设 6 为 正 整数 ,利用 面积 原理 ,研究 和 式 Dm Ink. 
7. 证 明 ， 
0 
这 是 a 是 某 个 常数 . 


8. 利用 第 7 题 的 结果 ,证 明 : 


= (7 去 In2)In2， 


这 里 y 是 Euler 常数 . 
9. 不 用 图 7.10, 请 给 出 不 等 式 (11) 的 分 析 证 明 . 


问题 7.3 


1. (1) 设 4a 之 qs 之 … 宇 qs 之 0,f1(0) =0,f (0) 之 0, 又 设 了 为 递增 的 连续 函数 , 则 
f(D Dia)< D-Day. 
(2) 求证 : 当 7 之 1 时 ,成 立 不 等 式 和 
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# 


(DDma)’< DC Dlar. 


k=1 


. 1 2 
im 二 (| 次]- ?| 入) 

3. 设 -f 是 [a,bJ 上 的 凸 函数 ,f(a)= Fp)=0, 且 请 a)=a>0, 太 5b)= 88 一 0. 求 证 ， 
0<| roodr< 二 op 包 三 2 


CQ 


2. 计算 


7.4 Wallis 公式 和 Stirling 公式 


当 xE(0,r/2) 时 ,0<sin x 过 1, 因 此 ,对 nEN" ,有 
Sin2" x < sin:" x < Sin2 'x (0 二 x< 去) 
从 0 到 x/2 作 积 分 ,得 到 
| ne xdx < sin2” xdx 一 | si nz2" -1Xdx. 


利用 6.4 节 中 的 公式 ,得 


(2m)1 2n- DI!l,x 
(2n + 1)11! (2n)1! 2 


由 此 变形 后 得 到 


(2n — 2)11 


~ nD 


2n zx ((2n)11)? 
pp ni <<2 


由 夹 通 原 理 , 可 知 


1 2 。4.…(21) \ 2 _ x 
limz7 人 Ban 5) ”2 


这 就 是 Wallis( 沃 利 斯 ,1616 一 1703) 公 式 .经 过 开平 方 运算 之 后 ,Wallis 公式 也 可 
以 写 为 
(n1)222" 
= lim 1 
Vr = nn) IA 和 人) 


作为 Wallis 公式 的 一 个 应 用 ,我 们 来 证 明 下 面 的 Stirling( 斯 特 林 , 1692 一 
1770) 公 式 : 
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nl~ Vanz (ee) (nNn— %). 


在 推导 Stirling 公式 之 前 , 先 说 说 为 什么 需要 这 样 一 个 公式 . 大 家 知道 ， 
nl =1，2。3…n, 它 的 定义 是 很 明确 的 . 当 n 一 % 时 ,这 是 一 个 无 穷 大 量 , 而 且 我 
们 能 感觉 到 它 趋 向 于 无 穷 大 的 速度 非常 快 .很 大 的 数 的 阶乘 ,按照 它 的 定义 ,是 一 
个 很 复杂 的 不 便于 估计 数值 的 量 , 不 要 说 计算 它 的 精确 数值 ,就 连 它 的 无 穷 大 的 量 
级 我 们 也 不 容易 直接 得 到 .所 以 ,无 论 对 理论 或 实际 应 用 来 说 , 当 n 很 大 时 , 求 出 
n!1 的 一 个 既 简 单 又 便于 估计 的 近似 表达 式 , 是 一 件 很 重要 的 事情 . 

讨论 数列 


Qn = ri (n= 1,2……). 
由 此 算出 
n+1 人 2 
2 一 去 (1+ 廊 ) 
取 对 数 , 得 
In 2 = (r+)in(1+)-1. 
用 n+1/2 去 乘 7.3 节 中 的 不 等 式 (10) ,得 到 
1 < n+)m(1+ 志 )< 计 (n+ 吝 )( 二 和) 
进而 得 到 
0< (nr 2)n(lt i)-1<4(% ri) 
所 以 
1 二-2 一 ci 而 ) = 外. (2) 
dntl €orD 


从 式 (2) 左 边 的 不 等 式 得 知 {fa"} 是 递减 的 正 数列 ,因而 收敛 . 设 lim an= 二 a, 则 a 宇 
0. 记 pb, = ane 152， 则 lim b, = lim an 二 a. 由 式 (2) 右 边 的 不 等 式 ,得 b, 一 
brn.+1, 即 {b,} 递 增 趋 于 ay 于 是 有 a>>0, 从 而 得 

a 1 (222V2 _ 
“TV 《2 


这 里 已 经 用 了 Wallis 公式 .这 样 就 证 明了 ， 
定理 7.4.1(Stirling 公式 ) 
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nl~ Vanz(2) (n— co ). 


上 述 公 式 还 可 以 写成 一 个 更 精确 的 形式 . 由 于 {a,} 递 减 并 趋 于 c,{b,} 递 增 
并 趋 于 a, 所 以 有 
are = bi <a<an. 
由 此 得 1 过 a, /a 二 e'", 即 


nl! 


一 一 一 -一 
(n/e)”" v2nn 


< 一 €l 4) 


两 边 取 对 数 , 得 
1 
0 一 4nin 一 ” 7， < 过 1 
(n/e)" v2nn 
1 
记 09, =4nln 一 一 上 一 一 , 即 得 Stirling 公式 的 另 一 形式 : 
(n/e) Vonn 8 


7.! 三 (全 ) 2XPAe0r tm) (0 < 0, = 1). 


我 们 来 看 一 个 例子 , 它 说 明了 Stirling 公式 的 用 处 . 
例 1 求 极 限 


| 1\" nl 

lim( 1 + 一 :一 ， 

lim ( n ) 也 于 Vn 
解 ” 由 Stirling 公式 ,只 需 计算 


后 名 (1) ) 


取 对 数 后 ,得 
n(nin(1+ 二 )-1)= n(n (2 二 +) 1) =- 读 +o(0D. 
因此 ,所 求 的 极限 为 v2x/e. 0 


练习 题 7.4 


2 
1. 当 nm“ 时 ,估计 ( ，) 的 无 穷 大 的 阶 - 
2. 求证 ， 
lim /a| a — x*)"dx = Vx. 
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3. 求证 : 
lim (— Dr( MO)m = 


nm 


4. 设 7 为 Euler 常数 .求证 ; 


1 
去 
elk V2 
lim all (TR = er 


5. 设 数列 和 {x} 满足 xxwri= n(n 之 1), 且 lim 志 一 -aa -=1. 证 明 ， 


2 
(提示 :利用 Wallis 公式 .) 
问题 7.4 
1. 利用 不 等 式 
1- x er*(O0 和 SxS, er < x 之 0)， 
证 明 : 
[seadx = 到 
2. 对 meEN, 令 
加 1 7 一 1 n-2,. 下 一 1 天 一 2 
S12tnri nr3t tnr2 nia 3n 
求证 : 
im 3 = x, 
Hm n 
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前 面 主要 讨论 了 单 变 量 函 数 的 微分 学 和 积分 学 . 单 变量 函数 是 数量 之 间 的 最 
简单 的 关系 .一 个 事物 的 变化 和 发 展 通常 不 只 依赖 于 一 种 因素 ,而 是 多 种 因素 ,要 
从 数量 上 来 反映 这 种 关系 , 单 变量 函数 就 不 够 用 了 ,我 们 必须 考虑 一 个 量 同时 依赖 
于 许多 其 他 量 的 情形 ,这 就 需要 多 变量 函数 .从 本 章 起 我 们 将 主要 讨论 多 变量 函数 
的 微分 学 和 积分 学 .下 面 我 们 也 从 多 变量 函数 的 极限 和 连续 性 谈 起 . 为 此 ,需要 了 
解 任意 有 限 维 的 Euclid( 欧 几 里 得 , 约 前 330 一 前 275) 空 间 的 基本 知识 ,因为 多 变 
量 函 数 正 是 在 n 维 Euclid 空间 的 子 集 上 定义 的 . 

为 了 今后 的 方便 ,我 们 在 这 里 定义 两 个 集合 的 “ 积 集 ”. 设 A,B 是 两 个 集合 ,我 
们 定义 

AxXB={(a.b):a€ A,b € B}, 
并 称 之 为 4 与 B 的 积 集 .一 般 来 说 ,A XB 与 Bx A 是 不 相等 的 .我 们 将 4xA4 简 
记 为 A*. 例 如 
R*=RXR= {((x,y):x,y ER} 
就 是 平面 上 点 的 全 体 ;R? 中 的 子 集 [0,1 下 ,就 是 平面 坐标 中 以 
(0,0)， (1,0)，(1,1) 和 (0,1) 
四 点 为 顶点 的 正方 形 的 四 边 上 和 内 部 的 点 的 全 体 . 
集合 的 积 集 的 概念 ,可 以 用 很 显然 的 方式 推广 到 有 限 个 集合 组 成 的 积 集 上 去 . 
设 4 ,4:，…A4x 为 k 个 集合 ,那么 
A XxX Az Xx AL = {aia sa):a €E Ai(i = 1,2 ,大 ))， 
我 们 有 简写 的 记号 
A*=AxAx.…xA. 


大 个 
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8.1 nn 维 Euclid 空间 


我 们 定义 集合 
R” = {(x1is X20 XA): Xi ER,i = 1,2,..,n}. 
为 简单 起 见 ,n 数组 (x ,xz，…xn) 用 一 个 黑体 小 写字 母 x 来 表示 , 即 
X= (Xl, X20, Xn), 
称 x 为 R" 中 的 一 个 点 ,也 称 它 是 一 个 向 量 .在 什么 时 候 用 哪个 术语 得 由 行文 的 内 
容 决 定 . 实数 x; 称 为 x 的 第 i 个 分 量 ,每 一 个 分 量 都 是 零 的 向 量 记 为 0, 即 
0 = (0,0,.…,0), 
称 为 R" 的 零 向 量 . 
我 们 可 以 在 R" 中 定义 向 量 的 加 法 运算 . 设 
X= (XXXn)， Y= Cy ys Yn) 
定义 
X+y = (x+yyxz+yzwoxn 十 yn)， 
称 向 量 x+ 》 为 向 量 x 和 y 的 和 . 
再 定义 数 与 向 量 的 倍 运算 . 设 AER,xER" ,定义 
MAX 三 《AMXI，AX2 An )， 
称 向 量 Xx 是 向 量 x 的 4 信 . 
刚刚 定义 的 这 两 种 运算 , 称 为 R" 中 的 线性 运算 . 容易 证 明 , 向 量 的 加 法 运算 
满足 交换 律 和 结合 律 ,也 就 是 说 ,对 任何 x,y,zER", 有 
XxX+y= y+xXx, 
XxX+(y+2z)= (x+y)+z. 
不 难看 出 0+ x=x， 
我 们 规定 
— X= (— Xi, ~ Xa ~ Xn), 
称 它 为 向 量 x = (xi ,Xx2z，… ,Xn) 的 负 向 量 .由 此 可 知 
xX+(— x)= 0. 
音 运 算 对 向 量 的 加 法 运算 满足 分 配 律 ,也 就 是 说 ,对 任何 AER 与 任何 x,yE 
R", 有 
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AC(X+y) = AxX+ Ay. 
此 外 ,对 任何 *,xER, 还 有 
(A+ HX = Ax + Ax, 
AC(LxX) = (AL)X, 
l*x= XxX. 
带 有 以 上 定义 的 线性 运算 的 集合 R" , 称 为 n 维 向 量 空间 . 
现在 ,再 在 n 维 向 量 空间 R" 中 引进 “内 积 ”. 对 任何 x= (xi,xzs*** ,Xn),y = 
(yi1,y2 yn) :定义 
(‘x,y) = Dxiyi. 
这 是 一 个 实数 , 叫 作 向 量 x 与 》 的 内 积 . 
内 积 具有 以 下 明显 的 性 质 : 
(1) 《xx) 之 0, 其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 x=0; 
(2) (Xx,y)= Cy, Xx); 
(3) (x,y+z)=(x,y)+ (x,Z); 
(4) 对 任何 实数 和, 有 (AMx,y)=A(Cx,y)， 
性 质 (1) 与 (2) 分 别称 为 内 积 的 正定 性 和 对 称 性 ,它们 的 证 明 是 十 分 明显 的 .如 
果 设 x= (xiyxaxn)y=(myyn)z=(z zzu)， 那 么 


〈《X，y 十 Zz)= Dxily: + zi) 二 PD Cxiyi 十 XiZi) 
i=1 i=1 


= Oxiyi + Dxizi = (x,y) + (x,2). 

由 此 证 得 了 性 质 (3). 性 质 (4) 的 证 明 更 为 简单 ,不 再 蒙 述 . 

由 以 上 性 质 可 以 推 知 ,对 任何 *,XER 及 任何 x,y,zER", 有 

AX + HY,Z) = ACX,Z) 十 HZ)， 

这 条 性 质 以 及 性 质 (3) 与 (4) 都 称 为 内 积 的 线性 性 质 . 

定义 有 内 积 的 向 量 空间 R" , 称 为 n 维 Euciid 空间 ,简称 欧 氏 空间 .采用 这 个 
名 称 是 有 充分 的 理由 的 . 大 家 知道 ,在 Euclid 几何 中 ,可 以 计算 点 与 点 之 间 的 距 
离 .线段 的 长 度 、 向 量 之 间 的 夹 角 等 等 .我 们 即将 看 到 ,在 欧 氏 空间 R" 中 同样 可 以 
定义 这 些 几 何 量 . 

对 任何 向 量 xER" ,定义 

| xl = vix,x), 

称 上 x 为 x 的 长 度 未 尝 不 可 ,但 数学 上 常常 用 一 个 更 雅 的 名 词 , 叫 作 向 量 x 的 范 
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数 .可 以 证 明 , 向 量 的 范 数 具有 以 下 三 条 性 质 ， 
(1) | x| 郊 0, 其 中 等 号 当 且 仅 当 x=0 成立 ; 
(2) 对 任何 AER, ax =14|1] x|; 
(3) 上 x+y1l 和 lxl+lyl 三 角形 不 等 式 ) .等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
存在 之 0, 使 得 x = 4y. 
性 质 (1) 和 (2) 其 为 明显 ,我 们 只 证 明 性 质 (3). 在 n 维 空间 中 , Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 ( 见 7.3 节 ) 可 以 通过 内 积 表示 为 
(xX, C(x, XxX (yy), (1) 
它 等 价 于 
| xy | |x) yl. (2) 
利用 式 (2) , 便 可 得 出 
x+y|*= (x+y,x+y) 
= (Xx,X)+2(xX,y) + (yy) 
= |xll*+2Cx,y)+ | yl? 
xl:+2lxil yl + yl 
= (xl + | yl)?. 
因此 (3) 中 等 号 成 立 的 条 件 等 价 于 不 等 式 (2) 中 等 号 成 立 的 条 件 . 由 7.3 节 知 ,存在 
4 之 0, 使 得 x = Ay. 
如 果 x 与 y 都 不 是 零 向 量 ,那么 由 式 (2) ,可 得 
| ‘(x,y) | 
lxl lyl ~“ 
这 表明 ,可 以 找 出 唯一 的 9E[0,xj], 使 得 
四 (X，y》 
5 
这 个 9 就 可 以 定义 为 两 个 非 零 向 量 x 和 y 间 的 夹 角 . 显然 ,(x,y)=0 当 且 仅 当 
9=x/2, 这 时 我 们 称 向 量 x 与 y》 正 交 . 零 向 量 0 可 被 认为 同 任何 向 量 都 正 交 . 
范 数 等 于 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 下列 n 个 n 维 向 量 
el = (1,0,0,…,0)， 
es = (0,1,0,…,0)， 


(3) 


es = (0,0,.,0,1) 
都 是 单位 向 量 , 并 且 任 何 两 个 都 是 正 交 的 .这 可 以 表示 为 
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0，i 关 j， 
1, i= j， 
这 里 i,j=1,2,…,n. 这 nn 个 向 量 叫 作 单 位 坐标 向 量 .每 一 个 向 量 


X= (Xi X22 Xn) 


《eiyeji) = 6; = 


都 可 以 表示 为 


X = Dixie,. 

最 后 ,我 们 定义 两 点 x 与 y 间 的 距离 为 上 x 一 yy 中. 很 明显 ,两 点 间 的 距离 是 一 
个 非 负数 ,只 有 当 这 两 点 重合 的 时 候 距 离 才 等 于 零 .距离 有 对 称 性 :x 与 y 间 的 距 
离 等 于 y 与 x 间 的 距离 .由 于 

xXx— y= (xX—-z)+(z—y), 
所 以 
jx-yl|l 志 lx-zil+llz-yl. 

这 就 是 距离 的 三 角形 不 等 式 . 

从 以 上 的 讨论 可 见 , 称 带 有 内 积 的 向 量 空间 R"( 即 内 积 空间 R" ) 为 欧 氏 空间 
是 有 根据 的 .此 后 ,在 R" 中 用 几何 来 思考 就 如 同 在 平面 上 和 通常 的 三 维 空 间 中 用 
几何 来 思考 ,这 将 为 我 们 带 来 方便 . 

例如 ,如 果 eaeER",r0, 我 们 把 集合 

{xXER':|x-al<=r)} 
称 为 R" 中 以 a 为 球 心 、 以 r+ 为 半径 的 球 , 记 为 B,(a); 而 令 
Bl(a)= (xER’:|x-al <r), 

它 表示 B,(a) 再 加 上 球面 上 的 所 有 点 , 称 为 闭 球 . 

设 ECR" .如 果 存 在 r 汪 0, 使 得 

ECB.(0), 

那么 称 E 是 一 个 有 界 集 . 点 集 F 是 无 界 集 的 意思 是 ,对 任何 m EN* ,存在 xwE 
三 ,使 得 | xz 之 m. 

为 了 今后 的 需要 ,除了 向 量 的 范 数 之 外 ,还 需要 定义 矩阵 的 范 数 . 设 mxn 
矩阵 | 


dml woe mn 


定义 4 的 范 数 为 
“317， 
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141 = (2 
这 种 定义 4 的 范 数 的 方法 ,实际 上 就 是 把 矩阵 4 看 成 mn 维 向 量 ,用 这 个 向 量 的 
范 数 作为 矩阵 4 的 范 数 .因此 ,向 量 范 数 的 那些 基本 性 质 ,对 矩阵 范 数 都 能 成 立 . 
例如 , ‖ 4 | 实 0, 等 号 当 且 仅 当 A = 0 时 成 立 ;对 任何 实数 4, 有 

Ia41 =1a11Al; 
如 果 4 与 B 是 同型 的 矩阵 ,那么 A + B 有 意义 ,并 且 
IA+B|<IAN+NBI; 

最 后 , 若 4 是 m Xn 矩阵 ,B 是 nx 1 矩阵 ,那么 乘积 AB 有 意义 ,并 且 可 以 证 明 ， 


1ABI1AIIBI. (4) 
事实 上 , 设 A=(an),B=(bw), 那 么 AB 的 第 i 行 .第 j 列 上 的 数 是 
Danby. 
k=1 


由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 可知 


求 和 之 后 ,得 到 


从 
Ms 
Ww 
Ww 
Es 


i=1 k=1 j=1 k=1 
= 1Al*lBl?, 
开平 方 之 后 ,得 出 WABIAI1B1. 


练习 题 8.1 


nN 


. 设 x=(1,1,…,1)ER". 求 证 ;x 与 各 单位 坐标 向 量 e, ,es,，…,e。 的 夹 角 相等 . 
2. 设 x,y 是 欧 氏 空间 中 的 向 量 ,9 是 这 两 个 向 量 问 的 夹 角 . 试 证 明 余 弦 定 理 成 立 ， 
xo-yl*?= xll?+ lyl*—-2lxl yleoso. 
3. 设 x,y 是 欧 氏 空间 中 两 个 相互 正 交 的 向 量 . 试 证 明 勾 股 定理 成 立 : 
x+yll*= |xl*+ yl>. 
4. 设 x,y 为 欧 氏 空间 中 的 任意 两 个 向 量 .证 明 平 行 四 边 形 定理 : 
x+tyl?+ lx-yl*= 2 xl?+ yl)， 
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5. 设 a,b 是 欧 氏 空 间 中 两 个 不 同 的 点 , 记 2r= 上 a-b | 二 0. 求 证 : 
BCa) 门 BCb) = 他. 
6. 设 训 一 (xlyxy… ;Xn) .证明 ;对 任意 的 xER", 有 


nt 


让 2 Isl< Ixl<D lxl. 


i=1 i=1 
7. 证 明 :; 对 任意 的 基 一 (Xi ,X29 Xn) ER’ ,有 


max | xi | |xl nmax|xi|. 


8.2 _R" 中 点 列 的 极限 


设 xi1 ER"(i=1,2,…), 称 {xi}) 是 R" 中 的 一 个 点 列 . 

定义 8.2.1 设 {x;} 是 R" 中 的 一 个 点 列 ,a ER" .如果 对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 
在 NEN”, 当 i>N 时 ,有 

| x:-all <=e, 
我 们 就 称 点 a 是 点 列 {x;} 的 极限 , 记 作 
lim x =Q 或 xi: 一 a(i—> %). 
这 时 也 称 点 列 (xi} 收 全 于 点 a. 

点 列 {xi;}) 收 敛 于 a ,也 可 以 等 价 地 表述 为 :对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 在 正 整数 
N, 当 ;>N 时 ,有 xiEB:(Ca). 更 加 通俗 的 几何 说 法 是 :不 管 以 点 a 为 中 心 的 球 多 
么 小 ,一 定 能 找到 点 列 的 一 项 ,使 得 在 这 一 项 以 后 的 各 项 都 落 在 这 个 球 内 . 

与 收敛 数列 一 样 ,容易 证 明 下 列 两 条 性 质 : 

《1) 如 果 点 列 {xi} 收 敛 , 那 么 它 的 极限 必 是 唯一 的 ; 

(2) 收敛 点 列 必定 是 有 界 的 . 

定理 8.2.1 设 lim Xj 三 a , lim yi = 上, 那么: 

(1) lim(x:; +y;)=a+t+b; 

(2) 对 任何 XAER, 有 

limC Axi) = Aa. 
证 明 是 显然 的 ,请 读者 自行 完成 . 
定义 8.2.2 设 {xi} 是 R" 中 的 一 个 点 列 .如 果 对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 在 NE 
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N* , 当 K,[ > 和 时 ,有 | xx <s, 我 们 就 称 {(xi)} 是 一 个 基本 (点 ) 列 . 
对 实数 的 情形 ,基本 列 与 收敛 数列 是 同一 回 事 , 我 们 自然 要 问 :在 R" 中 是 否 
成 立 着 同样 的 命题 呢 ? 答案 是 肯定 的 ,在 做 过 一 些 准 备 工 作 之 后 ,我 们 来 证 明 这 一 
论断 . 
设 {x;} 是 R" 中 的 一 个 点 列 ,并 设 
;1 = (XI XE Xr) (i = 1,2,..). 
如 果 对 k= 1,2,… ,有 
lim Xk = ax, 
那么 称 点 列 {x;}) 按 分 量 收 敛 于 a = (ai,a2,…,a,). 
点 列 收敛 与 按 分 量 收敛 有 什么 关系 呢 ? 这 可 从 下 面 的 定理 中 找 出 答案 . 
定理 8.2.2 lim x; = a 等 价 于 点 列 {xi} 按 分 量 收敛 于 a. 
证 明 我 们 有 显然 的 不 等 式 
| x | xill | x 1+| x [+ +| Xe | 
(k=1,2,…,n), 而 i EN" ,由 此 可 知 , 当 lim xi=0 时 ， lim Xi =0(C(K=1,2,…， 
nn) , 即 {x;} 按 分 量 收敛 于 0. 反之 ,车 x; 按 分 量 收 剑 于 0， 则 得 
lim(| X |+| x |+ :+| x |) = 0. 


由 此 立即 得 出 lim 上 x; | =0, 即 lim xi=0. 


对 一 般 的 情形 ( 即 a 不 是 0 的 情形 ) ,考虑 点 列 {x; - a) ,将 上 述 特殊 情形 所 证 
得 的 结果 用 到 这 个 点 列 上 , 便 得 出 点 列 {x;} 收 敛 于 a 等 价 于 {xi}) 按 分 量 收敛 于 a 
的 论断 . 0 


例 1 在 R 中 ,考察 点 列 


由 于 
外 (0) =e 如 Fi 如 (1- 了 ) = 
所 以 lim xi=(e,l,e 1). 0 
定理 8.2.3 {xi) 为 收敛 点 列 的 充分 必要 条 件 是 {x} 是 基本 点 列 . 
证 明 必要 性 设 扣 (x 收敛 于 a, 则 对 任意 给 定 的 *>0, 存 在 NEN" ,使 
得 当 i>N 时 ,有 |x; 一 a < 之 e/2. 因 此 当 k,1>N 时 ,有 


lx al < 到 六 la-xil 到 访 . 
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于 是 ,由 距离 的 三 角形 不 等 式 , 有 
上 xix-xi| 志 上 xi-aj+la-xl 二 方 + 方 = e. 


这 说 明 {xi} 是 基本 点 列 . 
充分 性 .现在 设 {x;} 是 基本 点 列 .由 不 等 式 
| xx 一 xD 和 xx (= 1,2,.%,n), 
可 知 数列 {x 和 后 C= 1,2……7) 是 基本 列 , 所 以 它们 是 收敛 数列 . 令 
lim x}” = = a; (j= 1,2,,n), 
可 见 点 列 人 x; } 按 分 量 收敛 于 a = Cai ,az an). 由 定理 8.2.2 知 ,{xi)} 当 ;> oo 
时 收敛 于 a. 0 
由 这 个 定理 的 证 明 看 出 ,根据 定理 8.2.2, 一 些 有 关 点 列 的 收敛 问题 可 以 转化 
成 数列 的 相应 问题 来 解决 .下 面 是 另 一 个 例子 . 
定理 8.2.4(Bolzano-Weierstrass) ”从 任 一 有 界 的 点 列 中 可 以 选 出 收 化 的 子 
点 列 . 
证 明 我 们 就 R? 中 的 有 界 点 列 来 证 明 ,R" 中 的 情形 是 一 样 的 . 设 {xi}) 是 RR 
中 的 一 个 有 界 点 列 , 记 x; = 《xf ,XxX 名 ,X49)(i=1,2,…). 由 于 
[x? xl <M CE=1,2…)， 
故 {x } 是 一 个 有 界 数列 .根据 数列 中 的 Bolzano-Weierstrass 定理 ,存在 {i I 
列 全 )C( 让, 使 得 jim xi = 01. 因 为 {x222)} 也 是 一 个 有 界 数列 ,所 以 存在 { 方 } 
{ 厂 ,使 得 lim xYn 2 a 因为 {x8? 地 是 有 界 红 列 , 放 存 在 (J (j) 使 得 
lim ka 现在 {k/}C{ji)C{ii}C{fi), 记 
Xk ,= (xf 和， 多 ， XS ) ， 
由 于 lim xi ) = Qi ci=1, 2,3), 所 以 
lim Xk, = a. 0 
并 不 是 所 有 有 关 数 列 收敛 的 定理 都 可 以 推广 到 点 列 上 . 例如 ,我 们 有 这 样 的 定 
理 :“ 有 和 界 的 单调 数列 必 有 极限 ”, 在 点 列 的 情形 下 就 无 法 作出 与 之 相应 的 定理 .这 
是 因为 在 点 列 的 情形 下 ,无 法 定义 一 种 有 用 的 “ 序 ”, 从 而 也 就 不 便 用 来 定义 点 列 的 
单调 性 . 


a = (al dy，43). 


练习 题 8.2 


1. 在 R 中 ,定义 点 列 
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x = (i) Ca = 20). 
求证 :lim x, = (0,1). 
2. 证 明定 理 8.2.1. 
3. 证 明 : 欧 氏 空间 中 的 收敛 点 列 必 是 有 界 的 . 
4. 证 明 : 欧 氏 空间 中 的 基本 列 必 是 有 界 的 . 


5. 设 {x) 是 n 维 欧 氏 空 间 中 的 点 列 , 并 且 级 数 5) 1 xxi 一 x 上 是 收 钱 .求证 : {x ) 收 全 . 


8.3 及 "中 的 开 集 和 闭 集 


在 讨论 连续 函数 的 时 候 , 我 们 已 经 知道 ,任何 在 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 ,在 
这 个 区 间 上 必 有 最 小 值 和 最 大 值 , 并 且 在 这 区 间 上 是 一 致 连续 的 .但 是 ,在 开 区 间 
上 ,连续 函数 就 不 一 定 具 备 这 些 性 质 . 这 就 表明 ,有 界 的 开 区 间 和 有 界 的 闭 区 间 , 虽 
然 只 有 “两 点 之 差 ”, 但 对 连续 函数 产生 的 后 果 却 大 不 一 样 . 

我 们 即将 看 到 ,对 多 变量 的 连续 函数 来 说 ,在 所 谓 的 "有 界 闭 集 * 上 也 有 这 些 性 
质 .为 了 定义 R" 中 的 闭 集 , 我 们 从 R" 中 的 开 集 谈 起 . 

定义 8.3.1 设 ECR". 如 果 点 eaE 巨 ,并 且 存在 r 盖 0, 使 得 B,(Ca)CE ,那么 
称 a 为 E 的 一 个 内 点 .点 集 E 的 全 体内 点 所 构成 的 集合 记 作 EE , 称 之 为 E 的 内 
部 . 如果 E =E, 那 么 称 E 为 R" 中 的 开 集 . 

当 EF 为 空 集 时 ,E' 也 是 空 集 , 满 足 E = E, 所 以 空 集 是 开 集 . 当然 ,R" 本 身 也 
是 开 集 . 

由 定义 可 知 ECE. 

让 我 们 看 几 个 例子 . 

例 1 R: 中 的 上 半 平 面 {(x,y):y>0} 是 R: 中 的 开 集 . 

证 明 从 上 半 和 平面 中 任 取 一 点 a= (x,y), 其 中 y 盖 0, 作 ”* 球 ”( 这 时 实际 上 是 
一 个 圆 )B,(Ca) , 任 取 一 点 (xy )E B,(a), 有 

(x — XY+(y - yy, 
化 简 后 得 出 
2yy’ >(x -x)Y+(y) 守 0. 
由 y 之 0, 导 出 y 汪 >0, 这 表明 (x',y ) 仍 是 上 半 平 面 中 的 点 ,从 而 a 是 上 半 平 面 的 一 
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个 内 点 ,所 以 上 半 平 面 是 一 个 开 集 . 0 
例 2 将 R" 挖 去 任 一 个 点 之 后 所 成 的 集 是 R" 中 的 开 集 . 
证 明 设 aER" ,考察 集合 E=R"\{a). 任 取 一 点 xEE, 令 r= axl> 
0, 作 球 B,Cx). 任 取 一 点 yE B,(x), 由 
lx=-yl<r= lx-al, 
可 见 y 关 a ,这 表明 yE 巨 ,从 而 得 出 B,(x)CE, 所 以 E 是 开 集 . 品 
例 3 设 r>0, 球 B,(a) 是 开 集 . 
证 明 任 取 cEB(a). 令 d=r- ar=-cll>0, 作 球 Bu(c), 我 们 来 证 
BCc)CB,(a). 事 实 上 , 任 取 xEBs(c), 则 |x-cl<d. 由 三 角形 不 等 式 , 知 


lx=-al 和 lx-cl+llc-al<d+lc-al=r， 
因而 xEB,(a). 这 就 证 明了 Bs(c)CB,(a), 所 以 c 是 B,(a) 的 内 点 .由 于 c 是 任 
取 的 ,B,(a) 全 由 内 点 组 成 ,因此 球 B,(a) 是 开 集 . 口 


特别 地 , 数 轴 上 任何 开 区 间 都 是 R 中 的 开 集 . 

定理 8.3.1 对 任何 集 E,E 的 内 部 E 是 开 集 . 

证 明 ”如果 E = 名 ,那么 命题 成 立 . 

设 E 关 名. 任 取 cEE' , 即 c 是 E 的 一 个 内 点 , 故 存在 7 之 0, 使 得 B,(c)CE. 
由 例 3 可 知 , 球 B,(c) 中 的 每 一 点 都 是 B,(c) 的 内 点 ,因此 也 是 的 内 点 ,这 就 是 
说 B,(c)CE' ,所 以 c 是 E 的 内 点 .由 于 c 是 E 中 的 任 一 点 ,所 以 E 全 由 内 点 组 
成 , 即 E 是 开 集 . 0 

定理 8.3.1 的 结果 可 以 写成 (下 ) =E. 

关于 开 集 ,我 们 有 如 下 的 重要 定理 : 

定理 8.3.2 在 空间 R" 中 : 

(1) R" ,好 是 开 集 ; 

(2) 设 {E,} 是 R" 的 一 个 开 子 集 族 ,其 中 指标 a 来 自 一 个 指标 集 1 ,那么 并 和 集 
了 ,5E。 也 是 开 集 (任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 ); 


(3) 设 Ei ,Es,…,En 是 有 限 个 开 集 ,那么 交集 几 E; 也 是 开 集 ( 有 限 个 开 集 之 
交 是 开 集 ). 
证 明 《1) 是 明显 的 ,只 证 (2) 与 (3). 
任 取 a€ U E., 则 存在 BE 7, 使 得 a€ Ep. 由 于 Es 是 开 集 ,所 以 a 是 Es 的 一 
个 内 点 ,因此 存在 一 个 球 B,(a)C Ea, 自然 有 
B,(a) CYE.: 
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这 表明 a 是 日 E。 的 内 点 ,所 以 YE。 是 开 集 . 


又 任 取 a€ 册 Ei, 即 a€ Ei(i=1,2,…,m), 则 存在 7; 之 0, 使 得 
BCa) CE, (i=1,2,.%,m). 
令 上 =min(Cryrz，…rn), 易 见 
B(a)CE, (i=1,2,,m), 
即 


B,(a) cA E,. 


这 表明 a 是 儿 E; 的 内 点 ,从 而 内 E; 是 开 集 . 0 
值得 指出 的 是 ,定理 8.3.2(3) 中 , 开 集 的 个 数 必须 是 有 限 的 ,这 个 条 件 十 分 重 
要 .考察 球 Byi(a)(i=1,2,…), 这 里 a€R" ,它们 都 是 开 集 ,但 是 
NM Bui(a) = {a). 
这 不 是 开 集 . 
设 ECR", 记 E°=R"\E, 称 E' 为 点 集 E 的 补 集 或 余 集 . 
定义 8.3.2 设 FCR" .如果 FF 是 开 集 , 则 称 FF 是 闭 集 . 
为 了 建立 一 个 关于 闭 集 的 .与 定理 8.3.2 对 偶 的 命题 ,我们 指出 关于 集合 的 两 
个 等 式 : 设 E.CR" ,其 中 a 来 自 一 个 指标 集 , 则 有 
(NE =UE:, (UE.) =NE:. 
这 称 为 De Morgan( 德 摩根 ， 1806 一 1871) 对 偶 原理 ， 其 证 明 是 直截了当 的 ， 建议 读 
者 自己 完成 . 
定理 8.3.3 在 空间 R" 中 : 
(1) 名 ,R" 是 闭 集 ; 
(2) 设 {F.) 是 R" 中 的 一 个 闭 子 集 族 ,其 中 指标 a 来 自 一 个 指标 集 疡 那么 交 
集 F., 是 团 集 ( 任 意 多 个 团 集 的 交 是 闭 集 ); 


(3) 设 己 ,Fa 下。 是 有 限 个 闭 集 ,那么 并 集 口 F 也 是 闭 集 ( 有 限 个 闭 集 的 
并 是 闭 集 ). 
证 明 我们 只 证 明 (2) ,其 他 由 读者 自己 完成 . 
由 于 F。 是 闭 集 , 故 Fi 是 开 集 . 由 De Morgan 对 偶 原 理 , 有 
(MNF) =UF:. 
上 式 的 右边 是 若干 个 开 集 之 并 . 根据 定理 8 3.2(2)， 可 知 它 是 开 集 ,因此 UF。 是 
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闭 集 . 0 

让 我 们 看 看 闭 集 的 例子 . 

例 4 由 例 1 可知 ,在 R: 中 由 横 轴 上 的 点 和 下 半 平 面 中 的 点 所 组 成 的 集合 是 
闭 集 . 

例 5 由 例 2 及 定理 8.3.2(3) 可 知 , 除 去 R" 中 的 有 限 多 个 点 所 成 的 集 是 开 
集 , 因 此 R" 中 有 限 个 点 所 成 的 集 是 闭 集 . 

例 6 在 R" 中 , 开 球 的 补 集 是 闭 集 . 

为 了 得 到 一 个 不 依赖 开 集 而 直接 判别 一 个 集 是 不 是 闭 集 的 方法 ,我 们 需要 引 
人 凝聚 点 这 一 概念 .把 B,Ca)\ {a} 叫 作 以 a 为 球 心 .以 上 0 为 半径 的 空心 球 , 记 
为 B,Ca), 即 

B.(a) = {xER':0<|x-all < r}. 

定义 8.3.3 设 ECR". 若 waER" 有 这 样 的 性 质 :对 任何 > 盖 0, 在 空心 球 
B,(a) 中 总 有 中 的 点 ,那么 称 点 a 为 E 的 凝聚 点 或 极限 点 . 

请 注意 ,E 的 凝聚 点 可 以 属于 E, 也 可 以 不 属于 E. 例 如 ,在 数 轴 上 考虑 开 区 间 
(0,1) ,这 时 [50,1j 中 的 点 都 是 它 的 凝聚 点 .但 0 与 1 不 在 (0,1) 中 .车 EE 中 的 点 不 是 
FE 的 凝聚 点 , 则 称 它 为 的 孤立 点 . 

定义 8.3.4 ”点 集 ECR" 的 凝聚 点 的 全 体 称 为 E 的 导 集 , 记 作 E'. 记 E= 
EUE'’, 称 E 为 E 的 闭 包 . 

定理 8.3.4 E 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 E'CE, 即 E=E. 

证 明 必要 性 . 任 取 aE€EE’ ,去 证 aE€E, 用 反 证 法 .如 果 a EE, 那么 a€ FE:. 
因为 EE 是 闭 集 ,所 以 E: 是 开 集 .于 是 存在 球 B,(a), 使 得 B,(a)CE', 所 以 B,(a) 
中 没有 EE 中 的 点 ,因此 a 不 是 E 的 凝聚 点 .这 与 a€E' 矛 盾 . 

充分 性 . 设 ECE. 任 取 a€E, 这 时 a 必 不 是 E 的 凝聚 点 ,因此 必 有 r 盖 0, 使 
得 B,(a) 中 不 含 天 中 的 点 ,所 以 B, (a)CE'. 这 表明 E: 是 一 个 开 集 , 从 而 EE 是 
闭 集 . 口 

推论 8.3.1 E 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 ,E 中 的 任何 收敛 点 列 的 极限 必 在 
E 中 . 

证 明 ”必要 性 . 设 E 中 的 收 但 点 列 {x;} 有 极限 a. 如 果 点 列 中 只 有 有 限 多 个 
点 ,显然 当 i 充分 大 时 ,有 a= xi:EE; 如 果 {xi} 中 有 无 限 多 个 点 ,那么 a€ ECE 
(定理 8.3.4). 

充分 性 . 任 取 a€EE’ ,从 EE 中 可 以 选 出 点 列 {x;} ,使 得 x; 一 a EE, 所 以 E'C 
E. 依 定理 8.3.4, 是 闭 集 . 0 
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必须 注意 ,这 里 开 和 闭 不 是 对 立 的 概念 . 事实 上 ,存在 着 既 不 是 开 集 又 不 是 闭 
集 的 集合 .例如 ,空心 的 闭 圆 盘 { C(x,y) :0 二 x? + 史 委 1) 就 是 这 样 的 集合 .也 存在 着 
既是 开 集 又 是 闭 集 的 集合 .例如 ,R" 和 空 集 就 是 这 样 的 集合 .不 过 可 以 证 明 ,R” 中 
除去 这 两 个 集 外 就 不 再 有 既 开 又 闭 的 集合 了 ( 见 练习 题 8.5). 

定理 8.3.5 EE 的 导 集 E' 与 闭 包 E 都 是 闭 集 . 

证 明 任 取 a€E(E ,也 就 是 说 a 不 是 E 的 凝聚 点 , 则 存在 一 个 球 B,(a), 其 
中 至 多 只 有 E 中 的 一 个 点 ,因此 B,(a) 中 的 任 一 点 都 不 是 E 的 凝聚 点 , 即 B, (a) 
CCE' .这 说 明 CE')' 是 一 个 开 集 ,从 而 E' 是 闭 集 . 

再 证 E 是 闭 集 . 先 设 E = 2, 这 时 EE=E, 我 们 证 明 E 是 闭 集 .为 此 , 任 取 ee 
E°, 则 a 攻 E. 因 a 儿 E', 故 存在 r 之 0, 使 得 B,(a) 中 没有 E 中 的 点 , 即 B,(a)CC 
FE: ,因而 E' 是 开 集 , 即 E 是 闭 集 . 现 设 EF' 关 多, 这 时 设 正中 的 收敛 点 列 {(x;} 有 极 
限 a ,不 妨 设 {x;} 中 有 无 穷 多 个 不 同 的 点 .如果 其 中 有 一 子 列 中 的 点 全 属于 EE, 那 
么 aE ECE; 如 果 其 中 有 一 子 列 中 的 点 全 属于 E', 由 于 已 证 得 已 是 闭 集 ,所 以 a 
EE’'CE. 根 据 推 论 8.3.1, 知 E 是 闭 集 . 0 

定理 8.3.6 E' 是 含 于 E 内 的 最 大 开 集 ,E 是 包含 E 的 最 小 闭 集 . 

证 明 设 开 集 BCE. 任 取 bE€ B, 则 有 一 个 球 B,(b)CBCE, 这 表明 b 是 E 
的 一 个 内 点 ,因此 bE€E', 所 以 BCE.. 

再 设 闭 集 F 必 E. 任 取 a EE ,因此 从 巨 中 可 以 找 出 点 列 {xz 收敛 于 a ,点 列 
{xi} 也 可 以 看 成 是 下 中 的 点 列 .由 于 F 是 闭 集 ,根据 推论 8.3.1, 可 知 aE 亚 , 故 
FOE’. 又 FOE, 可 见 FOE'UE=E. 0 

定义 8.3.5 设 点 集 ECR"”,(E°) 中 的 点 称 为 E 的 外 点 ,E 的 外 点 的 全 体 称 
为 E 的 外 部 ; 既 不 是 E 的 内 点 也 不 是 E 的 外 点 的 点 称 为 E 的 边界 点 ,E 的 边界 点 
的 全 体 称 为 E 的 边界 , 记 为 9E. 

很 明显 , 若 e 是 E 的 外 点 , 则 必 存 在 一 个 球 B, (a) ,使 得 其 中 完全 不 含 E 中 的 
点 ;点 b 了 是 E 的 边界 点 , 当 且 仅 当 在 任何 球 B, (25) 中 既 有 无 中 的 点 ,也 有 无 * 中 
的 点 . 

例 7 如 果 E=R", 那 么 E*=E,(E:) =a3E=. 

例 8 设 E= {a} 是 独 点 集 .这 时 ,E =B,(E) =E°,9E=E. 

例 9 设 E 是 R? 中 一 条 直线 上 的 点 的 全 体 , 则 E*=B,(E:) "=E',9E=E. 

例 10 令 瑟 =8B,(a)(Cr>0) 是 R* 中 的 球 .这 时 ,无 "= 无， 

(E) = {xER’":.|x-al>r), 
。 326 。 


; 第 8 章 多 变量 函数 的 连续 性 


aE = {x ER’":.l|x-al =7}. 
总 之 ,对 一 切 集 ECR" ,E',(E') 与 9E 互 不 相交 ,并 且 
E UU(E) UoE= R’". 
对 实数 集 的 情形 ,我们 有 “ 闭 区 间 套 定理 ”( 定 理 1.5.2), 在 R" 中 ,与 之 相应 的 
是 闭 集 套 定理 . 为 了 叙述 这 一 定理 ,还 需要 引进 点 集 刁 的 直径 的 概念 . 设 非 空 的 E 
CR", 记 
diam (E) = sup{ | x—-yl|:x,y € E}, 
称 这 个 数 为 集合 的 直径 .显然 ,diam (E) 为 有 限 数 , 当 且 仅 当 EE 是 有 界 的 . 
定理 8.3.7( 闭 集 套 定 理 ) 设 {Fi)(Fj; 关 名 ,i=1,2,3,…) 是 一 闭 集 列 ,并 且 
所 必 忆 坟 DD 忆 D…. 若 
lim diam CF:) = 0， 
那么 由 F; 只 含 唯一 的 一 个 点 . 
证 明 因为 F; 不 是 空 集 ,所 以 对 每 一 个 i EN' ,可 取出 一 点 xi E Fi. 由 于 
{Fi } 形 成 一 个 “ 套 ”, 所 以 
{XisXitr Xi CF (i€EN’). 
由 此 可 知 , 当 k,1>i 时， 
lx -x diam(F)>0 (i—> %). 
这 表明 {x;} 是 一 个 基本 点 列 , 故 它 必 收 敛 于 一 点 a. 但 {F;}(iEN"' ) 都 是 闭 集 ,是 


当 k 之 i 时 ,x4€ Fi, 所 以 a€ Fi 对 一 切 1EN' 成 立 , 因 此 a€ 作 F. 
如 果 又 有 bE 人间 Fi, 则 a,bE Fi(i=1,2,…), 从 而 a-bl| 过 diam (Fi). 令 


i 一 %, 得 到 上 ab =0, 即 a=b, 所 以 人 NF; 是 独 点 集 . 0 


练习 题 8.3 


[uy 


. 对 下 列 各 题 中 指定 的 集合 4 , 求 出 A',A 和 34: 
(1) 在 RR 中 ,A = 1 二 村 
(2) 在 R* 中 ,A={(x,y):0<y<x+1}); 
(3) 4 是 R" 中 的 有 限 点 集 . 
2. 设 A={(x,y):x,y 均 为 有 理 数 }. 求 4 ,(4*) 和 94. 


3. 证 明 :pEA 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ,对 一 切 r 汪 0, 有 B,(p) 门 A 关 名 . 
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4. 证 明 De Morgan 对 偶 原 理 . 

5. 证 明 :;94 = ANMm(A'Y:. 

6. 证 明 :4" =(45)*. 

7. 证 明 :(1) (4nB) =4nB 532) AUB=AUB. 

8. (1) 作出 闭 集 列 {P,} ,使 得 U Fi = BC0); 

(2) 作出 开 集 列 { G,) ,使 得 间 G;= B10). 

9. 设 7 为 一 指标 集 . 证 明 : 

(1) NA.CNA,; (2) (YA. IUYA:. 
举例 说 明 : 真 包含 关系 是 可 以 出 现 的 . 

10. 设 ECR". 求 证 :90E 是 闭 集 . 

11. 设 G1,GsCR" 是 两 个 不 相交 的 开 集 .证 明 ;Gi[ G2= G1 门 G,= 2. 

12. 设 P;R: 一 R, 具 体 地 说 ,对 (x ,y)ER:,P(x,y) =x,P 叫 作 投 影 算 子 . 设 E 为 R: 中 的 
开 集 ,求证 :P(E) 是 RR 中 的 开 集 . 举 出 例子 : A 是 R' 中 的 闭 集 ,但 P(A4) 不 是 R 中 的 
闭 集 . 

13. E 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 E 沪 9E. 


问题 8.3 


1. 对 任意 的 ECR" ,证 明 ;93EC9E. 

2. 设 G 为 R 中 非 空 的 有 界 开 集 .求证 :G 必 可 表示 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 

3. 设 严 是 尺 中 非 空 的 有 界 闭 集 .证 明 : 如 果 它 不 是 一 个 闭 区间 , 那 么 它 一 定 是 由 一 个 闭 区 间 
除去 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 构 成 的 . 


8.4 列 暴 集 和 紧 致 集 


在 实数 轴 上 ,我 们 还 有 所 谓 “ 有 限 覆 盖 定 理 ”( 定 理 1.9.1), 这 个 定理 在 R” 中 
也 有 相应 的 推广 . 
定义 8.4.1 设 ECR”. 如 果 E 中 的 任 一 点 列 都 有 一 子 列 收敛 于 E 中 的 一 
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点 , 则 称 E 是 R* 中 的 一 个 列 紧 集 . 

下 面 的 定理 道 出 了 R" 中 的 列 紧 集 实际 上 是 有 界 闭 集 . 

定理 8.4.1 R" 中 的 集合 E 为 列 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 E 为 有 界 闭 集 . 

证 明 ”必要 性 .如 果 E 无 界 ,那么 必 可 以 找 出 一 个 点 列 {xi}CE, 满 足 上 x; | 
之 i(i=1,2,3,…). 显 然 点 列 (xi}) 没 有 收敛 的 子 列 ,因此 不 可 能 是 列 紧 集 .者 瑟 
不 是 闭 集 ,由 推论 8.3.1, 必 有 收敛 点 列 {x;}CE, 使 得 x; 一 a (i>%), 但 a€E, 
因此 {xi 的 一 切 子 列 都 收敛 于 a EE, 从 而 E 不 是 列 紧 集 .矛盾 . 

充分 性 . 设 EE 是 有 界 闭 集 . 任 取 一 点 列 {x;}CE, 则 它 是 有 界 的 . 依 Bolzano- 
Weierstrass 定理 (定理 8.2.4), 从 {x;} 中 可 选 出 收 伍 子 列 {xx, } ,使 得 xu 一 a (i 一 
co ). 因 为 E 是 闭 集 且 (xk )CE, 故 aE€ EE, 这 表明 EE 是 一 个 列 紧 集 . 0 

定义 8.4.2 设 ECR" ,f={G,。} 是 R" 中 的 一 个 开 集 族 . 如果 

ECUG.,, 

则 称 开 集 族 4 覆盖 也 ,或 者 称 4 是 E 的 一 个 开 覆 盖 . 

显然 ,f= (G。)} 履 盖 了 五 的 意思 是 ,对 任何 a€E, 一 定 有 一 个 开 集 G。€ 8, 使 
得 a€ 6G.,. 

定理 1.9.1 告诉 我 们 ,在 R 中 ,对 有 限 闭 区 间 成 立 着 有 限 窗 盖 定理 ,那么 对 R” 
中 怎样 的 集合 才 成 立 有 限 覆 盖 定 理 呢 ? 为 此 先 引 入 : 

定义 8.4.3 设 ECR". 若 能 从 E 的 任 一 个 开 覆 盖 中 选 出 有 限 个 开 集 ,它们 仍 
能 组 成 E 的 开 和 覆盖, 那么 称 为 一 个 紧 致 集 . 

下 面 的 定理 刻画 出 了 R" 中 紧 致 集 的 特征 . 

定理 8.4.2 ECR" 为 紧 致 集 的 一 个 充分 必要 条 件 是 E 为 有 界 闭 集 . 

证 明 ”必要 性 . 设 EE 为 紧 致 集 .考虑 以 原点 0 = (0,0,…,0) 为 球 心 . 以 mEN* 
为 半径 的 球 B,,(0). 因 为 

ECR" = U, Bn(0), 
所 以 f= {Bm(0):mEN*} 是 EE 的 一 个 开 和 覆盖 .从 了 中 可 以 选 出 有 限 个 元 素 , 记 为 
Bi, (0), Bi, (0),**, Bi (0)， 
它们 仍 组 成 的 一 个 开 和 覆盖 . 令 
3 = maxC(k!i,k,,.…,k,), 

显然 ECB,(0), 因 此 EE 是 有 界 的 . 

再 证 E 是 闭 集 .这 只 需 证 明 E* 是 开 集 . 设 PE E'. 对 每 一 个 点 9€E, 必 定 存 
在 充分 小 的 球 B,(9q) ,使 得 B,(P) 门 BCa)= 好 ,这 里 半径 >>>0 与 点 9 有关. 所 有 
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这 种 球 B, (9q) 的 全 体 显然 是 EE 的 一 个 开 禾 盖 .由 于 是 紧 致 集 , 故 存在 有 限 个 球 
B, (q1),B,,(q2),*,B,, (qn), 
它们 组 成 E 的 一 个 开 履 盖 . 易 知 
B, (Cg NB (p= (i=1,2,.,m). 


今 
U = 人 B, (p). 
事实 上 , 是 以 点 为 球 心 的 同心 球 中 半径 最 小 的 那 一 个 .由 此 可 见 U 与 
U B, (qi) 


不 相交 ,所 以 EmU= 他 .由 此 得 pE UCE:. 这 说 明 p 是 EE 的 内 点 .由 于 p 是 E: 
中 任意 的 点 ,所 以 E: 是 一 开 集 ,从 而 E 是 闭 集 . 

充分 性 .为 便于 读者 了 解 , 我 们 就 n = 
2 的 情形 来 证 明 充分 性 . 设 E 是 R* 中 的 有 
界 闭 集 , 我 们 证 明 E 必 是 R? 中 的 紧 致 集 . 
用 反 证 法 . 如果 E 不 是 紧 致 集 , 则 必 存 在 
R: 中 的 开 集 族 {G,), 它 是 E 的 一 个 开车 
盖 , 但 {G。) 的 任意 有 限 子 族 不 能 覆盖 E， 
由 此 可 导出 子 盾 . 因为 E 是 有 界 集 , 故 存 
在 R 中 的 闭 和 矩形 1=[a,bjxLc,dj, 使 
得 ECI. 把 7 分 成 相等 的 四 个 小 闭 和 矩形 
Ki,K2,Ks,Ks( 图 8.1), 那 么 
7 = 天 U KU Ka UK (1) 


且 


diam (K;) = 壮 diam (1) (i = 1,2,3,4). (2) 


由 于 不 能 被 {G。} 的 任意 有 限 子 族 覆盖 ,所 以 在 式 (1) 中 存在 某 个 Ki ,不 妨 记 其 
为 Fi ,使 得 

Hi=FNE 
不 能 被 1G。)} 的 任意 有 限 子 族 覆 盖 , 并 且 由 式 (2) , 知 


diam (Hi) = diam (Fi | E) < 二 diam(FP) = 刻 diam (D. 


再 把 Fi 按 式 (1) 分 解 成 四 个 闭 矩 形 的 并 ,其 中 至 少 有 某 个 闭 矩 形 F; ,使 得 
H;, 二 Fs, a E 
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不 能 被 (G.。) 的 任意 有 限 子 族 所 覆盖 ,而且 


diam (CH;) = diam (F; NN E) < diam (Fs) = 了 diam (Fi) = 去 diam (71). 


这 个 过 程 一 直 可 以 无 限 地 进行 下 去 ,从 而 得 到 一 列 闭 集 Hi = Fi 由 E(k=1， 
2.…) ,它们 满足 下 列 条 件 : 

(a) HOH;: ODO; 

(b) diam CH DS diam (1T)—0(k—%); 


(c) 每 个 H 都 不 能 被 {1G,) 的 任意 有 限 子 族 覆 盖 . 

从 (a) 和 (b) 知 道 ,{ Hi} 满 足 闭 集 套 定理 (定理 8.3.7) 的 条 件 ,因而 存在 唯一 的 
5€ 间 Hi .因为 EE, 而 {G。) 是 EE 的 一 个 开 烤 盖 , 故 必 在 某 个 开 集 G。€ {G。}， 
使 得 5E G。. 从 而 存在 ~>0, 使 得 

B,(E) CG,. 
从 (b) 知 道 , 可 取 充 分 大 的 K ,使 得 
diam (万 ) < 上， 
于 是 对 任意 的 xXEH, 因 Ex ;所 以 
lx- <diam (Hi)<r. 

这 说 明 xE€ B,(€)CG,, 即 所:CG。, 这 和 (c) 了 矛盾 . 0 

从 定理 8.4.1 和 定理 8.4.2 知道 ,在 R" 中 ,有 界 闭 、 列 紧 和 紧 致 是 三 个 等 价 的 
概念 .有 界 闭 集 的 列 紧 性 和 紧 致 性 在 下 面 的 讨论 中 将 起 到 非常 关键 的 作用 . 


练习 题 8.4 


pp 


. 设 P 是 投影 算 子 , ACR? 是 紧 致 集 .证 明 : P(A) 也 是 紧 致 集 . 

- 设 A,BCR. 证 明 : A x 为 紧 致 集 的 充分 必要 条 件 是 A 和 8B 都 是 紧 致 集 . 

. 证 明 :ACR" 为 紧 致 集 的 充分 必要 条 件 是 ,车 = {4A,} 是 R" 中 的 一 个 闭 集 族 ,并 且 
4n(n4.)= 多, 则 有 A1,A2,…,AiE, 使 得 A (向 4,)=2. 

. 如 果 ACR" 的 每 一 个 无 穷 子 集 在 A 中 都 有 一 个 凝聚 点 ,那么 称 A 是 Frechet( 弗 雷 歇 ， 
1878 一 1973) 竖 的 .证 明 ; 在 R" 中 ,Fréchet 紧 与 列 紧 是 等 价 的 . 

5. 设 开 FF FPF, ,是 及 ” 中 的 非 空 闭 集 ,满足 Fi 沪 Fiw1(k 之 1). 问 是 否 一 定 有 门 Fi 产 

好 ? 若 改 为 非 空 紧 致 集 又 如 何 ? 


WW 


> 
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问题 8.4 


1. 设 ECR" 是 一 有 界 闭 集 ,{G。} 是 E 的 一 个 开 覆 盖 . 证 明 ;: 必 定 存 在 o 之 0( 通 常 称 这 个 数 
为 开 履 盖 {1G。)} 的 Lebesgue 数 ) ,使 得 只 要 集合 FCR" 满足 条 件 
FNEzG, diam(F)<o, 
就 能 断言 严 能 被 1G。} 中 某 一 个 开 集 所 覆盖 . 
. 试用 第 1 题 的 结论 证 明 : 设 {G,} 是 R" 中 有 界 闭 集 E 的 一 个 开 覆 盖 ,那么 必 能 从 (1G。} 中 
选 出 有 限 个 开 集 ,它们 仍 能 组 成 E 的 开 覆 盖 . 


[Ye 


8.5 集合 的 连通 性 


在 前 面 讨论 一 元 函数 的 微分 和 积分 的 时 候 , 都 是 针对 定义 在 一 个 区 间 上 的 函 
数 进行 的 .区 间 的 一 个 特点 是 它 具 有 连通 性 ,粗略 地 说 , 它 是 “ 连 成 一 片 ” 的 . 

许多 定理 和 命题 只 有 在 具备 连通 性 的 点 集 上 才能 成 立 . 对 R" 的 情形 ,我 们 也 
要 研究 “ 连 成 一 片 ”的 点 集 , 因 为 多 元 函数 的 某 些 定理 和 命题 ,只 是 建立 在 连通 的 点 
集 上 的 . 

首先 ,我 们 给 出 : 

定义 8.5.1 设 ECR". 如 果 下 的 任 一 分 解 式 E= AUB 满足 条 件 A 关 2， 
8 天 好 ,并 且 A 门 B= 儿 , 便 可 使 得 以 下 两 式 : 

ANMB 关 名 和 A’N 由 Bz 多 

中 将 至 少 有 一 个 成 立 ,那么 称 E 是 R" 中 的 一 个 连通 集 , 或 者 说 EE 是 连通 的 . 

这 就 是 说 , 当 我 们 将 E 分 解 为 两 个 非 空 的 .不 相交 的 集合 之 并 时 ,其 中 至 少 有 
一 个 含 着 另 一 个 的 凝聚 点 ,在 这 种 情况 下 ,E 才 是 连通 的 . 

定义 8.5.2 在 R" 中 ,连通 的 开 集 称 为 区 域 ;区 域 的 闭 包 称 为 闭 区 域 . 

在 ECR" 是 开 集 的 情况 下 ,连通 性 的 定义 可 以 有 比较 简单 的 等 价 形式 . 

定理 8.5.1 开 集 ECR" 为 连通 集 的 充分 必要 条 件 是 ,E 不 能 分 解 成 为 两 个 
不 相交 的 非 空 开 集 之 并 . 

证 明 必要 性 . 设 有 分 解 式 E= AUB, 其 中 4 与 B 是 非 空 开 集 ,并 且 ANMmB 
夫人 .由 于 4 是 开 集 , A 的 每 一 点 都 不 是 8 的 凝聚 点 ;对 称 地 ,由 于 B 是 开 集 ,B 
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的 每 一 点 也 不 是 A 的 凝聚 点 .这 个 事实 可 以 写成 
4nB=4nB= 也， 

因此 E 不 是 连通 的 . 

充分 性 .如 果 巨 不 连通 ,那么 存在 不 相交 的 非 空 集 4 和 B, 使 得 E= AUB, 并 
且 4 不 含有 的 凝聚 点 ,有 也 不 含 A 的 凝聚 点 . 任 取 aE€ A, 自 然 有 aEEE. 由 于 E 是 
开 集 ,存在 >>0, 使 球 B,(a)CE; 又 因 a 不 是 有 的 凝聚 点 ,存在 s 过 0, 使 球 B,(a) 
中 无 B 中 的 点 .由 于 两 个 球 中 较 小 的 那 一 个 必 全 在 4 中 ,所 以 4 是 开 集 . 对 称 地 ， 
B 也 为 开 集 . 0 

在 数 直 线 上 只 有 区 间 才 是 连通 集 .我 们 有 : 

定理 8.5.2 在 R 上 ,集合 E 连通 的 充分 必要 条 件 是 E 为 区 间 . 

证 明 必要 性 . 设 E 是 R 上 的 连通 集 . 任 取 不 同 的 两 点 a,bEE, 不 妨 设 a 一 
b. 如 果 能 证 明 [a,b]CE, 那 么 E 必 是 区 间 . 假 如 有 一 点 cE (a,b), 但 cEE. 作 
集合 

A={x€EE:x<c}, B= {x€E E:x>c}, 

这 时 A ,B 是 非 空 的 ,并 且 E= AUB. 显 然 此 时 4 中 的 凝聚 点 (如 果 存 在 的 话 ) 委 
c, 所 以 B 中 没有 A 的 凝聚 点 ,同样 A 中 也 没有 B 的 凝聚 点 .这 说 明 EE 不 是 连通 
集 , 产 生 了 矛盾 . 

充分 性 . 设 E 是 数 轴 上 的 任 一 区 间 . 作 分 解 EE= AUB, 其 中 4,B 是 两 个 不 相 
交 的 非 空 集 .由 于 A,B 是 非 空 的 ,可 设 存在 a € A,bEB. 不 妨 设 a 二 b, 于 是 
[a,bjCE. 用 区 间 的 中 点 (a + b)/2 将 此 区 间 平 分 . 如 果 此 中 点 属于 4, 那么 取 
a1= 二 (a+b)/2,bi=b; 否 则 , 令 a1=a,bi=(a+b)/2. 按 照 作对 分 区 间 套 的 办 
法 ,可 作出 闭 区 间 套 [ak ,bxj, 其 中 a € A,biE€B(kEN'). 设 这 些 区 间 的 公共 


点 为 c, 则 有 ar 一 c,bx->c (k->%). 很 明显 ,如 果 cE 4A, 那么 cEB, 从 而 cEB”， 
这 表明 4A 门 B' 关 名. 类 似 地 , 当 cEB 时 ,A' 门 B 关 所 ,所 以 E 是 连通 的 . U 
为 了 方便 地 判别 一 个 点 集 是 否 连通 ,这 里 引入 一 个 比较 直观 的 连通 性 概念 . 

定义 8.5.3 设 ECR". 如 果 对 任意 的 两 点 p, 9 EE, 都 有 一 条 “连续 曲线 ”I 
CE 将 p 与 q 连接 起 来 , 则 称 点 集 E 是 道路 连通 的 .所 谓 R" 中 的 连续 曲线 1, 是 指 
可 以 表示 为 参数 方程 : 

Xi = pif) (i= 1,2,.…,n), 
其 中 9;(i=1,2,…,n) 是 区 间 [La ,bj 上 的 连续 函数 ,并 且 
p= (91(a), Pa) ,Pa)), 
gq = (p16b), Pa Cb) ,pb)), 
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利用 区 间 的 连通 性 ,可 以 证 得 : 

定理 8.5.3 道路 连通 集 一 定 是 连通 集 . 

证 明 设 ECR" 是 一 个 道路 连通 集 , 且 E= AUB, 其 中 A 和 B 是 互 不 相交 
的 非 空 集 .在 4 中 任 取 一 点 了 ,在 B 中 任 取 一 点 q, 则 有 一 条 连续 曲线 PCE 把 p， 
4 两 点 连接 起 来 . 令 

D1) = (Pi pat) ,spat)) atb) 
是 了 的 参数 方程 ,并 令 

F={r€E[labl@(t)€E A}, G={tE€E[a,bl:@(t) € B). 
易 知 ,F 和 G 是 互 不 相交 的 非 空 集合 , 且 FUG = [a,bj. 由 于 区 间 [a,b] 是 连通 
集 ,F"' 站 G 和 FN 站 G' 这 两 个 集中 至 少 有 一 个 不 空 .不 妨 设 cEF 几 NG’, 从 cEG' 可 
知 , 有 数列 {1;}CCG ,使 得 lim fi 三 c. 由 于 91 ,92，… 2， 连续 ,所 以 
lim D1;) = 四 (c). 

一 方面 ,由 @(1;)EB(i=1,2,3,…), 可 知 @(c)E€B'; 另 一 方面 ,利用 cEF, 又 知 
Dl(c)E 4. 由 此 得 出 (ec)E AN 门 B', 它 不 是 空 集 .所 以 集合 E 是 连通 的 . 0 

但 是 反 过 来 ,连通 集 却 不 一 定 是 道路 连通 的 . 这 样 的 例子 可 见 问题 8. 5. 作为 
这 一 定理 的 直接 推论 是 ,道路 连通 的 开 集 是 区 域 . 

例 1 在 R" 中 , 开 球 是 区 域 . 

证 明 我们 已 知 球 B, (a) 是 开 集 ,因此 只 需 证 明 它 是 连通 的 . 任 取 p,q € 
8B3.(a) ,连接 这 两 点 的 直线 卫 的 方程 是 

Bt)= 1- Dp+tig (0 过 上 ! 近 1). 
因为 1p-al<r',1g-all< 所 以 
1GD-al= 0- dp+tiqg-(l-t1 a-itall 

ld-Dp-a)|+ li(q-a)ll 
=(1-D|p-al+itila-al 
(1-1D)r+t+itr=r, 

因而 厂 上 的 点 都 在 球 B,(a) 内 , 即 B,(a) 是 道路 连通 的 ,从 而 也 是 连通 的 .因此 开 

球 是 区 域 . 0 


练习 题 8.5 


1. 证 明 : 区 域 必 是 道路 连通 的 .这 就 是 说 ,对 开 集 而 言 连通 与 道路 连通 是 等 价 的 . 
2. 设 ACR". 如 果 A 既是 开 集 又 是 闭 集 , 求 证 :4 = 名 ,或 者 A=R". 
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问 题 8.5 


1. 设 ECR" 为 连通 集 .求证 :E 也 是 连通 集 . 
2. 设 EE= (Cx, ER :y= sin 二 ,0<x< 人 .证 明 , 巨 是 连通 集 ,但 不 是 道路 连通 的 ， 


8.6 多 变量 函数 的 极限 


在 2.1 节 中 ,我 们 详细 地 介绍 过 最 一 般 的 集合 之 间 的 映射 ,有 了 这 个 概念 , 理 
解 多 变量 函数 的 概念 就 不 会 有 任何 困难 . 

定义 8.6.1 设 DCR" ,那么 映射 f:D 一 R 称 为 一 个 n 元 函数 ,其 中 DD 称 为 
函数 的 定义 域 ,而 f(D)CR 称 为 的 值 域 . 

设 点 xED, 我 们 把 它 记 成 x = (xi,xz，… ,Xs). 这样 ,f 在 点 xED 处 所 取 的 
值 可 以 写成 f(x), 也 可 以 写成 有 (x1,Xxz，… ,Xxn). 写 成 圭一 种 形式 ,取决 于 具体 的 
情况 .变数 x;(i=1,2,…,n) 称 为 f 的 自 变量 . 

有 了 多 元 函数 的 定义 之 后 ,接着 就 是 要 定义 多元 函数 的 极限 . 

定义 8.6.2 设 DCR',f:D 一 R,; 点 aER" 是 DD 的 一 个 凝聚 点 ( 即 aeE D“)， 
又 设 1 是 一 个 实数 .如 果 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存 在 68>0, 当 xED 且 0 二 上 x-all 
二 6 时 ,有 

| f(x) -1 |<e, 
我 们 就 称 函 数 f 在 点 a 处 有 极限 1 ,也 可 以 说 当 x 趋向 于 a 时 ,f(x) 趋 向 于 1, 记 作 
limfx) = |， 
或 者 更 简单 些 ,写作 
f(x)—! (x—a). 

应 当 提 醒 读 者 :f 可 以 在 点 a 处 没有 定义 ,并 且 即 使 f 在 点 a 处 有 定义 ,在 考虑 
x 一 a 的 过 程 中 f 的 极限 时 ,数值 f(a) 也 不 会 被 考虑 . 

例 1 定义 二 元 函数 


2 ,2 
flp) = f(x,y) = i p = (x,y) # (0,0). 
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易 见 了 在 R2\ {0} 上 有 定义 ,但 这 无 碍 于 我 们 来 考虑 极限 lim f(p). 
由 于 


一 2 < 一 2 2 一 2 
OED iy” +y= |pl’, 
所 以 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 取 6=Ve, 当 0 二 上 p-01 = |p 过 8 时 ,有 
0<f(p)<lpl:<6 = e. 
这 就 证 明了 
lim f(p) = 0. 吕 
ai] 


在 讨论 单 变量 函数 的 极限 时 ,变动 的 自 变量 总 是 在 过 一 个 点 的 线段 的 左右 两 
侧 变化 ,因此 两 个 单 侧 极限 存在 且 相 等 就 足以 保证 极限 的 存在 .但 对 多 变量 极限 的 
情形 ,序数 定义 域 D 中 的 点 向 它 的 一 个 凝聚 点 趋 近 可 以 有 各 种 不 同 的 途径 ,例如 ， 
可 以 是 沿 着 种 种 不 同 的 直线 方向 的 ,也 可 以 是 通过 曲线 路 径 去 趋 近 的 ,因此 ,情况 
变 得 异常 复杂 :所幸 的 是 ,函数 极限 可 以 转化 为 数列 极限 来 研究 ,因为 我 们 有 : 
定理 8.6.1 设 DCR',f:D->R, 点 a€D“. 函 数 极限 
limf(x) = 1 
的 充分 必要 条 件 是 ,对 任何 点 列 {x;}CD,xi 了 a(i=1,2,3,…) 且 x; 一 a(i—%)， 
数列 极限 
lim flxi)=1. 
证 明 必要 性 比较 显然 ,请 读者 自行 证 之 . 
现在 来 证 明 充 分 性 .如 果 ff 在 点 a 处 不 以 ! 为 极限 , 则 对 某 一 个 so 二 0 及 一 切 
iEN' ,可 以 取出 一 个 点 x;ED, 满 足 0 过 x; 一 a 过 1/i, 并 使 得 | f(xi) -| 之 
e0. 这 时 点 列 {xi}CD 且 xia(i 一 %), 但 是 数列 {f(x;)} 不 以 1 为 极限 ,与 假设 
矛盾 . 0 
例 2 讨论 函数 


f(p) = (p= (x,y) (0,0)) 
XxX“ 十 了 
在 原点 (0,0) 处 极限 的 存在 性 . 


解 很 明显 
_1 工 2| 妙 | 一 工 
| fl(p) | = 2 好 十 见 们 也 : 
这 说 明 函 数 了 在 其 定义 域 上 是 有 界 的 ,但 在 原点 处 极限 不 存在 . 


取 点 列 si = (Li0) 与 二 =(LA LiDGE=1,2…), 易 见 Fsi)=0, 太 Ci) = 
.336 。 
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1/2 (i=1,2,…), 而 lim si=lim 所 =0, 因 此 了 在 点 0 处 极限 不 存在 . H 
例 3 讨论 函数 
= _Xy 
flp) = 2X4 十 多 


在 (0,0) 处 的 极限 . 
解 ” 如 果 点 p 在 坐标 轴 x=0 上 (原点 除外 ), 显 然 有 f(p)=0. 当 点 沿 着 直线 
y= kx 趋向 于 原点 时 ,有 


lim nr = lim 


kx 
im sz = 0， 


这 里 为 任意 固定 的 实数 .这 表明 , 当 点 沿 着 指向 原点 的 任意 直线 而 趋向 于 原点 
时 ,函数 f 趋向 于 零 . 但 即使 如 此 ,并 不 足以 保证 f 在 原点 处 极限 的 存在 性 .事实 
上 , 当 点 沿 着 抛物 线 y= x? 趋向 于 原点 时 ,f 保持 常数 1/2. 因 此 ,f 在 (0,0) 处 没有 
极限 . 0 

我 们 知道 ,对 一 元 函数 的 极限 可 以 进行 四 则 运算 .事实 上 ,对 多 元 函数 的 极限 
而 言 ,也 存在 着 相应 的 运算 法 则 .具体 地 说 ,我 们 有 : 

定理 8.6.2 设 DCR" ,1,g:D-~R,aED .如 果 记 sg 存在 着 有 限 的 极限 ; 

limf( x) = 1， limg(x) = m,， 

那么 有 : 

(1) lim(f+ 8)(x)=1+m; 

(2) limfg (x)= Im; 

(3) lim (二 )cx) = 二 ,其 中 m#0. 

证 明 留 给 读者 . 

定理 8.6.3 设 函 数 f 在 以 a€ER" 为 球 心 r 为 半径 的 某 个 空心 球 B,(a) 上 有 
定义 , 且 lim/(x) = 4; 一 元 函数 9 在 以 ! 为 球 心 的 空心 球 U= (1.0 过 |1 一 1 过 6} 
上 有 定义 , 且 lim9(1)= m. 再 设 

f(B,(a)) CU, 
那么 就 有 
limp(f(x)) = m. 

证 明 在 B8,(a) 中 任 取 一 个 收敛 于 a 的 点 列 {xi), 其 相应 的 函数 值 序列 

{f(xD)}CU, 并 且 lim f(xi) = 根据 单 变量 函数 极限 的 复合 法 则 ,有 
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lim 9(f(x1)) = m. 
由 定理 8.6.1, 得 
limg(f(x)) = m. 0 
定理 8.6.4(Cauchy 收敛 原理 ) 设 DCR",aED',f:D 一 R. 那 么 极限 
limf(x) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 给 定 的 。>0, 存 在 60, 使 得 当 x ,XE 
DH 
0<< lx -al<=8 和 0<=|x-all<=# 
同时 成 立时 ,一 定 有 |JCxz ) - Foxz)1<e. 
证 明 可 以 仿照 定理 2.4.7 来 进行 . D 
多 变量 函数 的 极限 还 有 其 他 各 种 过 程 .例如 , 设 函数 了 在 闭 球 B,(0) 的 外 面 有 
定义 ,ER, 如 果 对 任何 给 定 的 s 之 0, 可 以 找到 天 >>r>>0, 只 要 | xl > 类 , 便 有 . 
| f(x) -1|<e 
成 立 , 这 时 记 为 
lim f(x) =1 或 f(x)— [I[(x— %). 
请 注意 :在 这 里 “oo ”的 前 面 不 能 带 上 正 负 号 .前 面 的 所 有 定理 ,只 需 作出 明显 的 修 
改 之 后 ,对 这 种 极限 过 程 仍 然 适 用 , 恕 不 装 述 . 


练习 题 8.6 


1. 确定 并 画 出 下 列 二 元 函数 的 定义 域 : 
(1) wu=x+Vy; (2) u= VI-x + Vy -1l; 
(3) u= Vx ty -1l; (4) u= Vl- (x +y); 
(5) u = arcsin 过 (6) u=In(x+ y); 
(7) wu= f(x,y) = Vx; (8) u =arccos e+- 
2. 确定 下 列 三 元 函数 的 定义 域 ,并 几何 地 描述 它们 : 
(1) «= In xyz; (2) u=In V2— (x?+ y+ 2z2); 
(3) w= fy 7) = ty (4) wu = arccos ry 
3. 计算 下 列 极限 : 
GD ， lim ,六 (2) im C+) 
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4. 
5. 
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2 


、 lIn(x+e’) Xxy NN 
(3) lim,, Vy (4) lim ( E+ ;) ; 
(5) lim zs; (6) lim (x+ ye em 
中 yty ti 
证 明定 理 8.6. 2. 


设 二 元 函数 三 在 (xo, yo) 处 的 某 一 空心 邻 域 上 有 定义 . 对 任意 固定 的 y, 如 果 极 限 
lim /(x,y) 存 在 ,就 令 
p(y) = lim flx,y), 


它 是 一 个 定义 在 yo 近 旁 的 函数 ;如 果 lm p(y) 存 在 ,就 令 
lim lim frsy ) = lm p(y), 


yo Axo 


称 之 为 函数 /在 点 (xs yo) 处 的 一 个 轩 次 极限 .类 似 地 ,可 以 定义 另 一 个 累 次 极限 
lim lim f(x,y). 


0 Yo 


. 设 


(1) 计算 浮 数 
2 
flx,y) = Fre 
在 原点 处 的 两 个 累 次 极限 ; 
(2) 计算 
- > nx . 。 nx 
lim lim sin 2x ry’ lim lim sin Dx ty 
(3) 计算 
lim lim < ,lim lim —* 
Hr p00 1 + i py-0” N+ 1 十 
xy) = (x + y)sin 工 sin 工 
Xx yy. 
证 明 :f 了 但 是 极限 
f(x,y) = 0. 


{x lim 和) 


7. 设 lim f(x,y)= 4a 存在 ,又 对 yo 近 旁 的 每 一 个 7 ,极限 lim f(x,y)= hly) 存 在 .证 明 : 


yy 


lim h(y) = a. 


y™ryo 


8. 证 明 : 若 二 元 函数 f 在 某 一 点 处 的 两 个 累 次 极限 和 极限 都 存在 , 则 这 三 个 值 必 相 等 . 
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8.7 多 变量 连续 函数 


现在 ,我 们 来 讨论 连续 函数 .首先 给 出 : 

定义 8.7.1 设 DCR",/:D-~R,aEDD. 如 果 对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 在 9> 
0, 使 得 当 xE DN 门 B;(a) 时 ,有 

| fx) - fla) | 一 es， 
则 称 函 数 f 在 点 a 处 连续 .a 称 为 的 一 个 连续 点 ,D 中 上 的 非 连续 点 称 为 了 的 间 
断 点 . 

如 果 f 在 D 中 的 每 个 点 上 都 连续 , 则 称 f 在 D 上 连续 . 

注意 :f 在 a 处 连续 ,首先 必须 在 点 a 处 有 定义 .定义 8.7.1 中 的 6 通常 是 依 
赖 于 给 定 的 e 的 . 

例 1 设 D 是 R" 的 一 个 有 限 子 集 ,例如 , 设 D= {pi,ps，…,Ppm} ,定义 函数 
f:D—R 为 flpi) =Ai(i=1,2,…,m), 这 里 AisAz yAm 是 任意 给 定 的 数 ,那么 
依照 定义 8.7.1,f 在 D 上 连续 . 0 

a 是 E 的 孤立 点 ,也 就 是 说 ,对 a EE, 存 在 一 个 球 B,(a), 使 其 中 除 a 之 外 再 
也 没有 E 的 点 时 . 显然, 如果 为 由 有 限 个 点 所 构成 的 集 ,那么 E 中 的 点 都 是 孤立 
点 .函数 f;D 一 R 在 DD 中 的 孤立 点 处 总 是 连续 的 . 

当 aEDND' 时 ,f 在 点 a 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 

limf(x) = f(a). 
例 2 设 f 为 一 常 值 函 数 .显然 它 在 任意 集合 上 都 是 连续 的 . 
例 3 设 x=(xzxz，…xa). 定 义 函 数 
flx) = x (GE= 1,2,.,n), 

称 之 为 x 在 第 i 个 坐标 轴 上 的 投影 , 则 f 在 R" 上 是 连续 函数 . 

证 明 任 取 a=(al,az,…,as)ER", 那 么 f(a)=a;, 于 是 

| f(x)—- fla)|=|xi-a; | |x-al. 

由 此 可 见 函数 f 在 R" 上 是 连续 的 . 0 

由 于 多 变量 函数 连续 的 定义 与 单 变量 函数 连续 的 定义 相同 ,因此 在 前 面 已 经 
对 连续 函数 证 明 过 的 那些 性 质 , 例 如 连续 函数 的 四 则 运算 性 质 .连续 函数 经 过 复合 
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仍 是 连续 函数 的 性 质 等 等 ,经 过 明显 的 修改 之 后 便 可 推广 到 多 变量 函数 的 情形 , 毋 
例 4 由 变量 xi ,xz，…'xn 与 数 通过 有 限 次 的 加 、 乘 运算 而 得 到 的 代数 式 称 
为 n 元 多 项 式 . 设 P(x)= P(Oxzyxx) 和 GCCxr)=OCxxr xu) 都 是 半 
元 多 项 式 .由 例 2 和 例 3 的 结论 , 便 可 推 知 
limPCx)CCx) = P(a)O(la), 

”以 及 

lim P(x) _ Pl(a) 

Xa Q(x) Ql(a) 
例 5 讨论 二 元 函数 


( 设 Ql(a) 关 0). 


xy 
flp) = i 


2 
的 连续 性 . 
解 f 作为 两 个 二 元 多 项 式 的 商 , 它 在 (x,y) 关 (0,0) 时 是 连续 的 .在 前 一 节 的 
例 1 中 已 证 明 lim fp)=0, 所 以 , 若 补 充 定义 (0) =0, 则 了 在 R* 上 处 处 连续 . 口 
例 6 设 f(x,y,z)=sin(xy+z), 则 f 在 RY 上 连续 . 
证 明 易 知 xy+z 是 一 个 三 元 多 项 式 , 且 在 Ri 上 处 处 连续 . 令 9(1)= sin 1， 
则 9 是 R 上 的 连续 函数 .因此 通过 复合 之 后 ,f(x,y,z)=sin(xy+z) 在 R? 上 
连续 . 0 
例 7 设 


Xy 
yD ( 9 ) (0,0)， 


0， (x,y) = (0,0). 
讨论 f 的 连续 性 . 

解 ” 当 (x,y) 关 (0,0) 时 ,f 是 连续 的 .在 前 一 节 的 例 2 中 已 经 指明 limf(p) 不 
存在 ,所 以 f 在 点 0 处 不 连续 .总 之 ,f 在 R:\{0} 上 连续 . 0 


定义 8.7.2 设 DCR",f:D 一 R. 如 果 任 意 给 定 的 。e 守 0, 总 存在 60, 使 得 
当 x,yED 且 | x-y| 上 << 时 ,有 |f(x) 一 f(y)| 过 e, 则 称 f 在 D 上 一 致 连续 . 

由 定义 显然 可 知 ,对 有 限 点 集 DCR" ,任何 函数 f;D 一 R 在 D 上 都 是 一 致 连 
续 的 .特别 地 , 常 值 函 数 在 任何 点 集 D 上 是 一 致 连续 的 . 

例 8 函数 


xyy) = 二 (xz + y: >0) 
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在 其 定义 域 {0}* 上 不 一 致 连续 . 
证 明 当 x 关 0 时, (x,x) 一 (x.0) = |x| 可 以 任意 地 小 ,但 是 


| fx.x) - f(x.0) |= 广 . 


由 此 可 见 f 在 其 定义 域 上 不 一 臻 连续 . 0 

但 是 .我 们 有 : 

定理 8.7.1 设 DCR",f:D->R. 昌 /在 D 上 连续 .如 果 DD 是 紧 致 集 ,那么 f 
在 D 上 一 致 连续 . 

证 明 用 反 证 法 .如 果 f 在 D 上 不一致 连续 , 则 存在 一 个 so 之 0, 使 得 对 任何 
iEN .在 D 中 可 以 找 出 两 个 点 列 {x;}.{y;}, 使 得 

1x 一 yi 中 过 闻 ， 
但 
| f(xi) - f(yi) | eo. 
由 于 D 是 紧 致 的 ,也 是 列 紧 的 ,所 以 从 点 列 {xi} 中 可 以 找 出 子 列 {xx,} 收 敛 于 点 
xE DD, 这 时 有 不 等 式 
ly -x ly xa) + lx xl 


一 二 + x -xl 入 了 + |x -xl. 


由 此 可 知 . 当 i 一 2 时 ,yx 一 X. 在 
| fxn,) 一 f lyr ) | 宇 En 
中 . 令 i 一 % ,由 了 的 连续 性 ,得 
0=| f(x)- f(x) | 二 so 二 0. 
这 产生 矛盾 ,从 而 证 明了 f 在 D 上 是 一 致 连续 的 . 0 
例 9 设 函 数 了 三 在 R" 上 连续 ,并 且 极 限 lim f(x) 存 在 且 有 限 , 那 么 f 在 R* 上 
一 致 连续 . 
证 明 ”由 于 所 说 的 极限 存在 ,对 任意 给 定 的 。 汪 0, 必 存在 rr 这 0, 使 得 当 | x | 
> 六 xs > 时 ,有 
| fCx1) — Fox ) 1< e. (1) 
考察 闭 球 B,,1(0), 它 是 一 个 有 界 闭 集 ,也 是 列 紧 集 ,由 此 可 知 在 B,,1(0) 上 是 一 


致 连续 的 . 从 而 对 e 守 0, 存 在 正 数 8 二 1, 使 得 当 x1,x2€EB,ii(0) 且 x 一 x 中 二 
6 时 .可 以 使 得 不 等 式 (1) 成 立 .现在 设 x1 .xz ER" 是 xi 一 xs 上 二 8, 我 们 指出 
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xi ,xz 中 车 有 一 点 (不 妨 设 是 xi ) 在 球 8B,(0) 中 , 另 一 点 ( 即 如) 必 满 足 | xz | 委 
r+1. 这 是 因为 
xz lx-xl+ lxll<d+r<1l+r. 

这 说 明 满 足 ‖ xi - xz | 二 6 的 两 点 xi, xz, 或 者 同时 满足 ex >, | xs | >， 
或 者 同时 在 闭 球 B,,1(0) 之 内 .无 论 哪 一 种 情形 , 均 能 使 式 (1) 成 立 . 0 

定理 8.7.2 设 DCR",f:D->R, 有 日 f 在 D 上 连续 .如 果 D 是 紧 致 集 ,那么 了 
的 值 域 /(DD) 也 是 紧 致 集 . 

证 明 D 是 紧 致 的 ,从 而 也 是 列 紧 的 .在 f(D) 中 任 取 一 点 列 {yi;}, 则 在 D 中 
有 一 点 列 {x;}) ,使 得 f(xi)= yi(i=1.2,…). 由 于 DD 是 列 紧 的 ,点 列 {x;} 有 收敛 
的 子 列 {x, ;收敛 于 D 中 的 一 点 x. 但 是 D 上 的 连续 函数 ,所 以 

limf (Cx, ) = f(x) € f(D). 
这 就 是 说 ,从 点 列 {yi} 中 可 以 挑 出 收 化 的 子 列 { yi ) ,使 得 
lim yi, = lim fx,) = f(x) € 1(D). 

由 此 可 知 f(DD) 是 列 紧 的 ,因而 也 是 紧 致 的 . D 

因为 紧 致 集 就 是 有 界 闭 集 ,定理 8.7.2 断言 连续 函数 一 定 把 有 界 闭 集 映 成 有 
界 闭 集 .我 们 自然 会 问 ,连续 函数 是 否 一 定 把 有 界 集 映 成 有 界 集 ? 把 闭 集 映 成 闭 
集 ? 答案 是 否定 的 .例如 ,f(x)= 1/x 在 有 界 集 (0,1) 上 连续 ,但 是 f((0,1)) = 
(1,+ eco), 而 (1, + o ) 是 一 无 界 集 . 因数 f(x)=1/x 在 闭 集 L1, + %) 上 连续 ,但 是 
1(GL,+e))=(0,1], 而 (0,1] 不 是 闭 集 . 同 样 ,连续 函数 也 未 必 把 开 集 映 成 开 集 . 
例如 ,f(x) = x? 是 开 集 (一 1,1) 上 的 连续 函数 ,但 是 /(( 一 1.1))=[0,1), 而 [0,1) 
不 是 开 集 . . 

作为 定理 8.7.2 的 推论 ,我 们 有 : 

定理 8.7.3 设 DCR",f:D 一 R 连续 .如 果 D 是 一 个 紧 致 集 ,那么 /在 D 上 
能 取 到 它 的 最 小 值 和 最 大 值 . 

证 明 定理 8.7.2 告诉 我 们 ,f(D) 是 R 上 的 紧 致 集 , 即 有 界 闭 集 ,因而 f(D) 
有 上 确 界 和 下 确 界 . 设 

AM = supf(D), m = inf f(D). 

根据 上 确 界 的 定义 ,对 任意 正 整 数 i, 存 在 x; ED ,使 得 


M 之 f(x)>>M-. 
令 i 一 %, 即 得 limf(xi)= M. 因 为 f(xi)E f(D), 而 f(D) 是 闭 集 ,所 以 ME 
有 (DD), 因 而 存在 a€ DD ,使 得 f(a)= M. 同 理 可 证 ,存在 bE D, 使 得 f(b)=m. 这 
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表明 连续 函数 了 在 忆 中 的 两 点 a 和 4b 处 分 别 取 到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 0 

对 单 变量 函数 的 情形 ,如 果 连 续 函 数 上 在 某 区 间 的 两 点 上 取 符 号 不 同 的 数值 ， 
那么 在 这 个 区 间 上 一 定 有 一 点 使 f 取 零 值 .一 般 地 ,还 有 所 谓 的 “ 介 值 定理 ”. 这 个 
定理 主要 建立 在 区 间 的 连通 性 上 .而 不 是 在 它 的 紧 致 性 上 .例如 , 设 D= {a,b}CC 
R" ,定义 f(a)=1,f(b)= 一 1, 显 然 了 是 连续 函数 ,D 为 紧 致 集 ,但 D 中 没有 点 使 
卫 取 零 值 .对 多 变量 函数 的 情形 ,也 是 定义 域 的 连通 性 保证 了 介 值 定理 的 正确 性 . 

首先 ,我 们 需要 下 列 定理 . 

定理 8.7.4 设 DCR" 是 一 连通 集 , 函 数 f: D 一 R 是 连续 的 ,那么 f(D) 是 R 
中 的 连通 集 . 

证 明 设 有 分 解 式 f(D)= AUB, 其 中 A,B 是 不 相交 的 非 空 集 .于 是 

D= 广 (4)U 广 :(B)， 
其 中 广 !(4) 和 广 : (8B) 是 非 空 集 且 不 相交 .由 忆 的 连通 性 知 , 可 设 广 :(4) 含 有 
/1'(8) 的 凝聚 点 , 即 广 :(B) 中 有 点 列 {x 收敛 于 广 :(4) 中 的 点 x. 函 数 卫 是 连 
续 函 数 ,所 以 f(x;) 一 f(x)(i->%). 由 于 {f(xi)}CB,f(x)E A, 这 表明 A 中 有 B 
的 凝聚 点 .这 样 就 证 明了 /(D) 是 R 中 的 连通 集 . 0 

定理 8.7.5( 介 值 定理 ) 设 DCR" 是 一 个 连通 集 ,函数 f: D 一 R 连续 . 如 果 
a,bE€D 和 rER 使 得 

fla)<r< fb), 
那么 存在 cED, 使 得 FCc) = 六. 

证 明 由 定理 8.7.4, 可 知 f(D) 是 R 中 的 连通 集 .依据 定理 8.5.2,f(D) 是 区 
间 . 由 于 f(a),f(b)€Ef4D), 所 以 (f(a),f(b))Cf(D). 再 由 rE(f(a),f(b))， 
得 到 rE€ f(D), 即 存在 一 点 cED. 使 得 f(c)=r. 0 

这 样 我 们 就 把 单 变量 连续 函数 的 许多 重要 性 质 推 广 到 了 多 变量 的 情形 ,这 些 
性 质 的 正确 性 大 多 来 自 于 函数 定义 域 的 紧 致 性 .只 有 连续 函数 的 介 值 定理 依赖 于 
函数 定义 域 的 连通 性 . 

作为 本 节 的 结尾 ,我 们 举 一 个 稍 难 的 例子 . 

设 D 是 R" 中 的 是 区域. 如 果 对 任意 的 x,yED 及 任意 的 14E[0,1], 有 

faxt -Ay) Ax + Afy). (2) 
则 称 有 为 D 上 的 上 是 函数 .显然 , 它 是 单 变量 凸 函数 概念 的 推广 . 

例 10 证 明 : 凸 区 域 局 上 的 凸 函数 必 是 忆 上 的 连续 函数 . 

证 明 设 / 是 凸 区 域 D 上 的 凸 了 数 ,我 们 先 证 明 它 在 D 的 任何 紧 致 子 集 上 有 
界 . 在 D 中 任 取 一 个 n 维 的 闭 长 方 体 态 , 先 证 了 在 日 上 有 上 界 .从 不 等 式 (2) ,容易 
看 出 
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fox+t+ (1-aA)y)<max(flx),f(y)). 
这 说 明 f 在 线段 {4x + (1- 1)7:0<1 魏 1) 上 的 值 不 超过 了 在 线段 两 端点 值 中 的 大 
者 .由 此 便 可 断言 ,f 在 HH 上 的 值 不 超过 f 在 H 的 2" 个 顶点 上 的 值 的 最 大 者 . 因 
此 ,f 在 H 上 有 上 界 . 青 由 有 限 覆 盖 定 理 , 便 知 f 在 D 的 任何 紧 致 子 集 上 有 上 界 . 再 
证 1 在 H 上 也 有 下 界 .不 然 的 话 , 必 存 在 点 列 {x;}CHH, 使 得 lim f(xi)= 一 .由 
于 太 是 紧 致 集 ,{x;} 中 有 收敛 子 列 {x,} ,使 得 lim Xi, = XoE€ HCD. 由 于 D 是 开 
集 , 故 存在 r 汪 0, 使 得 B,(xo)CD. 现 取 i 充分 大 ,使 得 xx, 一 xo 过 7 ,于 是 

| (2xo 一 Xk ) 一 Xo | = xo 一 Xk, | < ~， 


即 2X0— Xk, EB,(xo)CD. 由 了 的 凸 性 .可 得 
f(xo) = f(Bxs, + $ (2x xu )) 


去 半 /xu ) 十 fC2x 一 Xk, ) . 


由 于 {2xo 一 xx, ;是 一 个 有 界 点 列 ,f 在 其 上 有 上 界 . 在 上 式 中 令 i->% , 即 得 f(xo) 
= - c ,这 是 不 可 能 的 ,因而 /在 H 上 有 下 界 . 青 由 有 限 覆 盖 定 理 ,f 在 D 的 任意 紧 
致 子 集 上 有 下 界 . 

现在 证 明 f 在 D 上 连续 . 任 取 a€ DD ,我们 


证 明 f 在 a 处 连续 .选取 + 之 0, 使 得 Bs, (a)C 必 
D. 任 取 x,y€B,(a), 连 接 x,y, 设 其 与 
Bs,(a) 的 边界 交 于 z( 图 8.2), 可 写 为 J 
z= y+A(x—y). 2r 
显然 | zy 之 | zx- y ,所 以 AI 由 于 J/ 
1 1 


x = 37+ (1-A), 


所 以 
f(x) 去 Tfcz) + (1 -过 Jroy)， 图 8.2 
即 
fo -fA -< (3) 
这 里 M=max{|f(x)|:xE€Bz(a)}. 又 由 于 Xx-yj = z-y| 衬 r, 所 以 
二 | xy | .由 式 (3), 即 得 
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Fo -f(y 
由 于 x,y 在 B,(a) 中 是 任意 选取 的 ,所 以 

Lo -fo < x- yl Cy € Bla)). 
由 此 便 知 f 在 B,C(a) 上 一 致 连续 ,当然 在 a 处 连续 . 


Mx yl). 


练习 题 8.7 
1. 求 出 下 列 函 数 卫 的 间断 点 集 : 
1 2 2 
，xX*+y >0, 
en 
0， x= y=0; 
十 
过 ,x + 天 之 0， 
(2) f(x,y)=4xX 十 》 
0， XxX= y=0; 
.1 
Xsin 一 ，y 天 0， 
(3) rp 了 7 
0， y=0. 


2. 设 
Foxyy) = 5 (xyy) € [Os1F \ {1,1))). 
求证 :f 连续 但 不 一 致 连续 . 
3. 设 ACR",pER". 定 义 
PCp,4) = infflp-al, 
称 之 为 点 p 到 集合 A 的 距离 .证 明 : 
(1) 若 4 天 好 , 则 4={1pPER":oCp,A4)=0)}; 
(2) 对 任何 p,qER", 有 
|p(p,A)— plq,A) | 上 |p-al. 
这 说 明 pe(p, 4A) 是 R" 上 的 连续 函数 . 
4. 设 4,BCR". 定 义 
o(4,B) =infftlp-9gl:pEA4,qE 有 B)}， 
称 之 为 集合 4 和 B 之 间 的 距离 .证 明 : 
(1) 若 4 为 紧 致 集 , 则 存在 一 点 a€ A ,使 得 p(a,B)= Pp(A,B); 
(2) 若 4,B 为 紧 致 集 , 则 存在 点 a€ A,bE€B. 使 得 a-bl =e(A,B); 
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(3) 设 4 为 紧 致 集 ,B 为 闭 集 , 则 2(4,B)=0 当 且 仅 当 4 门 B8 天 好 . 

5. 作出 两 个 不 相交 的 闭 集 4 ,8 ,使 得 p(A,B)=0. 

6. 设 ACR” 有 界 .证 明 : 对 任何 常数 c>0,1pPER":oCp,4) 委 c} 是 紧 致 集 ， 

7. 设 连 续聘 数 f;R" 一 R 既 取 正 值 ,也 取 负 值 .求证 :集合 E={pER":/(p) 关 0} 是 非 连 
通 集 . 


问题 8.7 


1. 设 A,B 是 R" 中 不 相交 的 闭 集 , 证 明 : 存 在 R* 上 的 连续 消 数 ,使 得 
h(A) = 141}, hh(B) = {0;}, h(R") = [0,1]. 
2. 设 A,B 是 R" 中 不 相交 的 闭 集 . 证明: 存在 不 相交 的 开 集 G 和 态 , 使 得 ACG.BCH. 


8.8 连续 映射 


现在 ,我 们 把 多 变量 函数 的 概念 进一步 推广 , 即 考虑 从 DCR” 到 R” 的 映射 . 

当 m=1 时 ,我 们 回 到 了 n 元 函数 .我 们 用 了 来 表示 这 种 映射 太 D 一 R" ,其 中 DC 
R" .与 函数 的 情形 不 同 , 这 里 用 了 黑体 f, 以 着 重 强 调 它 的 “ 值 * 是 m 维 欧 氏 空间 的 
点 ,也 就 是 一 个 m 维 向 量 . 当 我 们 用 y= /(x)(xE€ DD) 来 表示 这 种 映射 时 ,这 种 记 
法 的 外 形 ( 除 了 黑体 之 外 ) 与 单 变量 函数 的 记 法 没有 差别 ,但 是 应 当 注 意 , 这 里 x€ 
R" .而 yER”". 设 y 按 分 量 写 出 来 是 y= Cy yy …yn) ,而 六 = (Xi X22, Xn)。 
那么 给 定 一 个 映射 相当 于 给 定 了 m 个 元 函数 : 

y1 = fi(xis Xz, Xn), 

ya = faCXxyrX2ar Kn), (xxn) EE DCR'". 


pm = fm Xi X22 Xn) 
反 过 来 也 是 这 样 的 .也 就 是 说 ,如 果 给 定 了 m 个 定义 在 DCR” 上 的 函数 ,就 相当 
于 给 出 了 定义 在 D 上、 映射 到 R”" 中 的 一 个 映射 ,或 者 说 在 D 上 定义 了 一 个 在 R” 
中 取 值 的 向 量 值 函数 .我 们 把 这 一 事实 表示 为 
f= Cf fo fn), 
其 中 f;:D->R 称 为 了 的 第 i 个 分 量 函数 (i =1,2,…,m). 
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例 1 给 定 闫 x7 和 矩阵 


all dln 
A= : 
Uml mn 
其 中 ajsER(i =1,2.,.m;j=1,2,: ,nn) ,那么 通过 矩阵 等 式 
yi Xl 
> -A Xz2 
ym Xn 
便 确 定 了 一 个 从 R" 到 R" 的 映射 .这 种 映射 称 作 线性 映射 .这 是 一 种 从 R" 到 R” 
的 最 简单 的 映射 . 四 


在 这 里 ,映射 的 定义 域 和 值 域 分 别 是 R" 和 R” 的 子 集 , 而 R* 和 R” 都 是 
Euclid 空间 ,都 是 定义 有 距离 的 .有 “距离 ”, 就 可 以 衡量 点 的 远近”, 由 此 自然 就 可 
以 定义 映射 的 极限 . 

定义 8.8.1 设 DCR',f:D 一 R" ,又 设 a€D',p€ER" .如果 对 任意 给 定 的 
e 二 0, 存 在 一 个 6 汪 0, 使 得 当 xE€D 且 0 二 中 x-aj<<6 时 ,有 

f(x)-pl =e, 
那么 称 映射 了 在 点 a 处 有 极限 p, 记 为 
limflx) = D， 
也 可 以 简 记 为 
COx) 一 (x—a). 

利用 几何 的 语言 ,上 述 极限 的 定义 也 可 以 表述 为 :对 任意 给 定 的 球 B。(p)CC 
R" , 必 存 在 一 个 球 Ba(a)CR", 当 DD 中 的 点 x 在 空心 球 B;(a) 中 时 , 它 的 像 必 在 
球 B.(p) 中 . 

注意 :一 般 来 说 ,上 述 两 种 球 的 维 数 不 同 ,自然 最 好 是 再 添上 字母 m,n 以 示 
区 别 . 但 是 如 果 在 行文 之 中 不 致 产生 误解 ,我 们 就 图 省 事 算 了 . 

与 n 维 空间 的 点 列 收敛 等 价 于 它们 的 每 一 个 分 量 组 成 的 数列 收敛 一 样 ,映射 
的 极限 也 可 以 转化 为 由 它 的 每 一 个 分 量 所 组 成 的 函数 极限 来 研究 . 具体 地 说 ,我 
们 有 : 

定理 8.8.1 设 DCR", 太 :D 一 R",aEDp=(pyp…pn)ER" ,= 
(fi,f2，… ,fm). 那 么 

limf(x) =p 
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当 且 仅 当 
limfi(x) = p; (i= 1,2,..….m). 

如 果 读 者 复习 一 下 定理 8.2.2 的 证 明 . 一 定 会 认为 上 述 结 论 是 显然 成 立 的 . 

下 面 的 定理 中 的 结论 同样 明显 成 立 . 

定理 8.8.2 设 DCR”,aED', 又 设 f,g:D 一 R" ,并且 

limf(x) = 卫 ， limg(x) = 9， 
于 是 我 们 有 : 

(1) 对 任何 XER, 可 以 得 出 lim(Af(x))= Ap; 

(2) lim(f(x)+ g(x))=p+q. 

定义 8.8.2 设 点 集 DCR',f:D 一 R" ,a€D. 如 果 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存 在 
6 汪 0, 使 得 当 xE DN B;(a) 时 ,有 f(x) EB,(f(a)), 则 称 映射 了 在 点 a 处 连续 . 

当 了 在 D 中 的 每 一 点 处 都 连续 时 , 称 映射 了 在 乙 上 连续 . 

很 明显 ,映射 在 D 中 的 一 点 a 处 连续 ,必须 上 且 只 需 了 的 每 一 个 分 量 函 数 在 点 
a 处 连续 .由 此 可 知 , 例 1 中 的 线性 映射 在 R* 上 是 连续 的 . 

关于 连续 映射 有 下 面 的 刻画 : 

定理 8.8.3 设 D 是 R" 中 的 开 集 ,f;:D 一 R",f 了 在 D 上 连续 的 充分 必要 条 件 
是 ,对 任意 的 R” 中 的 开 集 G,f"'(G) 是 R" 中 的 开 集 .这 里 

f'(G)= {x€ D:f(x) € GG)}. 

证 明 ”必要 性 . 设 f 在 D 上 连续 ,G 是 R” 中 的 开 集 , 要 证 广 :(G) 是 R" 中 的 
开 集 . 如果 f°'(G) 是 空 集 , 它 当 然 是 开 集 .不 然 取 xo Ef '(OG), 则 f(xo)€EG. 因 
为 G 是 R” 中 的 开 集 , 故 存 在 s 盖 0, 使 得 B.(f(xo))CGO. 又 因 了 在 xo 处 连续 ,对 
刚才 的 se。 盖 0, 存 在 6G>0, 只 要 xEBpB(Cx), 便 有 xz)EBCFOxo))， 即 
BiCxzo))CG, 因 而 BCxo)C 广 (9c). 这 正好 说 明 广 :(G) 是 R* 中 的 开 集 . 

充分 性 . 任 取 xo ED, 对 充分 小 的 e 之 0, 记 G= B.(f(xo)), 则 G 是 R" 中 的 
开 集 . 按 假定 , 广 :(GC) 是 R" 中 的 开 集 .因为 xoE 广 !(G), 故 有 >0, 使 得 B(xo) 
Cf (OG), 即 ff(B;(xo))CCG. 这 就 是 说 ,对 任意 的 xE€ Bi(Cxo), 有 jx)E 
B.(f(xo)). 因 此 f 在 xo 处 连续 .由 于 xo 是 D 中 任意 的 点 , 故 耶 在 D 中 连续 . 癌 

如 果 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存 在 S>0 当 x,yED 和 且 上 x-y 上 | 过 6 时 , 均 可 使 
得 上 f(x) 一 f(y) 上 二 成立, 那么 称 映 射 f 在 D 上 一 致 连续 . 

显然 , 常 值 函数 在 其 定义 域 上 是 一 致 连续 的 .如 果 DCR" 是 一 个 有 限 点 集 , 那 
么 任何 映射 f: D->R”" 在 D 上 一 致 连续 . 

映射 在 D 上 一 致 连续 当 且 仅 当 f 的 每 一 个 分 量 函 数 在 D 上 一 致 连续 . 


。 349 。 


数学 分 析 教 程 


与 定理 8.7.1 相当 ,我 们 有 : 

定理 8.8.4 设 DCR’",f:D 一 R" 是 D 上 的 连续 映射 .如 果 D 是 紧 致 集 , 那 
么 了 在 D 上 是 一 致 连续 的 . 

为 证 明 这 一 定理 ,可 以 逐 字 逐 句 地 照抄 定理 8.7.1 的 证 明 , 只 需 将 那里 的 所 有 
数 的 绝对 值 改 成 向 量 的 范 数 . 

对 映射 而 言 ,相当 于 介 值 定理 的 是 下 面 的 定理 : 

定理 8.8.5 设 DCR’,f:D 一 R”" 在 D 上 连续 .如 果 D 是 R" 中 的 连通 集 ， 
那么 f(DD) 是 R" 中 的 连通 集 . 

这 一 定理 的 证 明 与 定理 8.7.4 的 证 明 完全 类 似 . 

与 定理 8.7.2 平行 ,这 里 我 们 有 : 

定理 8.8.6 设 DCR",f:D 一 R" 在 D 上 连续 .如 果 D 是 R" 中 的 紧 致 集 ， 
那么 f(D) 是 R" 中 的 紧 致 集 . 


练习 题 8.8 


1. 设 f:R" 一 R” 连续 ,ECR". 求 证 :f(E)CfCE). 在 什么 条 件 下 有 f(E)=fE)? 
2. 设 ECR,f:E>R" .证 明 ， 
(1) 若 巨 是 闭 集 , 了 连续 , 则 了 的 图 像 
CC) = {Cx,f lx)):x EE) 
是 R"… 中 的 闭 集 ; 
(2) 若 正 是 紧 致 集 , 了 连续 , 则 G(f) 也 是 紧 致 集 ; 
(3) 车 G( 让 是 紧 致 集 , 则 了 连续 . 


问题 8.8 
1. 设 ECR" 是 紧 致 集 ,f 是 E 上 的 连续 单 射 , 记 f(E) = DD. 证 明 : 映 射 广 ! 在 D 上 连续 . 


2. 证 明 ; 不 存在 从 [0,1j] 到 单位 圆周 上 的 一 对 一 的 连续 映射 . 
3. 证 明 ; 不 存在 从 [0,1j] 到 [0,1] x[0,1] 上 的 一 对 一 的 连续 映射 . 
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在 第 8 章 中 ,我 们 已 经 讨论 过 多 变量 函数 及 其 连续 性 . 对 单 变 量 函 数 的 情形 ， 
所 谓 研 究 函 数 就 是 研究 函数 的 变化 率 , 对 多 变量 函数 也 是 同样 的 情况 .可 是 ,由 于 
在 高 维 欧 氏 空间 中 , 变 点 向 一 个 固定 点 趋 近 的 方式 异常 复杂 ,我 们 只 能 讨论 变 点 沿 
着 一 条 射线 的 方向 趋向 于 定点 时 函数 的 变化 率 ,这 就 是 所 谓 的 “方向 导数 ”. 


9.1 方向 导数 和 偏 导 数 


若是 一 个 单 变量 函数 ,xo 是 f 的 定义 域 的 一 个 内 点 ,那么 f 在 xo 处 的 导数 

定义 为 
f (x0) = lim fxo 了 用) fCxo) > fx) 

当然 ,这 时 应 假定 上 式 右边 的 极限 存在 且 有 限 . 

对 多 变量 函数 的 情形 ,即使 把 xo 与 h 改 为 向 量 ,对 应 的 表达 式 也 没有 任何 意 
义 ,这 是 因为 这 时 h 是 一 个 向 量 ,而 我 们 没有 定义 过 “被 向 量 h 相 除 ” 的 运算 . 

设 开 集 DCR",f:D->R. 空 间 R" 中 的 任何 单位 向 量 u( 即 wu 满足 上 ul =1) 
叫 作 一 个 方向 ,这 就 是 说 ,R”" 中 单位 球 上 的 任何 一 个 点 都 代表 一 个 方向 .给 定 一 个 
点 XoED 和 一 个 方向 u, 通 过 点 xo 与 xo + wu 的 直线 称 为 过 点 xo、 具 有 方向 u 的 直 
线 , 即 点 集 

{x:xX= xo+tu,t EER} 

组 成 这 条 直线 . 

定义 9.1.1 设 开 集 DCR" ,f: 站 一 R ,1 是 一 个 方向 ,XuED. 如 果 极 限 
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lim flxo+ 一 f(xo) 
存在 且 有 限 ,那么 称 这 个 极限 是 函数 三 在 点 xe 处 沿 方 向 u 的 方向 导数 , 记 为 
of 


Fo 


很 明显 ,车 令 9(1) = f(xo + 纪 ), 那 么 单 变量 函数 2 当 | 1 | 充分 小 时 有 定义 ， 
而 极限 (1) 正 是 函数 9 在 :=0 处 的 导数 9'(0). 

如 果 & 是 一 个 方向 , 即 上 wu =1, 那 么 由 于 -uj= ul =1, 可 见 -u 也 
是 一 个 方向 ,这 时 有 

flxo + 1(— u)) — flxo) _ f(xo + (— 1)u) — f(xo) 
t -i 

在 上 式 的 两 边 令 1 一 0, 便 可 看 出 在 同一 点 xo 处 图 数 卫 沿 方向 4 与 沿 方向 一 4 的 方 
向 导数 有 相等 的 绝对 值 但 有 相反 的 符号 ， 

例 1 考察 二 元 函数 


2xy 
. (x,y) A (0,0),， 
f(x,y) = | 


(1) 


和 2 十 由 
1, (x,y) = (0,0). 
这 时 任何 方向 & 都 可 以 表示 为 u = (cos 0,sin 9) 的 形式 ,这 里 0 志 9<2x. 取 xo = 
《0,0), 当 1 关 0 时 ,有 
Pp(1) = f(xo + tu) = ftcecos Ob,itsing) = 2cos Osin 0 = sin20， 
而 (0) =1. 由 此 可 见 , 当 0=x/4 与 9=5x/4 时 ,方向 导数 存在 且 等 于 零 ;而 对 其 
他 的 9 的 值 , 函 数 9 在 t=0 处 不 连续 ,因此 9p'(0) 不 存在 .这 表明 ,所 论 函数 了 在 
(0,0) 处 只 在 两 个 方向 
(8.8). (- 4. 
2 2 2 2 


上 存在 方向 导数 . 0 
讨论 下 列 单位 坐标 向 量 
el = (1,0,0,.…,0), 
ez = (0,1,0,…,0)， 
e» = (0,0,……0,1)， 
称 函 数 了 在 点 xo 处 沿 方向 e; 的 方向 导数 为 了 在 xe 处 的 第 i 个 一 阶 偏 导数 , 记 作 


oO 
Ep 或 ”Dif(xo)， 
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并 称 D, = 元 -为 第 ; 个 偏 微分 算 子 (i=1,2,…,n). 


我 们 指出 ,掌握 了 单 变量 函数 的 求 导 运算 ,那么 求 偏 导数 的 运算 就 无 须 “ 另 起 
炉灶 ”. 今 Xo 二 (XXX2 Xn) ,我 们 来 计算 Di f(xo). 依 定义 式 (1) .有 
2f ov) = Dif(xo) = lim f(xo + te) ~ f(xo) 
OX1 1 一 0 t 
_ lim flxi+ Le) 一 f Oxi Kar Ka) 
如 果 最 后 一 个 极限 存在 , 它 表 示 的 正 是 只 对 第 一 个 变数 求 导 而 视 其 余 的 变数 为 常 
数 的 情况 .一 般 地 ,计算 D;f(xo) 的 时 候 , 只 需 对 第 i 个 变数 求 导 , 同 时 视 其 余 变 数 
为 常数 (i =1,2,…,n). 
例 2 考察 三 元 限 数 f(x,y,z)= x +y+cos yz. 
我 们 有 


9 
9f (7,y,2) 二 2x， 
qx 


o , 
区 (cy = 1— 2yzsin yz, 


9f Cc,y,z) =— ysin yz. 0 
口 Z 

例 3 在 R" 中 ,计算 函数 fx)= | x | 的 偏 导数 

解 设 x=(xiyxz, ,Xn), 那 么 
f(x) = (人 + 十 十 AD) 


因此 , 当 X 天 0 时 ， 


Dif(x) = 误 ( 寻 + 十 -12 Dx 一 | (i = 1,2,0 ,1); 
当 x=0 时 , 设 为 任 一 给 定 的 方向 ,这 时 有 
fw -Fo ml dul 
[ [ 了 i 
上 式 当 1->0 时 极限 不 存在 .特别 地 ,f 在 原点 处 的 任何 偏 导 数 也 不 存在 . 0 


对 二 元 函数 的 情形 ,让 我 们 来 看 看 偏 导数 的 几何 意义 . 设 区 域 DCR*,f:D 一 
R. 我 们 把 这 个 二 元 函数 写 为 z= f(x,y), 其 中 (x,y)ED. 三 维 欧 氏 空 间 R' 中 的 
点 集 
G(f) = {C(x,y,f lx,y)):(x,y) ED) 
称 为 函数 f 的 图 像 , 它 是 一 张 展 布 在 D 上 的 曲面 ,平行 于 z 轴 的 直线 与 它 至 多 只 
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有 一 个 交点 . 
任 取 一 点 (xo, yo)ED, 平 面 y= yo 与 曲面 z= f(x,y) 交 成 一 条 平面 曲线 , 它 


的 方程 是 


il 


f(x,y), 
由 一 Yo， 
也 可 以 写成 
z= f(x,yo0), 


按 定 义 , 偏 导数 六 /xo, yo) 是 一 元 函数 
f(x,yo) 在 点 xo 处 对 x 的 导数 ,于 是 按 一 
元 函数 导数 的 几何 意义 得 知 , 芝 fxo, yo) 
正 是 上 述 曲线 在 点 (xo, yo， f(xo, yo)) 处 
切线 的 斜率 . 同 理 , 偏 导数 六 了 (xo. yo) 是 
平面 曲线 


Zz 二 fxo,y), 
光一 Xo 
图 9.1 在 点 (xo ,yo，f(xo ,yo)) 处 切线 的 斜率 . 


综 上 ,计算 函数 f(xi,Xx2，"… ,Xn) 的 
n 个 偏 导 数 不 需 要 新 的 技术 ,但 按 式 (1) 计 算 某 一 方向 的 方向 导数 却 不 是 一 件 易 
事 ,我 们 将 在 9.2 节 中 给 出 用 n 个 偏 导数 来 计算 方向 导数 的 公式 . 


练习 题 9.1 


1. (1) 设 函 数 f(x,y) = xy. 计 算 函 数 了 在 点 (1,1) 处 沿 方向 u = (1/Y2,1/V2) 的 方向 导数 . 
(2) 设 f(x,y)= (x 一 1)? 一 y. 求 f 在 点 (0,1) 处 沿 方向 u= (3/5, 一 4/5) 的 方向 导数 . 

2. 设 函 数 f(x,y)= V1x* 一 闫 | .在 坐标 原点 处 沿 哪 些 方向 f 的 方向 导数 存在 ? 

3. 设 


2 ， XxX:*+y:>0, 
fxsy) = 4 Vx + y 
0， Xx*+y:=0. 
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在 坐标 原点 处 沿 哪些 方向 『 的 方向 导数 存在 ? 
. 设 函 数 f(x,y,z)=|x+y+z|. 在 平面 x+y+z=0 上 的 每 一 点 处 , 沿 怎么 样 的 方向 / 
存在 着 方向 导数 ? 


。 - 0 o 0 二 
. (1) 设 fx,y)=x+y+ VET 于 0D 0 DD) 
(2) 设 fx,y)=In (1+xy)+3. 求 守 sa, 2),: 区 0， 2). 


2 © 9 
(3) 设 fxsy)=erty + sin pm 


. 计算 偏 导数 ， 
2 

(1) z=xy+ 鞍 ; (2) z= tan 4; 

》 》 
(3) z=X73 (4) z=In (x+ y:); 
(5) z=arctan 二; (6) z= sin xy; 
(7) Wu = tt (8) Wu =e™, 
(9) u= x”; (10) u=1In (x+ y+2’); 


(11) z=ln(xi+Xxz+…+xX)i (12) z=arcsin (x? + XS+*:+ Xs). 


问题 9.1 


. 设 ae>>b>1. 证 明 :e 如 之 ba. 


. 设 是 民 中 的 凸 区域 , 户 D-~R. 如 果 忒 , 志 在 D 上 有 界 ,证 明 :/ 在 D 上 一 臻 连续 


9.2 多 变量 函数 的 微分 


设 开 集 DCR",f:D 一 R. 取 定 一 点 xoE D,h€ER". 由 于 xo 是 DD 的 一 个 内 
点 , 故 当 hh 充分 小 时 ,可 以 使 xo。+ hh 完全 在 DD 之 内 . 

类 比 4.1 节 中 关于 单 变量 函数 微分 的 定义 ,我 们 给 出 : 

定义 9.2.1 设 hh=(hi,hz,…,h,). 如 果 成 立 着 
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fixo + h)— foxo) = > ii+oclpnl (Cl 一 0). (1) 
i=1 


式 中 入 ,X42，,… ,4 是 不 依赖 于 h 的 常数 ,那么 称 函 数 /在 点 x。 处 可 微 , 并 称 , Aih, 
为 ff 在 xo 处 的 微分 , 记 作 
df(xo)(h) 一 yi (2) 


如 果 f 在 开 集 D 上 的 每 一 点 处 都 可 微 , 则 称 f 是 D 上 的 可 微 函 数 . 
从 公式 (1) 可 见 , 微 分 df(xo)(h) 是 函数 改变 量 的 主要 部 分 . 它 是 自 变量 改变 
量 h 的 分 量 的 齐 次 线性 函数 . 从 这 个 意义 上 来 说 ,多 变量 函数 的 微分 与 单 变量 函 
数 的 微分 的 定义 是 一 致 的 .利用 式 (2) 中 的 记号 ,可 将 式 (1) 改 写 为 
fixo + h)— floxo) = dfxo)Cp)+oclPpl) ch -0). 
设 f 在 点 xo= 《xi,Xz，…,Xn) 处 可 微 ,让 我 们 来 看 看 式 (2) 右 边 的 系数 41 ,142， 
…,A。 究竟 是 什么 .为 此 , 令 h= (hi1,0,…,0), 这 时 式 (1) 变 为 
Fox + his Xa Xa) — fxis Xx, Xa) = Aihi + ol| An |). 
由 此 可 得 
fixi t+ his x Xn) — f Oxi X22, Xn) 
hi 


= A1 + o(1). 


A1 = Di f(xo). 
一 般 地 ,有 
2; = Dif(x0o) (i = 1,2,.…,n). 
这 表明 . 当 函 数 『 在 点 x。 处 可 微 时 ,f 必 有 一 切 一 阶 偏 导 数 , 并 且 
a of (xo) 
df (xo) (Ch) = 和 2 i 
定理 9.2.1 设 f 在 xo 处 可 微 , 则 了 必 在 xo 处 连续 . 
证 明 如果 /在 xo 处 可 微 ,那么 式 (1) 成 立 . 当 h 一 0 时 .有 hi 一 0(i=1， 


h;. 


2、…,n), 这 时 df(xo)(h)|= | Dan| 一 0. 由 式 (1) 可 知 ,只 要 上 h | 取 充 分 小 
就 可 使 得 | f(xo + h) 一 了 xo)| 任 意 小 ,所 以 f 在 xo 处 连续 . 0 
对 单 变量 函数 的 情形 ,函数 在 一 点 处 有 导数 ,那么 在 此 点 处 必 可 微分 ,而 且 其 
微分 的 系数 正好 是 它 在 这 一 点 的 一 阶 导 数值 .但 是 ,在 多 元 函数 的 场合 ,情形 大 不 
相同 ,具体 地 说 , 诸 偏 导数 的 存在 不 能 保证 函数 在 一 点 处 的 可 微 性 . 请 看 下 面 的 
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例子 . 
例 1 研究 二 元 函数 
,p= (x,y) (0,0), 
fCp) -ey PE 

0， p = (0,0). 

由 了 的 定义 ,可 得 

af(0,0) “af(0,0) 

Ox 9y 

但 在 8.7 节 的 例 7 中 ,已 经 指明 f 在 (0,0) 处 不 连续 ,因此 了 在 点 (0,0) 处 不 可 微 . 口 


公 
~ 


= 0. 


Jf lx) = (Dif(x) ,Df (xXx), ,Df x)), 
并 称 它 为 函数 f 在 点 x 处 的 Jacobi( 雅 可 比 ,1804 一 1851) 和 矩阵 (1X2 矩阵 ), 它 的 
地 位 和 作用 相当 于 单 变量 函数 的 一 阶 导数 . 
此 后 ,我 们 把 R" 中 的 点 x 的 分 量 写 成 列 向 量 , 即 


Xl 


Xn 
以 利于 今后 的 矩阵 表示 .x 的 改变 量 h 同样 也 写成 n x1 矩阵 
hi 
h = ha . 
h, 
这 种 写法 的 唯一 缺点 是 多 占 一 点 篇 幅 . 这 样 , 函数 的 微分 可 以 利用 和 矩阵 的 乘法 表 
示 为 
df (xo) Ch) = Jf lx)h. (3) 
函数 f 的 Jacobi 矩阵 也 常 记 为 grad f( 或 V1), 即 
grad f(x) = Jf(x), 
称 为 数量 函数 f 的 梯度 . 
可 微 的 定义 可 以 改 成 下 列 等 价 的 形式 ,这 种 形式 在 使 用 的 时 候 比较 方便 . 
定理 9.2.2 ”函数 了 在 xo 处 可 微 当 且 仅 当下 面 的 等 式 成 立 ， 


fixo + h)— fxo) = J xh + ,BiCh)h,. 
i=1 
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当 | 关上 外 一 0 时 ， 
Bh)—>0 (= 1.2……,7). 


证 明 充分 性 . 当 h 一 0 时 ,显然 有 


A | = Ppich) |< > | Bi(h) | 一 0. 


因此 
p32 (h)h; = oC hl ). 


按照 定义 9.2.1， 函数 在 点 xs 处 可 微 . 
必要 性 . 设 f 在 定义 9.2.1 意义 之 下 可 微 . 记 
rh) = f(xo + h)— f(xo) ~ Jf(xo)h, 
当 | hh 一 0 时 ,r(h)=ol hh | ). 因 为 


/六 r(h) 
rk) = (2 FAT a 


i(h)= 荆 1 
B Ta TA 


由 于 
| | 1 (i= 1,2,.,n) 


显然 可 见 B;(h) 一 0(i=1.2,….n), 并 且 
flixo + h)— fx) = MCxoOh + 2 BiCh)h,. 0D 


下 面 的 定理 给 出 了 消 数 在 一 点 可 微 的 一 个 充分 条 件 . 我 们 首先 给 出 : 
定义 9.2.2 设 开 集 DCR",xoED, 包 含 着 点 xn 的 任 一 开 集 称 为 xo 的 一 个 
邻 域 . 
定理 9.2.3 设 开 集 人 Di; f(x)(i=1,2,.…,.n) 
在 x 的 一 个 邻 域 中 存在 且 在 点 xu 处 连续 , 则 在 点 xo 处 可 微 . 
证 明 对 维 数 n 用 归纳 法 . 当 n=1 时 ,结论 显然 成 立 , 因 为 单 变量 函数 的 导 
数 存 在 就 意味 着 可 微 . 设 定理 对 n -1 维 是 正确 的 . 
我 们 把 差 f(xo + h) 一 f(xo) 分 成 两 部 分 : 
fixo + h)— f(x0) = 天 + 天， (4) 
式 中 
Ki1 = fixi this xn t+ ha) = foxy +t hye Xn + hai Xn), 
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K, = flxi 十 hls Xn-! 十 hi1,Xn) 一 flx1 ,Xn ). 
对 KK 运用 一 元 微分 中 值 定理 ,得 到 
Ki 一 二 (Xi 十 Xi 十 Lp 十 Oh,)h,, 
dXn 
其 中 9€ (0,1). 再 把 Ki 改写 成 
-9f 


Ki = —~(xo)h,+ri, 
OXxn 


式 中 


0 9 
广 二 ( of (x1 十 六 Xi 十 大- 二 OP) 一 2 (x0) )n, 
Oxn AXn 


= Bh)h,. 


-在 xm 处 的 连续 性 可 知 ,当中 hh | 一 0 时 ， 


由 偏 导 数 


P,(P) -0. 
于 是 


Ki = 2f (Cx) hs + BC (5) 
OXxn 
把 归纳 假设 用 到 K; 上 ,根据 定理 9.2.2, 可 得 
n-l n-l 
kK; 一 2 二 oo + BA (6) 
i=1 


当 | 产 | -0 时 ， 
BiC(h)—>0 (i=1,2,.,n -1). 
由 式 (4) 一 (6), 即 得 
f(xo +h) — f(xo) 二 > 2 (xo)h, 十 六 pi 及， 

其 中 BCh) 一 0(1 | 一 0)CGi=1,2,…,n). 再 用 一 次 定理 9.2.2, 即 知 了 在 xo 处 
可 微 . D 

必须 注意 , 偏 导数 连续 仅仅 是 函数 可 微 的 一 个 充分 条 件 , 并 不 是 必要 条 件 . 例 
如 ,二 元 函数 


有 


(x2 + y2)sin 更， (x,y) 关 (0,0)， 


x? 


flx,y) -| 
0， (x,y) = (0,0) 


在 点 (0,0) 处 可 微 ,但 它 的 两 个 偏 导数 并 ,区 在 (0,0) 处 并 不 连续 .请 读者 作为 练习 
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来 证 明 这 一 结论 . 
如 果 令 f(xi,X2，,… ,Xa) = Xx1, 那 么 


of 二 1, 3f 二 。。 二 of 二 0， 
OXI OX2 OAXn 
f 在 R" 中 的 每 一 点 处 都 可 微 ,而 且 
df 二 dxi 二 hi. 


同 理 , 可 得 dxz = he,…,dx。 = ha, 因 而 可 微 函数 了 的 微分 一 般 也 可 写 为 
df(xo) 一 5S) 2 (xddx,. 


定理 9.2.4 车 f 在 xo 处 可 微 , 则 了 在 xo 处 的 任意 方向 w= (Cui, uz ,Um) 
的 方向 导数 都 存在 ,而 且 
af af 


9f Cx) = 一 一 (Xo)UI + + Oo (Xo Un. (7) 
au QX1 ODN 


0 
flxo+ tu) — f(xo) = >， x + o(1). 


i=1 


由 此 即 得 
of fixo t+ tu)— flxo) wa of 
au i 二 2 Ey 口 


特别 地 ,对 二 元 函数 f(x,y), 在 点 (xo，, yo) 处 沿 方向 (cos 9,sin 0) 的 方向 导 
数 是 


(xo) = lim 
1 一 个 


9 9 . 
9f (x,, yo)cos 0+ 9f (x0, yo)sin 0. 
Ax 9y 


对 三 元 函数 有 (x,y,z) ,一 个 方向 可 以 用 方向 余弦 (cos a ,cos ,cos y) 来 表示 ， 
其 中 a,8,y 是 这 一 方向 分 别 与 x,y,z 轴 的 夹 角 ,这 时 沿 这 个 方向 的 方向 导数 是 


9 9 9 
9f Cos a 十 9f Gos B+ 9f oos y. 
nx 9y DZ 


注意 , 若 了 在 xe 处 不 可 微 , 则 式 (7) 不 成 立 .练习 题 9. 2 中 的 第 1 题 就 是 这 样 的 
例子 ， 
综 上 所 述 , 函数 的 偏 导 数 、 函 数 的 连续 性 和 可 微 性 之 间 有 如 图 9. 2 所 示 的 
为 了 叙述 方便 ,我 们 以 后 采用 下 列 术语 : 
设 D 是 R" 中 的 一 个 区 域 ,f:D 一 R. 如果 f 的 各 个 偏 导 数 都 在 D 上 连续 ,我 
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们 就 说 f 在 区 域 D 上 连续 可 微 .由 D 上 全 体 连续 可 微 的 函数 组 成 的 集合 记 成 
C1'(D), 由 D 上 全 体 连续 函数 组 成 的 集合 记 成 C(D). 


图 9.2 


练习 题 9.2 


1. 设 
X2 yy 2 ， 
jeep fe x*+y~>0, 
0， x=y=0. 
求证 :函数 在 原点 处 各 个 方向 导数 存在 ,但 在 原点 处 了 不 可 微 


2. 求证 ;函数 fx,y) = V1xy[ 在 原点 处 不 可 微 . 
3. 利用 可 微 的 定义 ,证 明 : 函 数 f(x,y)= xy 在 R* 中 的 每 一 点 处 可 微 . 
4. 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 微分 : 
(1) Foxyy)=x2+2xy- 只 ,在 点 (1,2) 处 ; 
(2) fxy,yyz)=ln(Cx+y-z)+erysin z, 在 点 (1,2,1) 处 ; 
(3) w= V 好 + 碍 二 二 和 在 点 (1tyto) 处 ,其 中 旦 + 理 二 二 到 >0; 
(4) w= 三 sin (Xi1+ 让 十 十 Xx) ,在 点 (xi,X2，… ,XxX ) 人 处 . 
5. 计算 下 列 函 数 f 的 Jacobi 矩阵 Jf; 
(1) f(x,y)= x ys 
(2) f(x,y,2)= Xx’ ysin yz; 
(3) f(xsy,2)=x cos(y— 3z)+arcsin xy; 
(4) f(xy X2rrrrs Xn) = (CXF+ XE + XE) 2, 


6. 证 明 ; 二 元 函数 
fx,y) 1 rt (xyy) 天 (0,0)， 
0， (x,y) = (0,0) 


在 (0,0) 处 可 微 ,但 它 的 两 个 偏 导 数 半 ,区 在 (0,0) 处 不 连续 
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问题 9.2 


1. 设 fe CR:),F0,0) =0. 证 明 ; 存 在 R* 上 的 连续 函数 8: ,8: ,使 得 
fx»,y) = xg1 (xXx,y) + yg (X,Y). 


2. 设 /x,y 在 (xa1yo) 的 菜 个 邻 堪 U 上 有 定义 ,区 和 在 上 存在 .证 明 :如 果 5 和 5. 中 


9 
有 一 个 在 (x6，,yo) 处 连续 ,那么 f(x,y) 在 (xo,yo) 可 微 . 


9.3 映射 的 微分 


设 开 集 DCR" ,f:D->R" . 记 了 的 分 量 依次 是 户 , 户 ,……, 记 ,可 把 fx) 写作 
fi(x) 


folx) 


f(x) = (x € D). 


fm (XxX) 
设 点 xo ED,hER". 由 于 xo 是 DD 的 内 点 ,因此 总 可 以 取 充 分 小 的 上 ‖h ,使 得 
xothED. 
定义 9.3.1 如 果 映 射 f 满 足 


f(xo + h)— f(xo) = Ah+ rih), (1) 
式 中 4 是 一 个 m x n 和 矩阵, 它 的 元 素 不 依赖 于 h ,并 且 
二 全 = 0， (2) 
则 称 映 射 了 在 点 xo 处 可 微 ,并 称 Ah 是 了 在 点 xo 处 的 微分 , 记 作 
df(xo) = Ah. (3) 


请 注意 ,在 式 (2) 中 ,左边 分 子 的 范 数 是 m 维 欧 氏 空间 中 的 范 数 ,而 分 母 的 范 
数 是 n 维 欧 氏 空间 中 的 范 数 . 
由 定义 9.3.1 看 出 ,在 一 个 可 微 的 点 上 ,映射 的 增 量 的 主要 部 分 是 一 个 线性 映 
射 4 作用 于 向 量 h 的 结果 . 
我 们 来 看 看 在 可 微 的 情形 下 , 抢 阵 A 中 的 元 素 究竟 是 些 什么 .为 此 , 设 
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比较 式 (1) 两 边 的 第 i 个 分 量 , 得 到 
fi(xo + h)— fi(xo) = Dy ah + ri(h), (4) 
式 中 最 后 一 项 表示 r(h) 的 第 i 个 分 量 . 由 于 式 (2) 成 立 当 且 仅 当 
ri(h)= oclhll) (hs>0,i= 1,2,..%…,m), 
可 见 映射 在 点 xo 处 可 微 , 当 且 仅 当 它 的 所 有 分 量 函 数 在 xo 处 可 微 . 因此 由 式 
(4) ,立即 得 到 
9fi(xo) 


ai = 一 一 -0 C=,2 mj = 12.1). 
AXj 
记 
afi (xo) If1Cxo) 
gxi ox 
Jf( x0) 一 : : ? 
9fn Xo) afmn Xo) 
称 之 为 映射 了 在 点 xo 处 的 Jacobi 矩阵 , 它 是 一 个 m x n 和 矩阵 .于 是 
df(xo) = Jf(xo)h. (5) 


总 而 言 之 ,映射 的 微分 就 是 自 变 量 改 变量 h 的 一 个 线性 映射 ,无 论 是 对 单 变 
量 函 数 , 还 是 对 多 变量 函数 ,这 一 观点 都 是 适用 的 .映射 的 Jacobi 矩阵 就 是 它 的 

前 面 已 笃 说 过 ,映射 在 点 xe 处 的 可 微 性 等 价 于 它 的 所 有 分 量 函 数 在 点 xn 
处 的 可 微 性 ,因此 由 定理 9.2.2, 可 以 立即 推出 : 

定理 9.3.1 车 映射 在 xo 的 某 一 邻 域 内 存在 Jacobi 矩阵 他 , 且 Jr 的 各 元 素 
在 点 Xo 处 连续 , 则 映射 f 在 点 Xo 处 可 微 . 

由 上 述 定 理 可 见 , 偏 导数 的 连续 性 对 映射 有 着 重要 的 影响 . 

和 9.2 节 末 尾 提 到 的 一 样 ,我 们 有 下 面 的 定义 : 

定义 9.3.2 设 开 集 DCR',f:D 一 R” .如 果 了 在 D 上 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 
记 fE CC(D); 如 果 开 在 D 上 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 记 je CD). 

设 Je Ci(D). 由 定理 9.3.1 可 知 ,f 在 D 上 的 每 一 点 处 都 可 微 ,因此 在 也 
上 的 每 一 点 处 都 连续 ,这 说 明 fe C(D). 也 就 是 说 , 若 fE€E Ci(D), 则 f€E COD). 
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练习 题 9.3 


1. 在 指定 点 处 计算 下 列 映射 的 Jacobi 矩阵 和 微分 : 
(1) f(xyy)= (xy: 一 3x?,3x 一 5y’), 在 点 (1, 一 1) 处 ; 
(2) f(x,y,zZ)= (xyz? 一 4y*,3xy* 一 yz), 在 点 (1, 一 2,3) 处 ; 
(3) f(x,y) = (e*cos xyye'sin xy) ,在 点 (1,x/2) 处 . 
2. 计算 下 列 映射 的 Jacobi 和 矩阵: 
(1) f(r,0)= (rcos grsin 0); 
(2) f(r,0,z)= (reos 0,rsin 0,z); 
(3) f(r,0,9)= (rsin Ocos 9,rsin Osin 9,rcos 0). 
3. 设 区 域 DCR" ,映射 f,g:D>R" .求证 : 
(1) J(cf) = cdJf, 其 中 <c 为 常数 ; 
(2) J(f+g)=Jf+ Jg; 
(3) 当 m=1 时 ,有 J(fg)= gf+ fg; 
(4) 当 m 放 1 时 ,有 
Jlf,g) = g(Jf) + f(g), 
这 里 (f,g) 表 示 欧 氏 空 间 R” 中 的 内 积 ,而 右边 涉及 1x m 算 阵 与 m X n 矩阵 相 乘 . 
4. 设 f:[a,bj~R", 并 且 对 一 切 4E[a,b], 有 17 1 = 常数 .求证 :(Jf,P =0, 并 对 此 式 
作出 几何 解释 . 
5. 设 a,B,y 为 R 上 的 连续 函数 . 求 出 一 个 从 R’ 到 R? 的 可 微 映射 ,使 得 


al(x) 0 0 
Jfl(xsy'z2)= 1 0 By) 0 
0 0 7Y(z) 


6. 设 映 射 f:R" 一 R”". 如果 
fax + Ly) = Af C(x) + Kf y) 
对 一 切 x,y€ER” 和 一 切 4,KER 成 立 , 则 称 了 是 线性 映射 .证 明 : 
(1) f(0)=0; 
(2) f(— x)= -f(x)(xER'); 
(3) 映射 由 f(e1),f(es),…,f(e,) 完 全 确定 ,其 中 ei,es,…,e, 是 及 "中 的 单位 坐标 
向 量 . 
7. 设 f:R" 一 R” 为 线性 映射 . 试 求 Jf. 
8. 设 E:R"->R" ,满足 对 一 切 xER”", 有 E(x)=x, 称 EE 为 R" 上 的 恒 等 映 射 . 求 证 :E 是 一 
个 线性 映射 ,并且 JE = T, ,这 里 I 表示 n 阶 单位 方 阵 . 
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9.4 复合 求 导 


在 单 变 量 函 数 的 微分 学 中 ,有 ”复合 图 数 的 求 导 公式 ”, 即 所 谓 的 “ 链 式 法 则 ”. 
当前 讨论 的 映射 的 “导数 ”, 也 有 完全 相似 的 链 式 法 则 . 
我 们 有 : 
定理 9.4.1 设 开 集 DCR",g:D 一 R”,g 在 点 xoED 处 可 微 . 义 设 把 包含 
g(DD) 的 一 个 开 集 映射 至 R', 并 且 在 点 g(xo) 处 可 微 ,那么 复合 映射 fog 在 点 xz 
处 可 微 ,并 且 
J (f° g)(x0) = J1CgCxo))JgCxo)， (1) 
证 明 令 yo=g(xo),A=Jf(yo),B=Jg(xo). 易 见 B 是 m xn 和 矩阵 ,而 A 
是 1xm 矩阵. 
如 果 能 证 明 
ip, | (f° g)(xo+h) a 8)(Cxro) 二 4ABh 1 _ 
那么 按照 定义 9.3.1, 便 知 [Cg)(Cxo)= 4 此 即 式 (1). 因 8 了 分 别 在 xo,yo 处 
可 微 , 故 有 


0， (2) 


g(xo+ h)— g(xo) = Bh + ul(h), (3) 
其 中 uch) /hl 一 0 kh 一 0)， 
flyo + Kk) 一 了 yo) = Ak + vk), (4) 
其 中 vCk) 上 /天 |->0C1 天 | 一 0). 
记 
Lusher = elh), Dosen L = yn), 
则 
| zh = ech)lhll, lock)) = 7ck) | kK), (5) 
且 
lim se(hm) = 0， lim 7(K) = 0. (6) 
| hl -0 i kl-0 
对 给 定 的 h, 令 k= g(xo++h) 一 g(xo), 那 么 由 式 (3) 和 (5) ,得 
lkl lBhl + up)ll BI +ech)) hl. (7) 
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这 里 我 们 已 经 利用 了 8.1 节 的 不 等 式 (4) .现在 由 式 (3) 一 (5).(7) ,得 
fe glxoth)—-f°. g(xo)— ABh| 

| figCxo + h)) — flg(xo)) — ABh | 

1 fCyo + k)— flyo) — ABh | 

| Ak +v(k)— ABh| 

| ACk— Bh)+ vk) | 

Aullch)+ nk) Ki 

< |Alleh)lhl + rAdBI) +ech)) hl. 


ll 


山 


因此 
TG A | Aecm + cB + e(h))7(k). 
再 由 式 (6) 即 得 式 (2). 这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 0 


在 上 面 的 定理 中 , 设 g= (gi1,82，…,g8m) 在 D 上 可 微 ,f= (fi ,fs,…,f1) 在 
g(D) 上 可 微 . 令 
yi = giC(XyoX2r rr Kn) (i = 1,2,.…,m), 
zi; = 万 (yiyy…yn) (j= 1,2,.…,1), 
那么 复合 映射 z = f.g(x) 可 用 坐标 表示 为 
z; = fi(giXio Xm)s rr Bm Xo Xm)) (f= 1,2,..…,1). 
这 时 z; 对 x; 的 偏 导 数 可 用 和 矩 阵 表示 为 


qz1 , qz az ,, 93927] .oO 
AX Axn 9yi ym | | 9xa AXn 
2 : 二 : : : : 。 (8) 
zi 加 dzi Bp , OZ/ Oym Aym 
OX QXn Oy1 Aym OX1 DJXn 


特别 地 , 当 1!= 1 时 ,有 : 
推论 9.4.1 设 z= f(y ， yz， ym) 是 一 个 m 元 可 微 晴 数 , 其 中 每 个 变量 yi 
(i= 1,2,…,m) 叉 是 n 个 变量 (xi ,X2 Xi) 的 可 微 六 数 : 


yi 一 Bi (XI X23 Xn) (i 一 1,2,.…,m), 


之 二 8 Xn) Bm Xt X22, Xn )) 
是 n 个 变量 (xi,xz，,… ,Xx,) 的 可 微薄 数 ,而 且 
af 9 9f 9gn . 
az ~ Of O81 4. + of Bm (Cj = 2, n). (9) 


9x} A9y1 axi Aym AXj 
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证 明 在 式 (8) 中 即 得 
ay' 
Oxi 
( 斌 5 = (了 2 。 2 ) 
Xi ox ay "gym * 
yn 
9DX1 


由 此 即 得 式 (9). 

例 1 设 f(xi, Xz 
是 单 变量 : 的 可 微 函 数 ,xi (1)(i=1,2,.… 
Xa(1)), 于 是 根据 公式 (9) ,可 得 


pg’(1) = do(t)_ 


drt = Jf OXICE), Xa Ct) ,Xnlt)) 


2 9 
= >， fl) xa t) ,ee 


i=1 UXi 


例 2 设 二 元 函数 f 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 . 求 


u= f(x+y+z,x +y: +2?) 


的 所 有 一 阶 偏 导 数 . 
解 ” 讨 论 函数 和 映射 的 复合 : 
§€=x+y+z, 
“= f(§, 9), 了 = X22+ y+ 22. 
于 是 
au_afas ,afay 
DX 969X Fy 9x 


对 称 地 ,可 以 得 出 天 与 引 的 表达 式 . 


例 3 设 两 个 一 元 函数 
xX= p(s,t), 
在 (syo,to) 处 可 微 , 且 xo = ($0, to), yo = 
(Cxo, yo) 处 可 微 , 试 求 复合 函数 


y= Ys,1) 


,Xn) 是 一 个 n 元 连续 可 微 函 数 ,其 中 每 一 
;11). 令 9(0)= f(xi(t), x2 C(t) ,es 
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9 
yn 
9ym 
Axn 
0 
个 变 元 Xi 又 


x1(t) 
x2(1) 


XxX“(t) 


,Xn (1)) x CL). 0 


= hort ytz nr +y + + 2x x +t y+ zo + y*: + z?). 


(soyto). 再 设 二 元 函数 4 = f(x,y) 在 
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u = fp(s, 1) ,Sr)) 


在 (so, fo) 处 的 两 个 偏 导 数 . 
解 ”根据 公式 (9), 可 得 
au _ af apg sof ay au -afag ,of oy 
9s gx9s gy9s’” 9t axratf ayat 


把 (so 9 io) 代 入 以 上 两 式 , 就 得 
af 


ou 
一 (Soyfo) = 
js oy to Fx 


af 


Xo Yo) (so to) 十 30nys) 


ou 一 
py (Soy to) = 


例 4 设 cx。 有关 续 的 _ 阶 入 时 数 ,又 


X= rcogs0，y= rsin 0. 


( 强 ) + (起 ) = ( 张 ) + 去 ( 竞 ) 
证 明 根据 公式 (9) ,可 得 


Adu oau ou ， 
一 -一 一 一 一 + 一 -一 
EF gxeo osS 0 aysin 0， 


1 ou au 
二 一 一 + 2&Ucos 
90 axsino 5y5 0. 


再 求 以 上 两 式 的 平方 和 即 得 式 (10). 
设 fx X29 Xn ) 是 可 微 函 数 , 那 么 


n af 
df = d ji 。 
f 2 ” 


求证 : 


如 果 (Cxtyxz，… 
XX] 二 Xil1) 9 2 9 


记 


stm),X2 = Xa Cts fas tm) 


8Cfyiz stm) 一 fxiCtis ter, tm) 


那么 


由 于 


“1m), 
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,Xn) 不 是 自 变量 ,而 是 另外 m 个 变量 二 2 


:XiCtlyt2，… 


3 (so to)， 


Xo» yo) (so 10) 十 2b Cronys) 3 (soyto)， 


,tn 的 图 数 : 


sxXn 二 Xn(ftis te 


» Lm)), 


(10) 


tm). 
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所 以 
dg = > (> 元 泡 )dr 
= 之 A> Sid = 和 2 Aa 
即 复合 函数 了 的 微分 
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(12) 


比较 式 (11) 和 (12) 可 以 看 出 ,不论 (x,xz,，…xn) 是 自 变量 ,或 是 另外 变量 的 可 微 
函数 ,作为 (x1 ,xz，… ,Xx ) 的 可 微 函数 f 的 一 阶 微分 形式 是 不 变 的 .微分 的 这 个 重 


要 性 质 称 为 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . 


练习 题 9.4 


1 = 24 v2y) i du _ 9u- 
1. 设 u=f(x + y). 证 明 :y xy 0. 
2. 设 4= f(xy). 证 明 :x 2 y= 

. y). :ax ay 一 0 


ou 


i = Yi ou 2 
3. 设 u=f(Inxt+ y ) .证明 :x ax ty y= 0 
Dy 一 7 AuU ’ ou 
4. 设 w= Fe(c)+ V7)). 证 明 :VOD) 守 =9 (3 
5. 求 以 下 u 的 一 切 偏 导数 : 
(1) u=f(x+y,xy); 
(2) u= f(x,xy,xyz); 
(3) u= f(x/y,y/2). 
i : 9 2 
6. 设 u=f(x,y). 当 y=x?: 时 ,有 & =1, 并 且 了 一 并 .3 党 2 
7. 设 uw=x*y--xy*, 且 x=rcos0,y= rsin 0. 求 号 ,32 
Or 90 
8. 设 Frx,y,z)= Fuyuyw), 其 中 必 = umw 兄 =wuyzz= uv. 求 证 : 
of ,of 2 IF ,oF, ,oF 
2x ay “az Ta ?a0 Yaw 


9. 求 以 下 的 (fg): 
(1) f(x,y)= (x,y Xx y) gSt) = (s+ 1 5-1), 在 点 (2,1) 处 ; 
(2) f(x,sy)= (p(x+y), px- y)),g(s,1)= (ee '); 
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(3) jxyy,z)=(x2+y+z 2x+y+z20)，8(CuU 0, w) = (uv w’, wisin Du2e")， 


10. 设 有 函数 f(x,y,z),u 是 一 个 方向 ,函数 了 沿 方向 的 方向 导数 记 作 2; 又 设 e1,es,e， 


ou 
是 R? 中 的 三 个 互相 垂直 的 方向 ,求证 ， 
区 六 全 六 全 三 的 一 的 :的 


del des» des dx oy Oz 


问题 9.4 


1. 设 Fe CCR2:) .证明 : 对 非 零 的 实数 a,b,c, 


a ox b oy C dz 
在 R' 上 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 g€ C'(R) ,使 得 
f(x,y,z) = g(ax + by + cz). 
2. 设 f:R" 一 R. 如果 对 !>>0,9gER, 有 
Fit) = tf (x1, Xn), 
则 称 了 是 9 次 齐 次 函数 .证 明 :f 是 9 次 齐 次 函数 的 充分 必要 条 件 是 ,对 xE R" ,有 


0 9 
Xl 区 co 十 十 An RE = gf(x). 


9.5 曲线 的 切线 和 曲面 的 切 平面 


设 空间 曲线 段 P 有 参数 方程 


X 二 XCrf)， 
| = y(t1), (a 过 1t 志 BB), 
z= z(1) 
或 用 向 量 形式 表示 为 
r=r(t) (it ph), 
其 中 x(1),y(1),z(i) 都 在 区 间 1 = [a,B] 上 连续 可 导 , 且 满足 条 件 
(x DY +EY +z D0 (oth). 
我 们 把 满足 这 些 条 件 的 曲线 称 为 光滑 曲线 . 
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现在 卫 上 任 取 一 点 Pu ,其 向 径 为 rto)= 《x(to),y(to),z(10)), 设 P 是 上 
的 一 个 动 点 ,其 向 径 为 r(1) = (x(1),y(1),z(!)). 考 察 沿 制 线 PoP 方向 的 向 量 


rt)—r(to) 
[一 1 


当 ! 一 时 , 割 线 PoP 的 极限 位 置 应 是 曲线 厂 在 点 Po 的 切线 .这 样 ,我 们 得 到 了 
曲线 了 在 点 Po 处 沿 切线 方向 的 一 个 向 量 


. —r(t 
r (10) 二 lim HOE Tto) 
Ifo tft— tito 


称 它 为 曲线 卫 在 点 Po 处 的 切 向 量 . 由 此 即 得 曲线 了 在 点 Pu 处 的 切线 方程 为 
xX— X(to) -了 一 yto) _ zz(10) 


xX (Lo) y (10) z (10) 
由 于 曲线 段 卫 的 切 向 量 
rt) = (xit)y zi) (a 过 iB), 
根据 7.2 节 中 的 公式 (7), 曲 线段 卫 的 弧 长 可 表示 为 


B 产 
SC = | rn lar. 


= (x (10),y (to0),z (10)). 


考察 参数 为 1 的 函数 
sD= | rnldr (<r<p. 


它 表示 的 是 从 曲线 的 起 点 r(a) 沿 着 该 曲线 到 曲线 上 任 一 点 r(1) 这 一 段 弧 长 ,是 
一 个 带 变动 上 限 的 积分 .将 它 对 1 求 导 , 得 到 
SOD = |r >0 sis) (1) 

这 表明 孙 数 s(1) 是 1 的 严格 递增 函数 ,因此 可 以 将 :作为 s 的 函数 反 解 出 来 ,得 到 
1= 1(s), 这 也 是 一 个 严格 递增 函数 .这 就 是 说 ,对 一 段 光滑 曲线 ,总 可 以 将 它 自 身 
的 弧 长 作为 向 量 方程 的 参数 . 以 弧 长 作为 参数 有 很 多 的 便利 ,例如 ,许多 公式 都 将 
大 大 地 简化 ,并 且 比 较 容 易 地 导出 曲线 的 其 他 几何 不 变量 . 

现在 ,我 们 把 向 量 参 数 方程 直接 写 为 r= r(s) ,这 里 的 参数 * 是 从 某 一 点 算 起 
的 弧 长 .这 时 .由 式 (1) ,我们 得 到 


, ds 
| rs) | = qs = 1 (2) 


这 表明 , 径 向 量 对 弧 长 参数 求 取 的 导向 量 ,是 模 长 为 1 的 向 量 .也 就 是 说 ,r'(s) 是 
曲线 厂 上 各 点 处 的 单位 切 向 量 .反之 , 当 切 向 量 为 单位 向 量 , 即 上 rr (1) 上 =1 时， 
由 弧 长 公式 ,可 得 
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= 站 1rcolldr= | ac = +t-a, 
即 上 =s+a. 由 此 看 出 ,: 就 是 从 ! = ac 处 算 起 的 弧 长 . 
例 1 考虑 参数 方程 
X= acos 一， y= asin 二 
此 方程 代表 的 仍 是 中 心 在 原点 .半径 为 a 的 圆 . 由 于 此 时 
r'(1) = (- sin 地 ,cos 二)， 
从 而 rr =1, 所 以 1 是 该 圆周 的 弧 长 .事实 上 ,如 果 用 9 表示 径 向 量 从 横 轴 
的 正 向 开始 、 朝 逆 时 针 方 向 转动 时 扫 过 的 角度 ,那么 ab 就 是 绝 长 . 
有 了 曲线 的 切 向 量 和 弧 长 的 概念 ,就 可 以 引进 刻画 曲线 弯曲 程度 的 量 一 一 
曲率 . 
定义 9.5.1 设 P:r=rCCo 委 上 委 8) 是 一 段 光 滑 曲 线 ,r (10) 与 7r (to+A1) 
之 间 的 夹 角 记 为 Ag,r(to) 与 r(io+Al) 之 间 的 弧 长 记 为 As. 如 果 lim | A9/As| 存 
在 ,就 称 此 极限 为 醋 在 r(to) 处 的 曲率 , 记 为 
kC10) = lim| 鲁 . 
我 们 先 来 计算 以 弧 长 为 参数 的 曲线 的 曲率 .为 此 , 先 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 9.5.1 设 曲线 P:r=r(s)(s 是 弧 长 参数 ) 的 每 一 点 处 有 一 个 单位 向 量 
a(s),a(s+As) 和 a(s) 之 间 的 夹 角 记 为 A0. 如果 a(s) 可 导 , 那 么 


. (3) 


/ _ 1 |A0 
1 = a 
证 明 直接 计算 ,可 得 
上 asy 1 = | lim Os + As)— a(s) | = lim a(s+As)— a(s) 
As As—0 


As—0 | As | 
) 


sin(A0/2) 
Ab/2 


Ag 


lim 入 5 


As~0 


= lim 
As—() 


2sin(A0/2) | _ 
As 


As 

定理 证 毕 ( 图 9.3). D 
在 这 个 定理 中 ,与 曲线 上 的 点 相 联 系 的 向 量 a(s) 必 须 是 单位 向 量 , 但 不 必 是 

在 该 点 处 的 切 向 量 . 当 a(s) 是 各 点 处 的 单位 切 向 量 r(s) 时 , 式 (3) 右 边 的 极限 就 

是 该 曲线 在 s 处 的 曲率 k(s) ,因而 从 定理 9.5.1, 可 得 : 

定理 9.5.2 设 I 全 :r= r(s) 是 一 条 以 弧 长 为 参数 的 曲线 ,那么 它 的 曲率 
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K(s) = 1 rm(s) 1， 


Va a(s) 
+As 2 
5 a(s) ~ | 
a(s+As) a(st+As) 
9.3 


例 2 直线 可 以 用 向 量 方程 表示 为 
r(s)= us+v, 
其 中 4 与 0 为 常 向 量 ,并 且 wu =1. 这 时 , 切 向 量 T(s)=r'(s)= 4 是 常 向 量 ， 
从 而 r(s)=0, 曲 率 k(s)=0. 反 之 ,如 果 k=0, 即 r(s)=0, 由 此 可 知 r'(s) 是 常 
向 量 ,进而 解 得 r(s) = us + ,其 中 4 与 v 为 常 向 量 . 
由 此 可 知 ,直线 的 特征 是 k =0. 0 


,i _ Ss 
例 3 讨论 圆 r(s) (acos 2 asin = ): 
这 时 ， 
r'(s) = (- sin ,cos 2), 
a a 


r(s) = (- Tcos 3， 一 了 sin 2). 
于 是 ,k(s)= | rs) 1 =1/a, 即 圆 的 曲率 等 于 其 半径 的 倒数 . 0D 
现在 设 曲 线 由 参数 方程 r = r(i) 给 出 ,这 里 参数 1 不 必 是 弧 长 .在 这 种 情况 


下 ,曲率 如 何 计 算 ? 由 于 


dr dt 
as = r (0 dy， 
dz r 


将 以 上 两 式 对 应 的 两 边 分 别 作 向 量 积 , 得 


dr dr px es dy 
ds ™ ds 一 x rn (Gs) ， 
dr dr dr \ 
由 于 ds 是 单位 向 量 , 因 此 dy 与 ds5 互 相 正 交 , 所 以 有 
eri_ ldr eri |, drl’ 
k(t1) = dz | = gr xg rx roll. 


但 因 上 | dr = 1ds| ,所 以 
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3 -3 
- | = 1 renp 1 -3. 


dt 
ds 
由 此 得 出 曲率 公 于 
Ki) = r(f)XxFr(ir) (4) 


rer) ls 
例 4 求 圆柱 螺 线 
r(t) = (acost,asint,bt) (a>0) 
的 曲率 . 
解 ” 直 接 计算 ,得 
r (1t) = (~ asin t,acost,b), 
r(t) = (~ acos{t, — asin 1,0), 
r’ xr = (absint,— abcost,a’). 
因此 
|r = Var+t+b, lrxrl=ava+b’. 
代 人 公式 (4) ,得 出 曲率 


k = ep 
它 是 一 个 常数 ,这 与 几何 直觉 是 相符 合 的 . 0 
现在 来 讨论 曲面 的 切 平面 .Rs: 中 的 曲面 通常 有 三 种 表示 方式 . 
z= f(x,y) ((x,y)E DCR) (5) 
称 为 曲面 的 显 式 表示 .例如 
z= Va -x -yy (x+y <<a) (6) 
表示 以 原点 为 中 心 .a 为 半径 的 上 半球 面 . 这 种 表示 方式 的 缺点 是 ,任何 平行 于 z 


轴 的 直线 和 曲面 最 多 只 能 相交 于 一 点 ， 因 此 它 不 能 表示 封闭 曲面 .例如 ,以 原点 为 
中 心 .半径 为 a 的 球面 必须 用 方程 (6) 和 
z=- Va x -yy (x+y a) 
两 个 方程 来 表示 ,前 者 表示 上 半球 面 ,后 者 表示 下 半球 面 . 
设 三 元 函数 定义 在 区 域 0CRs 上 .区 域 2 中 所 有 满足 方程 

F(x,y,z)=0 (7) 
的 点 集 组 成 一 张 曲 面 , 称 为 由 方程 (7) 所 确定 的 隐 式 曲面 .为 了 使 式 (7) 能 确定 一 张 
真正 有 “意义 ”的 曲面 ,不 得 不 对 F 加 一 些 限制 ,例如 , 设 下 在 Q 上 是 连续 的 ,甚至 


oF 9F oF 


还 要 加 上 三 个 偏 导数 二 ~ "gy ,Jz 也 在 0 上 连续 的 条 件 . 
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与 显 式 曲 面相 比 , 要 确定 隐 式 曲面 上 的 点 ,通常 要 来 解 方程 (7). 当 函 数 广 比 
较 复 杂 时 , 解 方程 的 工作 就 不 是 那么 的 轻松 . 

我 们 指出 隐 式 曲面 的 一 个 优点 . 设 FE C(C2) ,方程 (7) 表 示 一 张 封 闭 曲 面 .这 
时 曲面 就 把 全 空间 Rs 分 成 三 个 部 分 ,一 个 是 曲面 本 身 , 另 外 两 个 是 曲面 的 外 部 和 
内 部 .把 这 两 部 分 的 点 代 人 下 将 不 等 于 零 , 而且 所 有 内 部 的 点 代入 严 , 其 值 必 取 同 
样 的 符号 (不 妨 说 是 正 号 ) ,那么 将 曲面 外 部 的 点 代入 FF, 必 取 负 值 .这 个 事实 使 得 
我 们 很 容易 来 区 分 曲面 的 内 外 ,在 计算 机 图 形 学 中 ,这 是 很 有 意义 的 事 .例如 

x2:+y+z—-ar=0 
表示 Ra 中 以 原点 为 中 心 a 为 半径 的 球面 ， 
XxX*+y+2z-a:<0 和 Xx*+y+2z:—-a*>0 

分 别 表示 球 内 和 球 外 的 点 . 

下 面 讨论 曲面 的 切 平面 . 

设 po = (xo，, yo,zo)ED 是 隐 式 曲面 (7) 上 的 一 个 点 .任意 作 一 条 过 点 po 的 曲 
面 上 的 曲线 了 , 设 了 的 参数 方程 为 

X= X(t), y= y(t), z= z(1), 
并 且 参 数 to 对 应 着 点 po 将 参数 方程 的 三 个 分 量 代 入 式 (7) ,得 到 一 个 关于 1 的 恒 
等 式 
F(x(t),y(1),z(t)) =0. 

对 上 式 的 两 边 在 to 处 求 导 , 得 到 


0 EA 0 ’ 0 有 
Fp x Co) + 了 (Pa)》 (10) + Epo)z (10) = 0. 


ax 
用 向 量 的 内 积 来 表示 ,上 式 为 
过 可 oa 站 时 
( 甘 (po 芳 (po 天 (po (x (to)sy (to0),Z (10)) = 0. 
这 表明 ,曲线 械 在 点 po 处 的 切 向 量 与 向 量 
/oF oaF oF 
JF(po) = (Gx pe) 3y po) Tz po)) (8) 


垂直 .由 于 卫 是 曲面 上 过 点 po 的 任 一 条 曲线 ,而 式 (8) 是 一 个 固定 的 向 量 , 这 就 表 
明 ,曲面 上 过 点 po 的 任何 曲线 在 点 po 处 的 切线 是 共 面 的 ,这 个 平面 称 为 曲面 (7) 
在 点 po 处 的 切 平面 ,而 向 量 (8) 称 为 曲面 (7) 在 po 点 处 的 一 个 法 向 量 . 

因此 ,曲面 (7) 在 Po= (Xo, yo ,zo ) 处 的 切 平面 的 方程 是 
0 


和 po) + (z ~ z0) OF po) =0, (9) 


0 
Cx ~ 如) SE Cpo) + 的 


这 里 (x,y,z) 是 切 平面 上 的 流动 坐标 . 
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例如 ,考察 球面 
F(xsy,2)= x +y+2z2-a:=0, 
在 点 (xo ,yo;zo) 处 ,由 式 (8) 可 得 法 向 量 (xo，, yo,zo). 这 是 一 个 指向 球 外 的 法 向 量 ， 
可 以 叫 作 外 法 向 量 .为 了 求 球 的 切 平面 方程 ,由 式 (9) ,可 得 
(XxX— Xo)Xxo+ (y— yo)yo + (Zz — z0)zo = 0. 
注意 到 (xo ,yo ,zo) 是 球面 上 的 点 ,上 式 又 可 写作 
XoX+ yoy+ zoz = 02. 
这 就 是 球面 过 点 (xzo, yo, zo) 的 切 平面 方程 . 
由 于 显 式 曲面 的 方程 (5) 总 可 以 转化 为 隐 式 方程 
Flxyy,2) = z- f(x,y)=0 ((x,y) € D), 
任 取 (xo ,yo)ED, 再 令 zo= f(xo,yo), 依 式 (8) 可 得 曲面 的 一 个 法 向 量 


9 do 
(- 中 (cy -Lr yo) ,1). (10) 
ox 9y 


由 式 (10) 看 出 :此 法 向 量 的 第 三 个 分 量 为 1, 所 以 它 同 z 轴 的 正 向 的 夹 角 不 超过 
r/2, 可 以 称 向 量 (10) 为 上 法 向 量 . 相应 地 


0 人 
(Hrsy) xo yo), 一 1) 
ox 9y 


可 称 为 曲面 (5) 的 下 法 向 量 . 这 两 个 法 向 量 只 是 有 相反 的 方向 ,所 以 它们 都 垂直 于 
过 Po=(Xo， yY0， zo) 的 切 平面 . 这 时 , 切 平面 的 方程 为 


o | 
之 一 fxo, yo) = (xC— Xo) Sf Car yo) 十 (y 一 yo) 0). (11) 


曲面 的 第 三 种 表示 方式 是 所 谓 的 参数 表示 . 设 r=r(u,v)ER’, 其 中 参数 
(ww,，v)EA, 这 里 A 是 参数 平面 Ouv 上 的 一 个 区 域 . 记 r= (x,y,z) ,我 们 称 
SB:r=r(uv) ((u,v)E€ A) (12) 
是 一 张 参数 曲面 .把 式 (12) 用 分 量 表示 出 来 ,就 是 


X= XxX(u,v), 
en (Cu VON) € A). (13) 
z= z(u,v) 

通常 ,我 们 称 式 (12) 是 曲面 3 的 向 量 方程 ,而 式 (13) 是 曲面 3 的 参数 方程 . 显然 ， 
方程 (12) 和 (13) 之 间 的 转换 是 直截了当 的 ,所 以 我 们 可 以 认为 方程 (12) 与 (13) 是 
一 回 事 . 

例 5 设 po ER 是 一 个 固定 的 点 ,a 与 b 是 自 po 出 发 的 两 个 相交 的 向 量 .这 
时 ,由 a 与 b 张 成 的 平面 可 以 有 向 量 方程 
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r= po+uat+ vb, 
这 时 ,参数 (4 ,Vv) 在 全 参数 平面 上 变化 . 0 
例 6 球 心 在 坐标 原点 .半径 为 4a 的 


球面 有 参数 方程 
x = asin 0cos 9， 
y = asin bsin 92， (14) 
z = acos 0， 
其 中 参数 (0,9) 的 变化 范围 是 A = [0,x] 
x[0,2xj, 见 图 9.4. 0 


可 以 把 曲面 2 的 参数 方程 (13) 看 成 
是 从 参数 变化 区 域 A 到 上 的 映射 
r:A—r(A) = Zz, 
见 图 9.5 和 图 9.6. 也 就 是 说 ,任意 地 给 定 
一 点 (uo ,V0o)E A, 代入 方程 (13) ,可 算得 号 上 的 一 点 po = 《xo ,yo,zo), 其 中 
Xo = XUosV0), yo = yCuov oo)， Zo = Zz(uUo, V0). 


当然 ,不 同 的 参数 对 可 能 对 应 着 > 上 的 同一 个 点 ,这 时 曲面 3 出 现 自 交 的 现象 . 


图 9.5 图 9.6 


现在 , 令 v= v6, 在 参数 区 域 上 ,这 是 一 段 平 行 于 u 轴 的 直线 .这 时 ,将 v= mm 
代 人 参数 方程 ,得 出 
X 二 XU Vo)，yY= yuv), z= z(u,vo), 
这 是 单 参数 4 的 方程 ,对 应 着 三 上 的 一 段 曲线 ,这 类 曲线 称 为 曲面 三 上 的 & 曲线 
(因为 只 有 参数 u 在 变化 ); 不 同 的 we 就 对 应 着 不 同 的 u 曲线 ,所 有 的 u 曲线 族 就 
覆盖 住 了 曲面 .类似 地 , 若 令 上 = uo, 那 么 曲面 上 的 曲线 
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X= XCUnb0), y= yu)，z=ZzCUo 1) 

称 为 上 的 v 曲线 (因为 只 有 参数 "在 变化 ) ;不 同 的 uo 对 应 着 不 同 的 v 曲线 ,v 曲 
线 也 覆盖 住 了 整个 曲面 5. 一 般 地 ,只 有 一 条 u 曲线 和 一 条 % 曲线 通过 曲面 > 上 的 
一 点 .例如 ,过 曲面 上 的 点 r(uo，,vo) 只 有 曲线 v = vo。 和 wv 曲线 4 = uo 通过. 
我 们 说 , (uo,vo) 是 曲面 5 上 的 点 riuo,vo) 的 曲线 坐标 , 以 后 ,我们 干脆 称 
(uo, ww) E€ A 是 曲面 上 的 点 . 

让 我 们 来 看 例 6, 这 时 球面 上 的 9 曲线 的 方程 是 2 = 常数 ,它们 是 球面 上 的 经 
线 ; 而 球面 上 的 2 曲线 的 方程 是 = 常数 ,它们 是 球面 上 的 纬 线 , 当 常 数 属于 
(0,rxV/2) 时 ,是 北纬 线 , 当 常数 属于 (r/2,xr) 时 ,是 南 纬 线 .很 明显 ,除了 南极 点 和 北 


极点 之 处 ,球面 上 的 其 他 点 只 有 唯一 的 一 条 经 线 和 唯一 的 一 条 纬 线 通 过 ， 
偏 导 向 量 
JE Cu, v0) 二 (Eu, 00) ,3 YOu v0) ,于 z(u,v0) ) (15) 
是 曲面 的 wu 曲线 v= vo 的 切 向 量 .类 似 地 ， 
Cuo yy) 二 (E00) 5 A ECu0,v)) (16) 
dv 


是 曲面 的 v 曲线 上 & = uo 的 切 向 量 . 
特别 地 , 偏 导向 量 


0 9 
uo, v0), 和 (Cuoy vo) (17) 


分 别 是 曲面 上 点 Cuo ,vo) 处 的 u 曲线 的 切 向 量 和 wv 曲线 的 切 向 量 ,为 了 进一步 
认识 这 两 个 向 量 的 几何 意义 ,我们 继续 开展 下 面 的 讨论 . 

设 w = u(t1),v = v(1) 是 A 中 的 一 段 曲 线 , 并 设 uo = u(to),wvo = v(to0). 
这 一 段 曲线 在 映射 r 之 下 , 变 成 曲面 5 上 的 一 条 曲线 , 它 经 过 上 的 点 po。 = 
r(Uoy V6). 所以, 我们 可 以 直接 称 ww = wu(1),v = v(1) 是 三 上 过 mo 这 一 点 的 曲 
线 , 它 的 向 量 方程 是 

r= FrCKCI) v(t)). 

对 上 求 导 ,由 链 式 法 则 ,可 得 


dr _ _ oar 7 
dt 5 


2 / 


u (1) +- Fp (1: 


将 1= io 代入 上 式 , 有 


中 
dr = uo vOu 0) + FECuos vo) v10). 
dr l= Adu 


此 式 表明 :曲面 本 上 过 点 po 的 任何 一 条 曲线 ,在 po 处 的 切 向 量 都 是 式 (17) 中 的 两 
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个 向 量 的 线性 组 合 .也 就 是 说 ,曲面 上 过 点 po 的 任何 一 条 曲线 在 点 po 处 的 切线 
在 同一 平面 上 ,这 就 是 式 (17) 中 那 两 个 向 量 张 成 的 平面 ,当然 要 设 这 两 个 向 量 不 共 
线 .我 们 把 这 个 平面 定义 为 在 po 处 的 切 平面 ,而 把 向 量 


0 9 
SE (uos vo) x (uo, v0) (18) 
当成 2 在 点 po 处 的 一 个 法 向 量 . 


因此 ,由 式 (18),(15),(16) 可 知 ,曲面 3 在 点 (u,v) 处 有 法 向 量 


(2 9(z, xX) 9X) 
a(u,v) a(u v0) 9a(u, v0) 


由 式 (19) 表 述 的 法 向 量 ,通常 不 是 单位 向 量 .现在 ,我 们 来 计算 它 的 模 , 由 于 


(19) 


ro xrsl?= Dri rs? Cr r,)’, 
车 令 
2 > (9x\Y* (97) 1azY 
E= lr.l* = ( 完 ) + ( 完 ) + ( 守 ) ， 
_ , 9x9x ， 9y9y ,9z9z 
上 = udYy + DB + duav’” (20) 
- 2 (9x: (9yY /9zY’ 
G= lr,l? = ( 革 ) + (3) + (535) ’ 
E,F,G 称 为 曲面 的 第 一 基本 量 , 则 
|rmxr = VEG- FPF, (21) 
从 而 
1 (2 9(z,x) 2) (22) 
VEG -Fi\a(u,v) (u,v) 9(u,v) 


是 曲面 3 的 单位 法 向 量 ,以 n 来 记 . 很 自然 , 若 在 式 (22) 的 前 面 乘 以 一 1, 得 到 的 也 
是 一 个 单位 法 向 量 ,只 是 其 指向 与 式 (22) 相 反 . 令 


n=+ TT (23) 
对 本 章 的 讨论 来 说 ,在 式 (23) 的 右边 取 + 还 是 取 - ,结果 不 会 有 两 样 .但 是 在 本 教 
材 的 第 12 章 , 当 我 们 要 对 曲面 3“ 定向 ”时 ,如 何 选择 (23) 右 边 的 符号 ,就 有 讲究 
了 ,到 时 候 再 作 详 细 的 叙述 . 

要 想 利 用 微分 和 积分 作为 工具 来 研究 曲面 , 那 就 应 当 要 求 曲面 的 方程 
r=r(Cis yo) 中 的 向 量 值 函数 r(x ,2 有 所 需要 的 高 阶 的 连续 偏 导 函数 . 设 (uwoyvo) 
EA. 若 
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Tu x ru | oo 天 0， 


则 称 rCuo, ze ) 为 曲面 上 的 正则 点 ;否则 , 称 为 育 点 . 当 > 上 的 所 有 点 都 是 正则 
点 时 , 称 为 正则 曲面 .今后 ,凡是 讲 到 曲面 ,都 是 指正 则 曲面 .我 们 附加 “正则 ”这 


一 条 件 的 原因 ,在 于 保证 曲面 处 处 存在 着 切 平面 和 法 向 量 . 
很 明显 ,曲面 3 在 一 点 处 的 切 平面 和 法 向 量 


; 照 理 说 应 当 是 由 曲面 的 内 蕴 几 


何 所 确定 的 ,不 应 当 依赖 于 参数 方程 的 选择 ,但 是 ,法 向 量 的 方向 r, Xr。 又 是 由 曲 
面 的 参数 方程 计算 出 来 的 ,怎么 来 说 明 它 实 际 上 与 参数 的 选择 无 关 呢 ? 
设 从 参数 (u,v) 到 新 的 参数 (s, i) 存在 着 双方 单 值 的 .一 阶 连续 可 导 的 对 应 


ar av 
ov ot 


(24) 


) 


(25) 


关系 
u = u(s,t), 一 
((s,1) € A). 
v= v(s,1) 
这 时 ,曲面 有 了 新 的 参数 方程 
r= ru(s,t),v(s,1)). 
经 直接 的 计算 ,可 知 
= (2 90) ar x ar， 
9s 9t 9t 9s/oqu gb 
即 
r,s Xr,= rs Xr,. 
由 式 (25) 可 见 , 只 要 映射 (24) 的 Jacobi 行列 式 
3 #0 
在 A 上 处 处 成 立 ,那么 曲面 2 的 法 向 量 的 方向 是 不 会 改变 的 ,至 于 其 指向 是 否 改 
变 , 全 由 
>0 或 <0 
来 决定 . 
例 7 求 例 6 中 的 球面 的 法 向 量 . 
解 ” 我 们 有 
re = a(cos Ocos ,cos Osin 9, — sin 0)， 
re = a(~— sin Osin 9,sin bcos 9 ,0), 
所 以 
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E=a’:, F=0, G = a’sinm 0, 
从 而 得 出 VEG -Fr =a?sin9, 并 且 
ro Xrs = a’:sin (sin bcos 9,sin Osin 9,cos 0). 


因此 ,球面 的 单位 法 向 量 是 
(sin Ocos ,Sin Osin 9 ,cos 9). 


对 照 球 面 的 参数 方程 (14) ,前 一 表达 式 正 是 


( 宕 ,之 ,之 )= 二 (x,y,2). 
a a a a 
这 表示 球面 上 点 的 径 向 量 除 以 球 的 半径 ,正好 是 球 的 单位 外 法 向 量 . 0 


有 了 曲面 5 的 第 一 基本 量 E,F,G ,就 可 以 计算 曲面 上 的 曲线 的 弧 长 . 设 u = 
u(t),v= v(1) 是 上 的 一 条 曲线 ,这 条 曲线 有 向 量 方程 
r= r(u(t), v(t)). 
因此 
dr = (ru (1) + rv Cr))dir， 
弧 元 的 平方 是 
ds? = dr? = (E(u (1))? +2Fu (tv (1) + GO CDD)2)dr2. 
由 此 得 到 绝 长 公式 
s = | VE +2Fu'v + GUC). (26) 


这 是 一 个 定 积分 , 它 的 下 限 和 上 限 应 由 曲线 的 起 点 和 终点 决定 . 

下 面 看 一 个 例子 . 

例 8 求证 :在 一 切 由 球面 上 的 两 点 所 决定 的 球面 曲线 中 ,只 有 这 两 点 所 定 的 
较 短 的 大 圆 弧 才 有 最 小 的 弧 长 . 

证 明 ” 设 在 例 6 中 的 球面 上 ,p 和 gq 是 其 上 的 两 点 .不 失 一 般 性 ,可 设 p 与 q 
在 的 同一 条 经 线 上 . 设 这 两 点 的 参数 分 别 是 (0o,9o) 和 (0 ,2o), 其 中 0 >> 00. 
这 两 点 所 决定 的 球面 曲线 记 为 厂 , 又 设 械 的 方程 是 

0=0(1), p= (1) (to 人 ti). 

由 公式 (26) , 卫 的 弧 长 是 


s(T)= | Va(0):+a’sin0. (9 )di 
>al" 0' (dt = a(b(t) — 9(10)), 
10 
式 中 等 号 当 且 仅 当 2 =0, 即 2 为 常数 wo 时 成 立 .这 时 的 曲线 古 正 是 由 p 与 g 两 
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点 所 决定 的 大 圆 弧 ,而 
a(O(ti) - 0(10)) = a(0 -— 00) 
正好 是 这 一 段 大 加 缴 的 弧 长 . 0 


练习 题 9.5 


1. 求 参数 曲线 r(1)=(e',1,1”) 在 1=0 与 1=1 这 两 点 处 的 切线 方程 . 
2. 设 参数 曲线 


2! 1-27 
1+ tl1+ 下 


求证 :对 任何 :ER, 径 向 量 r(1) 与 切 向 量 1'(1) 互 相 正 交 . 问 这 是 一 条 什么 曲线 ? 
3. 讨论 平面 曲线 


r()=( 


r(f) = (e'cost,e'sin1) (1 € R). 
求证 :在 曲线 上 的 每 一 点 处 , 切 向 量 与 径 向 量 交 成 定 角 x/4. 
4. 设 参数 曲线 段 
rt) = (x(1),y(1)) (a 过 tb), 
它 的 分 量 x,y 在 [a ,bj 上 连续 ,在 (a,b) 上 可 导 , 并 且 对 :€E (a,b), 有 x(1) 关 0. 我们 称 
由 (x(a),y(a)) 与 (x(b),y(b)) 两 点 决定 的 直线 段 为 这 条 参数 曲线 段 的 弦 . 求证 :曲线 
上 至 少 有 一 点 使 得 曲线 在 这 点 上 的 切线 与 弦 平 行 . 
5. 设 a(1),b(i) 是 两 个 可 导 的 向 量 函 数 ,(1) 是 可 导 的 数量 函数 .证 明 : 
(1) (MGCDa(0D) =A (ta(t) +A(t)a’ (1); 
(2) (a(t)» bl1)) =a C(t) b(t)+a(t)* b(t); 
(3) (a(t) Xb(1))’ =a (xb(t)+a(t)x b(t). 
6. 设 可 导 的 向 量 函 数 a(1) 有 不 变 的 长 度 .求证 :a(1) 与 a(1) 总 是 正 交 的 . 
7. 讨论 椭圆 
X= acosi, 
y= bsin (0 委 上 过 2x). 
(1) 求 椭 圆 在 每 一 点 处 的 切 向 量 ; 
(2) 证 明 椭 圆 的 光学 性 质 ; 从 一 焦点 发 出 的 光线 ,在 经 过 椭圆 镜面 反射 之 后 必 经 过 另 一 
焦点 . 
8. 求 下 列 曲线 的 曲率 : 
(1) r(t) = (acosh 1,asinh 1,at), 其 中 常数 a 二 0; 
(2) r(1)= (a(3t 一) ,3at?*,a(31+ 13)), 其 中 常数 a 汪 0. 
9. 由 下 述 方程 确定 一 条 球面 曲线 : 
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10. 


11. 
12. 
13. 


14. 


15, 


16. 
17. 


18. 


19. 


20. 


21 . 


22. 
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x+ 天 +z2 =9， 
Xx 一 只 =3. 
给 定 曲线 上 的 一 点 po = (2,1,2), 求 曲线 在 po 处 的 曲率 . 
求 出 下 列 曲面 在 指定 点 处 的 法 向 量 和 切 平面 方程 : 
(1) x*+ y+2z:=4,po= (1,1,V2); 


= arctan 了 = x. 
(2) z=arctan ,po (1,1, 了 至); 
(3) 3x* +2y: -2z—-1=0,po= (1,1,2); 
(4) z=y+in 二 ,po=(1,1,1)， 


求 出 椭 球 面 x* +2y?+3z?=21 上 所 有 平行 于 平面 x+4y+6z=0 的 切 平面 . 
证 明 :曲面 z = xe** 上 所 有 切 平面 都 通过 原点 . 
试 定 出 正 数 ,使 曲面 xyz = 4 与 椭 球 面 


2 2 2 
Eg + 三 ==] 


C2 b: ec 
在 某 一 点 相 切 , 即 有 共同 的 切 平面 . 
两 相交 曲面 在 交点 处 的 法 向 量 所 夹 的 角 称 为 这 两 个 曲面 在 这 一 点 的 夹 角 . 求 圆柱 面 
xz+yY=az 与 曲面 bz = xy 的 夹 角 . 
求 椭 球面 


上 点 的 法 向 量 与 x 轴 和 z 轴 夹 成 等 角 的 点 的 全 体 . 

求 曲 面 x* + y* + z?*=x 的 切 平面 ,使 其 垂直 于 平面 x-y-z=2 和 x-y-z/2=2. 

证 明 : 曲 面 /x + Vy + Vz=Va (a 之 0) 的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 截 下 的 诸 线 段 之 和 为 
常数 . 

证 明 : 曲 面 F(x 一 az,y 一 bz)=0 的 所 有 切 平面 与 某 一 直线 平行 ,其 中 a,b 为 常数 . 


证 明 : 曲 面 天 ( 兰 & ,也 ) =0 的 切 平面 通过 一 个 固定 点 ,其 中 a,b,c 为 常数 . 
c 


ZC Zz 
证 明 : 曲 面 ax + by+ cz= B(x+ + 式 ) 在 点 po = (xo,yo,zo) 处 的 法 向 量 与 向 量 
《xo yosZ0) 和 (a ,b,c) 共 面 . 
求 曲面 

F(x,y,z) = 0, G(x,y,z2)=0 

的 交 线 在 Oxy 平面 上 的 投影 曲线 的 切线 方程 . 
求 出 以 下 曲面 的 E,F,G: 
(1) 椭 球 面 
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r(u,v) = (asin ucos v, bsin usin v,ccos u); 


《2) 单 叶 双 曲面 


r(u,v) = (acosh ucos v, bcosh usin vcsinh wu); 


(3) 椭圆 抛物 面 


rl(u,v) = (wo 二 (所 + 上 )) 
23. 设 E,F,G 为 曲面 r= r(u,v) 的 第 一 基本 量 , 称 
1 = Edu:*+2Fdudv + Gdv’ 
为 该 曲面 的 第 一 基本 齐 式 .求证 :1 了 = dr*. 
24. 已 知 曲面 的 第 一 基本 齐 式 为 
T= du:*+(u:+a’)dv. 


求 曲面 上 的 曲线 w= 从 六 到 v2(v1) 这 一 段 的 弧 长 . 


9.6 隐 函 数 定理 


本 节 所 讨论 的 问题 , 即 隐 函 数 存 在 的 问题 ,不 仅 在 数学 分 析 这 门 课程 中 有 重要 
的 意义 ,同时 也 在 数学 的 其 他 分 支 ,例如 方程 式 论 .微分 方程 论 等 数学 分 支 中 ,有 十 
分 重要 的 应 用 . 

实际 上 ,9.6~9.8 节 是 紧密 相关 的 .要 想 充分 地 掌握 这 三 节 的 内 容 , 最 重要 的 
是 要 很 好 地 掌握 定理 9.6.1 的 结论 的 意义 和 证 明 的 方法 .做 到 了 这 两 点 ,就 为 学 好 
这 三 节 的 具体 内 容 莫 定 了 牢固 的 基础 . 

在 正式 提出 定理 9.6.1 之 前 ,我 们 粗略 地 说 说 这 个 定理 的 基本 意思 . 设 DCR 
是 一 开 集 ,F: D 一 R 是 一 个 含 两 个 自 变量 x 与 y 的 函数 .因此 方程 

Fl(x,y)=0 (1) 

就 是 对 D 中 的 点 (x,y) 施 加 了 某 一 种 限制 . D 中 适合 这 一 限制 的 点 的 全 体 组 成 D 
内 的 一 条 曲线 ,方程 (1) 称 为 该 曲线 的 隐 式 方程 . 

必须 注意 两 种 极端 的 情况 :第 一 是 ,这 种 限制 过 于 苛刻 , 以 致 D 中 没有 点 能 适 
合 这 一 限制 ,这 时 式 (1) 所 定义 的 “曲线 ”实际 上 是 空 集 ;第 二 是 , 式 (1) 是 一 个 恒 等 
式 , 即 式 (1) 实 际 上 并 不 是 一 种 限制 ,这 时 “曲线 ”由 D 中 所 有 的 点 组 成 .我 们 自然 
应 当 排 除 这 两 种 极端 的 情况 . 

设 (xo,yo)ED, 并 且 F(xo,yo)=0. 我 们 的 问题 是 ,应 当 对 二 元 函数 FF 加 上 什 
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信条 件 , 以 及 在 点 (xo,yo) 的 邻近 的 怎样 一 个 范围 之 内 ,方程 (1) 能 确定 可 微 的 解 y 
= fx) 或 =8(y). 通 常 ,我 们 把 上 面 的 最 后 一 句 话 通俗 地 表述 为 “从 方程 (1) 中 
解 出 y= f(x) 或 x=g(y)”. 

我 们 应 当 着 重 指出 ,标明 了 黑体 的 “ 解 出 ”二 字 , 应 理解 为 “存在 性 ”, 即 存在 着 
这 样 的 可 微 函 数 , 而 不 意味 着 解 出 的 可 操作 性 ， 

先 看 一 个 简单 的 例子 . 设 F(x,y)=x*+ 一 1, 也 数 F 在 R* 上 有 定义 .满足 
F(x,y)=0 的 点 的 全 体 是 单位 圆周 x* + y=1. 在 单位 圆周 上 , 除 点 (一 1,0) 和 


(1,0) 处 ,在 其 他 的 每 一 点 处 ,都 可 解 出 y= /Co) ,这 两 点 之 所 以 例外 ,与 37 +1,0) 


=0 是 有 关联 的 .对 称 地 ,在 单位 圆 上 除 点 (0, 一 1) 和 (0,1) 之 外 ,在 其 他 的 每 一 点 


处 ,都 可 以 解 出 *= 8(y), 这 两 点 之 所 以 例外 ,与 了 5 (0, 土 1) = 0 是 有 关联 的 . 


在 陈述 定理 9.6.1 之 前 ,我 们 注意 :如 果 1,J 是 R 中 的 两 个 区 间 , 则 称 [xJ 
为 R: 中 的 一 个 矩形 , 它 的 边 分 别 平行 于 两 坐标 轴 . 同样 , 若 1;(i=1,2,…,n) 是 RR 
中 的 区 间 , 那 么 [XT X… X17, 是 R" 中 的 一 个 n 维 长 方 体 . 

定理 9.6.1( 隐 函数 定理 ) 设 开 集 DCR, 孔 数 F:D 一 R 满足 条 件 : 

(a) FECI(D); 

(b) 点 (xo,yo)ED 使 得 F(xo, yo)=0; 

Ko) 人 ya) .<0， 


那么 存在 一 个 包含 (xo, y ) 的 开 卸 形 1 Xx JCD ,使 得 : 
(1) 对 每 一 个 xE 171, 方程 F(x,y)=0 在 J 中 有 了 唯一 的 解 f(x); 
(2) yo= f(xo0); 
(3) fE CD); 
(4) 当 xE7 时 ,有 


Fx) =- 2 (2) 


其 中 y= f(x). 
证 明 不 妨 设 一 32o >>0. 由 条 件 (a), 存 在 一 个 包含 (x, yo) 的 开 答 形 


1 xXxJ, 满 足 1XJCD, 有 日 在 1 XJ 上 >>0, 于 是 对 任意 给 定 的 XxGEG1 .F(x,y) 
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在 闭 区 间 上 是 严格 递增 的 连续 函数 . 设 J= (c,d), 由 条 件 (b), 可 知 必 有 
F(xo,c)—<0, Flxo,d)>>0. 
由 条 件 (a) 能 推出 FE C(D), 因 此 存在 含 x 的 开 区 间 1C7 ,使 得 当 xE€ 1 时 ， 
Flx,c) <0, Flx,d)>0. 
由 连续 函数 的 零 值 定理 和 严格 单调 性 知 ,对 每 一 个 xE 了 ,存在 唯一 的 一 个 数 , 记 作 
f(x)Elc,d)=J, 使 得 FCx,fCx))=0. 这 就 证 明了 (1), 显 然 f 满足 (2). 
为 了 证 明 (3) 和 (4) ,我 们 先 来 证 明 f 在 开 区 间 1 上 连续 .特别 地 ,要 证 明了 在 
xo 处 连续 .这 是 十 分 明显 的 .因为 从 上 述 做 法 中 可 以 看 出 ,不 管 包 含 yo 的 区 间 J 取 
得 多 么 小 ,区 间 / 一定 可 以 取得 适当 小 ,使 得 当 xE€ 了 时 对 应 的 fx)€EJ, 由 此 可 得 
fCx) 一 Axo)| 过 171, 其 中 | 表示 区 间 /的 长 度 . 
现在 任 取 x1 E71l 设 y=f(xi), 则 (x,y1)E1TXJ. 因 为 F(xi,y1)=0， 


全"?>0, 所 以 在 点 (x1,y 1) 处 满足 它 在 (x。，yo) 处 的 同样 条 件 . 因此 ,由 


前 述 证 明 可 知 , 存 在 着 包含 (x1,y1) 的 开 算 形 XJiICIXJ, 当 xE1 时 方程 
F(x,y)=0 在 J1 上 有 了 唯一 解 g(x),g 在 x1 处 是 连续 的 .然而 由 唯一 性 可 知 , 当 
XE 时 f(x)= g(x), 这 说 明了 在 点 x! 处 是 连续 的 .由 x1€1 的 任意 性 ,可 知 f 在 
1 上 是 连续 的 . 
再 证 满足 (3) 和 (4). 设 xE1. 取 hh 很 小 ,使 得 x+hE€El. 令 y= xz),K= 
f(x+h) 一 fx). 由 下 的 可 微 性 ,并 利用 定理 9.2.2, 可 得 
0= F(x +h,y+k)— F(x,y) 


_ aF aF 
= x "yh + ay'*" yk +ah+pBk, 


其 中 a 与 8 满足 : 当 h 一 0,k 一 0 时 ,a 一 0,B>0. 
但 是 , 当 h 一 0 时 ,由 已 证 明 过 的 Fe CC(D, 知 k 一 0, 从 而 当 h 一 0 时 直接 推出 


(x+h)— fx) - (+e) 
mf OO km x 
有 0 h n=-0 hh a=0 oF +8 
oy 

即 

352 ,y) 

f(x) = 一 5 
S(x,y) 
dy 
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其 中 xE1T 且 y= f(x). 由 式 (2) 可 知 ,f 在 1 上 连续 . OD 
例 1 方程 
Xiy — 3y+2x = 
在 点 (1,1) 与 (1,2) 两 点 的 近 旁 确定 了 函数 y= f(x). 试 求 f (1). 
解 令 F(x,y)=x?y? 一 3y+2x3, 我 们 有 FF(1,1)=0 及 FF(1,2)=0, 此 外 
3 Cy) = 2x2y 一 3， 


ac,1) =-1， 2320,2) = 1. 
9y Ay 


因此 ,在 (1,1) 的 近 旁 有 


HD 8 
=- 年 = 二 =8; 
<(1,1) 
9y 
在 (1,2) 的 近 旁 有 
aF 
10D = 王 = =-14 0 
~ (1,2) 
9y 


这 个 例子 不 通过 隐 函 数 定理 也 能 算出 需要 的 答案 ,因为 方程 x?y? 一 3y +2x3 
=0 可 以 看 成 是 y 的 二 次 方程 ,从 中 容易 解 出 y 对 x 的 依赖 关系 .在 点 (1,1) 的 近 
旁 ,可 以 解 得 


3- V9-8x 
了 2x? . 
在 点 (1,2) 的 近 旁 ,可 以 解 得 
_3+V9- 8x5 
》 Dx . 
直接 对 以 上 两 个 函数 求 导 , 可 以 分 别 算出 在 x=1 处 的 导数 .建议 读者 计算 一 下 ,以 
同 前 面 的 数值 结果 作 比 较 . 
例 2 方程 


sinx+lIny—- xy =0 
在 点 (0,1) 的 近 旁 确定 了 函数 y= f(x), 求 了 (0). 
解 令 F(x,y)=sinx+lny 一 xy ,那么 F(0,1)=0, 而 且 


aF(01) - ， aF(OD _ | 
ox ， ay 加 


9 
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因此 


这 个 例子 非 用 隐 范 数 定 理 不 可 ,这 是 因为 我 们 无 法 从 方程 FCx,y) =0 中 直接 解 出 
y 对 x 的 显 式 关系 或 x 对 y 的 显 式 关系 . 

作 过 这 两 个 例子 之 后 ,我 们 再 对 定理 9.6.1 作 一 番 解 说 ,以 加 深 读者 的 理解 . 

由 方程 (1) 在 某 一 点 的 范围 内 确定 的 函数 f, 称 为 由 这 个 方程 所 确定 的 隐 函 
数 , 我 们 姑且 这 样 来 理解 :在 一 般 情 形 之 下 ,只 知道 函数 f 存在 ,不 见得 能 得 出 了 的 
解析 表达 式 . 这 就 是 “ 隐 ? 字 的 意义 ,是 相对 有 “明显 的 ”表达 式 而 言 的 .但 是 ,三 确 实 
是 一 个 顶 数 ,因为 它 符合 函数 的 定义 . 

虽说 了 一 般 不 具有 明显 的 解析 表达 式 , 但 是 ,要 在 f 有 定义 的 范围 之 内 作 哺 数 
值 的 近似 计算 , 则 是 完全 可 能 的 .回顾 定理 9.6.1 的 证 明 , 当 xE€1 了 时 ,一 方面 ， 
F(x,c)<0 与 F(x,d) 之 0 成立; 男 一 方面 , 当 y 在 [c,d] 上 由 小 变 大 时 , F(x,y) 
是 y 的 严格 增 函数 .那个 唯一 的 零点 就 是 (x) ,利用 对 分 区 间 套 的 方法 ,就 可 以 把 
fx) 计 算 到 我 们 所 希望 的 精确 程度 . 

最 后 我 们 指出 :公式 (2) 不 必 强 记 , 因 为 只 要 学 会 了 使 用 复合 求 导 的 方法 ,这 个 
公式 是 可 以 随时 推导 出 来 的 . 记 住 当 xE 1 时 ,我 们 有 恒等式 

Flx,.f(x)) 0, 

对 两 边 求 导 之 后 , 便 可 得 出 


oF (Cx, fCx)) + 


Ax 


aF 
oy 
由 此 立 得 公式 (2). 这 种 处 理 方法 甚至 可 以 直接 应 用 到 解 题 上 . 

定理 9.6.1 是 隐 范 数 存 在 定理 的 最 简单 的 情形 ,从 这 个 定理 的 证 明 中 可 以 看 
出 ,证 明 对 更 多 的 变 元 也 是 适用 的 ,无 须 重 做 一 次 . 

定理 9.6.2 设 开 集 DCR“… ,FE:D->R, 满 足 条 件 ， 

(a) FECICD); 

(b) F(Oxoyyo)=0, 这 里 xoGER" ,yoER 且 (xyyo)ED; 

Co) se V0. 


(x,f Cx)f (x0 (ceE 站 . 


那么 存在 (xo, yo) 的 一 个 邻 域 GXJ, 其 中 G 是 xo 在 R" 的 一 个 邻 域 ,J 是 R 中 含 
yo 的 一 个 开 区 间 ,使 得 : 
(1) 对 每 一 个 xE G ,方程 
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F(x,y)=0 
在 J 中 有 唯一 解 , 记 为 f(x); 
(2) yo = f(xo); 
(3) fE C(O), 
(4) 当 xEG 时 ， 
cx， 
fe -各 - - (i = 1,2,0,1), (3) 
Dy ”> 
其 中 y= f(x). 
例 3 设 方程 


sinu— xyu = 0 
确定 隐 函 数 w=f(xo), 求 3 
解 把 上 式 中 的 u 看 成 是 x 与 y 的 函数 ,使 得 上 式 成 为 关于 x, y 的 恒等式 . 
先 对 x 求 偏 导数 ,得 


seosf -yf -y=0, 
解 出 
af_ J 
X cosf—-xy 
将 x 与 > 的 位 置 对 换 , 又 得 
of_ 吉 
y cosf-xy 
其 中 了 表示 f(x,y). 0 
例 4 设 z=z(x,y) 是 由 方程 
Fr+zyy+zxc)=0 (4) 
所 确定 的 隐 函 数 .计算 2 ,区 


解 令 5=x+zy ,7=y+ zx 1. 对 式 (4) 的 两 边关 于 x 求 偏 导数 ,得 


从 上 式 解 出 至 ,得 
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af 3f z 
az __ _9€ 37 好 
ax af 1 9f 1 
986》 97x 
用 同样 的 方法 ,可 以 算得 
af _ apz 


9z _ aa7 9é€ 
9y afl 9 
一 十 
afy 0D7 
也 可 用 公式 (3) 来 计算 :这 时 把 式 (4) 的 左边 记 为 
Flx,y,2) = f(x + zy !',y + zx!), 
并 把 x,y,z 看 成 独立 变量 ,于 是 
aF _9f _9fz aF__9fz ,9f 
got De 997x:” 9y aéy a7 
aF _ af 1 ,9f 1 
9z 96y yx 


代入 公式 (3), 即 得 


aF 9f_9fz 
9z __9x__ _ 96 97x° 
Ax aF af 1 of 1° 
一 一 一 一 一 一 十 一 一 
9z a€ y 397 
aF af _9f z 


9z __9gy__ _97 aé 
9y aF 9 器 


1 
Bp4 De y 7 
可 见 两 种 算法 的 结果 是 一 样 的 . 


练习 题 9.6 


、 d 
1. 对 由 下 列 方程 确定 的 隐 函 数 y(x) ,计算 
(1) x* +2xy— y:= a’; 
(2) xy 一 ln y=0, 在 点 (0,1) 处 ，; 
(3) y 一 esin y=x, 其 中 常数 e€ (0,1); 
(4) x’= y*. 
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2. 对 下 列 方程 ,计算 汪 和 3， 
(1) e*— xyz =0; 


(2) 二 =In 二 ; 
z  》 


(3) x+y+z=e 2 ( 试 对 计算 的 结果 作出 解释 ); 
(4) zzy- xz 一 1=0, 在 点 (1,2,1) 处 . 


; -0 求证.9X089Z - _ 
3. 设 Fox,y,z)=0. 求 证 :7 了 7 天 一 一 1 


、 _ _ 0 计 息 2Z 和 9Z 
4. 设 F(x 一 y,y-z,z 一 x) 0. 计 算 jx 和 5y- 


5. 设 Flxty+ z, 妇 十 史 二 2) 一 0. 计 算 生 和 3 


问 题 9.6 


1. 设 f(x,y,z) 是 可 微 的 q 次 齐 次 函数 ,z = p(x,y) 是 由 方程 FLx,y,z)=0 确 定 的 隐 函 
数 . 证 明 :9?(x,y) 是 一 次 齐 次 函数 . 
aF 


2. 设 D={(xyy):a<x<b,-%w<y 二 + %},F(x,y) 在 D 上 连续 , 且 3y 之 m 之 0. 证明: 
F(x,y)=0 在 (a,b) 上 存在 唯一 的 连续 解 y= f(x). 


9.7 隐 映 射 定理 


本 节 的 内 容 是 定理 9.6.2 的 直接 推广 . 
设 有 由 m 个 方程 组 成 的 方程 组 
大 (XXXnyi 和 wymn) = 0， 
| (1) 
Fn (Xi Xn yi ym) = 0， 
其 中 涉及 的 变 元 的 个 数 m + n 多 于 方程 的 个 数 .如果 方程 组 (1) 是 一 个 合适 的 约 
东 , 可 望 从 方程 组 (1) 中 “ 解 出 ”y,…, ym, 使 得 其 中 的 每 一 个 都 是 xi ,xn 的 天 
数 , 即 
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y1 = 户 (xl…xzn)， 
| (2) 
ym = fm(X1s'* Xn), 
这 里 Xx,…,Xxa 是 n 个 独立 的 变 元 .为 了 缩短 记号 ,可 令 
F, fi 
F=|: |, f=|:|, 
F fn 
从 而 把 方程 组 (1) 写 为 
F(x,y) = 0， (3) 
其 中 0 是 m x1 的 零 和 矩阵 ;而 把 式 (2) 写 为 
y = f(x). (4) 


设 下 定义 在 开 集 DCR”*" 上 ,在 mx(n+m) 和 矩阵 


AX! AXxn ooy Aym 
JF=|: : : : 
oF eons 9Fn oFn es Fw 
OX1 OXxn Ayi Aym 
中 作 分 块 :JF = (J:F,J,F), 其 中 
oF ... oF oF .2 
AXI AXn 9yi dym 
JF=|: : |, JF=|: ; |， 

OF .. AF 9Fm ,.. 9Fn 
Axi1 AXn 9y1 Aym 


JxF 是 一 个 m x n 和 矩阵 ,而 J yF 是 一 个 m 阶 方 阵 . 
有 了 这 些 准 备 之 后 ,我 们 可 以 来 精确 地 表述 隐 映 射 定理 . 
定理 9.7.1 设 开 集 DCR"'",F;D->R" ,满足 下 列 条 件 : 
(a) FE CD); 
(b) 有 一 点 (xo，yo)ED, 使 得 F(xo,yo)=0; 
(Cc) 行列 式 det J F(xo ,yo) 关 0. 

那么 存在 (xo, yo) 的 一 个 邻 域 G XxX 于, 使得: 
(1) 对 每 一 个 xEG ,方程 (3) 在 H 中 有 唯一 的 解 , 记 为 f(x); 
(2) yo = f(xo); 
(3) f€E C(O); 
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(4) 当 xEG 时 ， 
JfOx) =- CFCxX,y)) Fx, y), 
其 中 y= fx). 
证 明 ”我 们 对 方程 组 (1) 中 方程 的 个 数 进行 归纳 . 
当 m=1 时 , 式 (1) 中 只 有 一 个 方程 ,本 定理 就 是 定理 9.6.2. 设 当 方程 的 个 数 
为 m 一 1 时 ,结论 是 正确 的 ,我 们 来 考察 m 个 方程 的 情况 , 即 式 (1) 成 立 的 情况 . 
由 于 detJyF(xo, yo) 天 0 以 及 FE C1'(D), 不 妨 设 在 D 上 的 每 一 点 都 有 
det J ,F 头 0, 否则 可 以 找 出 开 集 D1, 使 (xo,yo)E DiCD, 并 且 在 Di 上 的 每 一 点 
处 都 有 det JyF 关 0, 这 时 就 把 Di 干脆 当成 D 好 了 . 
由 条 件 (c) ,可 知 m 阶 方 阵 
Ex 
9yj 
中 的 每 一 个 元 素 不 都 等 于 零 .为 方便 起 见 , 设 


9 
jxor yo) 天 0， (5) 


Cxo, yo) ) 


改变 一 些 记号 ,例如 , 令 
U= (yrsyym1), f= yn, y= (u,1). 
同 理 , 再 用 抑 阵 等 式 yo = (uo, to) 来 规定 记号 us 与 to 的 意义 .这 样 一 来 , 式 (5) 可 
以 写成 
oF 


ot (xo, U0 10) 0， 


又 有 
Fn (Xo Uo0sto) = Fn(xo,y0) = 0， 

由 定理 9.6.2 可 知 ,存在 (xo ,uo, to) 的 一 个 邻 域 (G, Xx G。-1) XJCD, 使 得 : 

(| ) 对 每 一 点 (x,u)E GXG-1, 方 程 

Fn(XsuU,1t)=0 

在 J 中 有 了 唯一 的 解 := p(x,u), 这 里 函数 9:G xGn 一 Ji 

(Cj) pxos uo)= to; 

(ii) PECICG X Gm-1). 

到 此 为 止 ,我 们 所 做 过 的 事 只 是 :从 方程 组 (1) 的 最 后 一 个 方程 将 yw 解 出 ,使 
之 成 为 其 他 变 元 x1… ,x ,y1,…，ym-1 的 函数 .下 面 将 要 做 的 是 :将 这 个 函数 代入 
式 (1) 中 其 他 最 初 的 m 一 1 个 方程 ,以 消去 变量 y。. 

以 上 的 两 点 不 过 是 解 方 程 组 时 常用 的 “ 消 元 ”技巧 . 
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方程 组 (1) 中 前 面 那 m -1 个 方程 的 左边 送 变 为 


Dx,U) 一 Fi(xsu, P(X,u)) (i 二 1,2……，11a 一 工 ) . 


考虑 映射 
Di 
DD= ; |:G, xX GO- 一 及 ”1. 
Dm-1 
车 能 证 明 外 满足 本 定理 的 三 个 条 件 , 便 可 利用 归纳 假定 了 . 
显然 BE CI! ,并 且 由 于 


Di(xoy U0)= 下 i(Cxoy ov PCXoy U0)) 
= Fi(xosuUo,to) = Fi(xoyyo) = 0 
(=1,2 mm 一 1) ,所 以 @Cxo,uo)=0. 
现在 证 明 det J ,@(xo ,uvo ) 天 0. 


对 式 (6) 的 两 边关 于 uj( 即 yj)) (j=1,2,…,m -1) 求 导数 ,得 
28 _ 9F; ,9Fi99 |， ,mn 
au, 二 ay; 十 aymau,; (i1,] 1,2， sm 1). 
由 于 (i) 就 是 
Fn(x,u,p(x,u)) = 0， 
让 上 式 也 对 uj;( 即 yi) (j=1,2,…,m 一 1) 求 导数 ,得 


aF», ,9F, 99p . 
十 二 一 99 9 一 。 
jy + ye je (j = 1,2,.,m — 1) 


利用 行列 式 的 性 质 以 及 等 式 (7) 和 (8), 即 得 


oF ... 9F, aFi ,9F1 apg 3P ,oF 99 
9 dym 9oy Oym IU 9yz 9ym 9U2 
9Fn .. 9Fm| [oF ,9Fm 09 9Fm ,9Fn 39 
9y1 9ym ay 9ymg9ul 9yz 9ym AuU2 

29@， .， IP oF 

9ui DOUn-l 9ym 

“9Bn ..，998m-， Fn 

9ui QUm-1 9ynm 

aF, 

° ? 9 ym 

9 

一 Dy Cxor dos to) det (JD xos 10)). 
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aFn 
DYm 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 
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根据 条 件 (c) , 式 (9) 的 左边 不 等 于 0, 因 而 
det (J ,D(xo, uo0)) 天 0， 

所 有 这 些 表 明 ,映射 @ 满足 本 定理 中 的 三 个 条 件 . 可 对 惠 用 归纳 假设 ,从 而 知 
定理 的 结论 (1), (2) 和 (3) 对 映射 @B 成 立 . 这 就 是 说 ,存在 点 (xo, uo) 的 邻 域 
GXHn-iCG,X Gm-1, 使 得 : 

@ 当 xEG 时 ,方程 B(x,u)=0 在 H,-! 中 有 了 唯一 解 u = g(x), 其 中 映射 g: 
G—H,-1; 

© g(x0)= uo; 

@ gE€C'(G). 

令 
f(x) = (g(x), DC(x,8Cx))) (x € GO), 
H= H,- XJ, 
于 是 f;G 一 五 .我 们 要 证 明了 满足 条 件 (1),(2) 和 和 (3). 
当 xEG 时 ,(x,g(xX))EGXHn-1CG,XGm-1, 于 是 由 名 ,可 得 
Fi(x,f(x))= Fi(x,g(xX), P(x,gC(X))) 
= B(xXEX)) = 0 (= 1,2,.,m 一 1); 
另外 由 ( i ), 又 有 
Fn CX fx)) = Fn (x,g(xX), p(x, SCX))) = 0. 
结合 以 上 诸 式 ,得 出 当 xE G 时 ,有 F(x,f(x))=0. 这 就 证 明了 满足 (1). 

由 @ 和 (ii ) ,可见 

f(xo) = (g(xX0), PxXo BCX0))) = (UP2(Cxoy to)) = (Uo,10) = yo， 
所 以 了 满足 (2). 

再 由 四 和 ( 放 ), 即 知 了 满足 (3). 

到 此 为 止 , 我 们 已 经 证 明了 在 定理 的 条 件 下 ,存在 隐 映 射 了 满足 定理 中 的 (1)， 
(2) 和 (3). 余 下 的 是 要 证 明 厂 也 满足 (4) .事实 上 , 当 xE G 时 ,有 恒等式 

F(x,f(x)) = 0， 
对 上 式 复合 求 导 , 得 到 
JiFCxsf Ox)) + TFCx, fx))Jf (x) = 0. 
由 于 在 D 上 det J,F 处 处 不 为 零 ,所 以 JyF 是 可 逆 方 阵 . 在 上 式 中 取 逆 方 阵 , 得 出 
JFx) =— (JEFECx, xz))) I F(x, f(x)), 
这 正 是 (4). 

定理 9.7.1 不 仅 具有 重要 的 理论 意义 ,而 且 上 述 证 明 过 程 提 供 了 一 种 可 操作 

的 求 非 线性 方程 组 的 近似 解 的 方法 . 
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例 1 设 
Xiy2 — 4xX2 + 2e”"1 +3= 0， 
2x1 一 xs 一 6y + yzcos y1 = 0. 


. oy; 
计算 当 xi = 一 1,xz==1,x3= 一 1,y1=0,yz=1 时 的 Jacobi 和 矩阵 (3). 
j 


解 ” 这 里 共有 五 个 变 元 ,被 两 个 方程 所 限制 ,因此 其 中 有 三 个 变 元 可 视 为 独立 
的 ,其 余 两 个 变 元 是 另外 三 个 变 元 的 函数 .题目 要 求 把 x ,x2 ,xs 当成 独立 变量 ,y 


与 y2 当成 x1 ,x2z ,x3 的 函数 . 


令 题目 中 那 两 个 方程 的 左边 分 别 为 Fi 与 Fe, 并 设 x = (xi, Xz，X3),y = 


(yi，yz)， 
F(x,y) = ee, 
F(x,y) 
于 是 
JEF= (> 4 ,)， 
2 0 -1 
| 2ey Xi1 
JE = . 
—6— ysin y: cos yi 
邻 xo = (一 1,1, 一 1),yo = (0,1), 由 此 算出 
TFCx0ryo) = (。 4 上， 
2 0 一 1 
2 一 1 
LF) = (_o 中 
因此 
axl 9xa 9xs| _ 2 -1 /1 -4 0 
aya dyz 2 (6 1 (; 0 _ 
AX1 Gx» 9X3 
/1 1\/1 -4 0 
= (6 2) (2 0 1 
_1/3 -4 -1 
= #(io — 24 2): 9 
例 2 设 
z= f(x,y), g(x,y) = 0， 
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其 中 /和 g 都 是 二 元 可 微 函数 . 求 潜 . 


解法 1 一 方面 ,可 认为 g(x,y) =0 确定 隐 函 数 y= p(x), 然 后 代入 第 一 个 
等 式 , 使 z 成 为 x 的 函数 
z= f(x,P(x)), 


再 将 z 关于 x 求 导 ， 
dz _ of af ， 
dz -= Ser,y)+ Hx, ， 
dx Fx y) ay* y)9' (x) 
其 中 y= p(x). 另 一 方面 
9g 
了 ox 
p(xX) = 一 一 一 ， 
328 
9y 
所 以 
of of 
时 = (信条 -区 约 八代) | 
dx 9xq9y 9ynx' 9y ay ag ag|' 
OX 9y 


其 中 所 有 的 偏 导数 在 (x,2(x)) 处 取 值 . 
在 这 种 解法 中 , 只 用 到 定理 9.6.1, 并 不 涉及 隐 上 映射 定理 . 
解法 2 令 
F, 
Fi = fy) 2, Fr= glxsy), F = (小 
则 有 
af af， 
DOX 9y 
ag ag ol 
9x 9y 


JF = 


当 行 列 式 


ay 98 
= 0 
ag 0 3y™ 
9y 
时 ,由 定理 9.7.1 可 知 ,方程 F=0 确 定 y 与 z 是 x 的 函数 ,并 且 
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dy af [3f 
dx| _ _ |9y Ax 
dz 98 0 98 
dx 9y 9x 

9 

0 一 工 2f 

D8g\ -1 oax 

- (5) 28 -对 9g 

9y 9y 3x 


比较 上 式 两 边 第 二 行 的 元 素 ,得 到 
9f 9f 
dz - (28) (¥ ag _9f 28) - (28) ax 9y| 


dx x9y ay ox ag 38 
Ax dy 


比较 下 来 ,第 一 种 解法 更 直接 、 更 简单 一 些 . 


练习 题 9.7 


二 


. 对 方程 组 
作 十 +zz = 1， 


x+y+z=0， 


计算 空 和 经 ,并 作出 几何 解释 ， 


2. 对 方程 组 
人 +y-z=0, 
XxX: + 2y:+3z: = 20, 
、 dy -dz 
计算 本 和 1 
3. 对 方程 组 
x =1+1， 
1 
; 1 
》 二 C+ 
z= + 方 ， 
、 dy dz 
计算 和 了 
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4. 对 下 列 方程 ,计算 Jacobi 矩阵 


Ou 9v 


ax 
OU dv 


(1) xu — you=0, yu+xv=1; 
(2) xty=u+v, = 


y sinv’ 
5. 设 


u* — vcos xy + wz = 0， 
Uu: + yo— sinxy+2w’ = 2, 


uv — sinxcosy+ w = 0. 
在 (x,y)= 《x/2,0),(u,v,w)= (1,1,0) 处 计算 Jacobi 矩阵 


6. 设 uc,z 10,8(052D=0(z,D=0. 计 算 玫 和沙 ， 


9.8 逆 映 射 定理 


为 了 让 读者 更 好 地 理解 “ 逆 映 射 定理 ”, 回 忆 一 下 单 变量 函数 中 的 反 函 数 存 在 
问题 将 是 有 帮助 的 . 设 (a,b) 是 一 个 开 区 间 , 一 元 函数 f: (a,b) 一 R, 并 是 
FEcCla,b), 又 设 xzoE(Ca,b) 且 产 (xo) 天 0, 为 确定 起 见 ,不 妨 设 PCxo)>0. 由 厂 
的 连续 性 ,一 定 存在 (ae,8)C(Ca,pb), 使 得 xoE(a,p8),[La,pJCGa,b), 且 当 xE 
(a,B) 时 ,有 广 (x) 盖 0, 这 表明 在 (c,p8) 上 函数 了 是 严格 递增 的 . 记 yo = f(xo),A4 
=f(a),B=f(B), 那 么 在 (4A,B) 上 存在 反 函 数 广 :, 它 满足 广 :(yo) = xo， 
f°f-1i(y)=y 对 yE(A,B) 成 立 ,f! 在 (A,B) 上 连续 可 微 ,并 且 

(fy) = Cf (x))7, 
其 中 y= f(x) ,或 等 价 地 x=f7'(y). 
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以 上 的 推理 也 可 以 放 在 隐 范 数 存在 定理 的 范围 内 进行 .考察 二 元 函数 
Flx,y) = f(x)— y. 
它 的 定义 域 是 R? 中 的 开 集 D= (a,b)XR. 点 (xo，,yo)ED 满足 
Flxo,y0) = flxo) — yo = yo — yo = 0, 
并 且 


SE (x0, yo) 二 f(xo) 天 10. 


显然 FE CCD), 依 定理 9.6.1 便 可 以 作出 结论 :存在 开 区 间 (c,2)C(Ca,b) 和 
(A,B) ,使 得 对 每 一 个 yE(4,B) ,方程 F(x,y)=0, 即 方程 f(x)=y 在 (a,B) 内 
有 唯一 的 解 广 !(y)ECIC4,B), 并 且 


(f-1)’(y) = 一 


其 中 y= f(x). 
所 谓 逆 映 射 定 理 同 隐 映 射 存 在 定理 的 关系 正如 上 述 反 函数 定理 同 隐 消 数 存在 
定理 的 关系 . 
定理 9.8.1( 局 部 逆 肌 射 定理 ) 设 开 集 DCR",f:D 一 R" ,满足 : 
(a) fECICD); 
(b) 有 xoED, 使 得 
det Jf(xo) 0. 0 
记 yo= f(xo), 那 么 存在 xo 的 一 个 邻 域 U 和 yo 的 一 个 邻 域 YY, 使 得 : 
(1) f(U)=V, 且 ff 在 U 上 是 单 射 ; 
(2) 记 8g 是 f 在 U 上 的 逆 上 映射,gE€C'(V); 
(3) 当 yEV 时， 
Je(y) = (Jf(x))!, 
其 中 x= g(y). 
证 明 令 
F(x,y) = f(x)—y, 
这 个 映射 定义 在 DXR" 上 .显然 FEC'(DXR"*), 并 且 
F(xo,yo) = f(x0)— yo = yo — yo = 0. 
此 外 ,由 条 件 (b), 知 | 
det J .F(xo,yo) = det Jf(xo) 0. 
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依 定理 9.7.1( 隐 映射 定理 ) ,存在 xe 的 邻 域 是 和 yo 的 邻 域 ,其 中 HCD， 
使 得 对 每 一 点 yE V ,方程 F(x,y)=0 即 f(x)=y 在 H 中 有 唯一 解 , 记 作 g(y)， 
其 中 g8ECICV) ,并 且 当 yEY 时 ， 

Je(y)=— (JF(x,y)) JECx,y) 
=- (JFxz))-IC- 1) = CFOx))!, 

这 里 x=g(y). 

令 U=g(W), 可 见 V=fU),f 与 8g 互 为 逆 映 射 ,余下 的 只 需 证 明 U 是 开 集 . 

事实 上 ， 

U= HNfF'(V), 

这 里 广 :(Y) 是 V 在 f 之 下 的 逆 像 .由 于 Y 是 开 集 而 了 是 连续 映射 , 故 由 定理 
8.8.3 知 广 :(Y) 是 开 集 .又 因 万 是 开 集 ,所 以 U 也 是 开 集 . 0 

需要 特别 指出 的 是 ,这 个 定理 只 具有 局 部 的 性 质 ,就 是 说 ,只 是 在 点 f(xo) 的 
近 旁 才 存 在 着 逆 映 射 . 即使 当 det Jf 在 D 上 处 处 不 等 于 零 ,我 们 也 只 能 断言 在 
了 (DD) 中 的 每 一 个 点 的 一 个 局 部 范围 内 存在 着 逆 映 射 , 它 们 一 般 不 可 能 在 大 范围 内 
成 为 f 在 f(D) 上 的 逆 映 射 . 

但 是 ,有 如 下 的 定理 : 

定理 9.8.2( 膏 映射 定理 ) 设 开 集 DCR" ,f:D 一 R" ,满足 : 

(a) fEC'D); 

(b) 对 每 一 xED,det JfCxr) 天 0. 
那么 G = f(DD) 为 一 开 集 .又 如 果 、 

(c) f 是 D 上 的 单 射 ， 


那么 : 
(1) 存在 从 G 到 D 上 的 映射 有 °' ,满足 :对 一 切 yYEG, 有 
f°f (y= y; (1) 
(2) 六 ECICG); 
(3) 
JF CO) = (Jox)) (x = fi1(y)). (2) 


证 明 由 于 了 是 一 个 单 射 , 故 逆 映射 广 ! 的 存在 是 显然 的 ,因此 式 (1) 必 然 成 
立 .定理 9.8.1( 局 部 逆 映 射 定理 ) 保 证 了 局 部 逆 映 射 的 存在 唯一 性 .由 于 整体 的 道 
映射 必然 是 局 部 的 逆 映 射 , 所 以 式 (2) 也 是 成 立 的 .余下 来 只 需 证 明 f(D) 是 一 个 开 
集 . 任 取 一 点 y€ G ,存在 一 点 xED 使 y= f(x). 由 定理 9.8.1, 存 在 x 的 一 个 邻 
域 U 和 y 的 一 个 邻 域 V, 满 足 V=f(U0), 因 此 V=f(U)Cf(D)= G, 这 表明 y 是 
G 的 一 个 内 点 .由 于 yE G 是 任 取 的 ,这 表明 G 全 由 内 点 组 成 ,所 以 G 是 开 集 . D 
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为 了 使 今后 的 叙述 简练 ,我 们 给 出 以 下 定义 : 
定义 9.8.1 设 开 集 DCR" .映射 f:D 一 R" 满足 以 下 三 个 条 件 : 
(1) f€E CD); 
(2) f 是 D 上 的 单 射 ; 
(3) det Jf(x) 关 0 对 一 切 xED 成 立 . 
我 们 称 是 D 上 的 一 个 正则 映射. 
很 明显 ,正则 映射 了 的 逆 映 射 广 ' :f(D) 一 D 也 是 一 个 正则 映射 . 
用 通俗 的 话 来 说 ,前 两 个 定理 是 关于 方程 组 
fixir Xin) = ys 
fon) = yz， (3) 
fn xi Xn) = yn 
在 怎样 的 点 上 ,在 多 大 的 范围 内 ,存在 着 唯一 解 , 并 建议 了 如 何 求 数值 解 .不 仅 如 
此 ,定理 还 断言 了 解 对 初始 数据 的 连续 依赖 性 . 这 就 是 说 , 如果 xo 是 方程 组 
fx) = yo 的 一 个 解 , 给 y 的 一 个 充分 小 的 扰动 9 ,那么 方程 组 f 必 x) = yo+ 9 的 
解 Xot+E 同 Xo 的 偏差 | € | 就 不 会 很 大 . 
公式 (2) 可 以 写成 矩阵 的 形式 : 


Ax1 .an 四 2 
Oy Ayn AX1 OXn 
。 ; | 。 。 (4) 
9 Oyan Xi Axn 
人 们 习惯 上 把 Jacobi 行列 式 记 为 
Oy1 oOy 
OX1 OxXn 
ol 7y1，… Yn) 一 
9(Xx1s, Xn) det| : ” 
Iya Oy 
DX1 OxXn 
那么 在 式 (4) 的 两 边 取 行列 式 , 可 得 
如 9 Xn 
(Xi Xn) 1 | (5) 


DOCyIyn) ol 71， yn) 


OCX1 ss Kn) 
例 1 极 坐标 变换 是 
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f = rcos 0， 
y = rsin 0. 
求 上 和 0 关于 x,y 的 偏 导数 . 

解 ”由 公式 (4), 得 


ar arl fax ax 
ax ay| |ar 530| - 1 (7 "9 
3a0 3g| lay 3y| ri-snb cosb/ 
ax ay ar 90 
例 2 设 
人 vy, 
y= ux. 
oC(X,y) 
求 了 ,vy 
解 ” 从 方程 组 中 可 以 直接 解 出 
六 2 
Ui 二 一， Vy 二 一 ， 
x 》 了 
因此 
au ou| | 只 2y 
a(usv) _ |9x 9y xX? Xx 
-一 一 ?一 一 二 二 一 3. 
a(x y) 9v 9v 2x xX? 
9x 9y y yy 
按 公 式 (5) ,可 得 
9(x,y) -_1 0 
9(u,v) 3 


练习 题 9.8 


1. 设 DCR" ,映射 f:D 一 R" .如果 了 把 开 集 映 为 开 集 , 则 称 了 为 一 个 开 上 映射 . 问 下 列 映射 是 
不 是 开 了 映射 : 
(1) f(x,y)= (x 之) 
(2) f(x,y)= (ercos y,e’sin y); 
(3) f(x,y)= (x+y,2xy:). 
2. 对 第 1 题 中 的 三 个 映射 ,计算 J 广 :. 
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9.9 高 阶 偏 导数 


设 函数 /在 开 集 D 上 的 每 一 点 处 存在 偏 导数 : 
Dif(x) = 3f (x) (i = 1,2,.…,n), 
QXi 
称 它们 为 太 的 一 阶 偏 导 函 数 ,如 果 对 这 些 偏 导 函 数 又 可 求 取 偏 导数 ,得 出 的 就 是 / 
的 二 阶 偏 导 函 数 . 以 此 可 以 定义 三 阶 偏 时 数 乃至 更 高 阶 的 偏 导数 . 
一 个 含 n 个 变量 的 函数 的 二 阶 偏 导数 可 以 有 n? 种 形式 . 当 我 们 将 一 阶 偏 导 函 
2 再 对 x 求 偏 导数 时 ,把 所 - (2 人) 直接 记 为 22 一 ,这 里 i,j 独立 地 从 1 变 


< DXi OXi ax 


数 


到 nn ;如 果 i = / ,那么 把 < 了 记 作 9 f (j=1,2,..,n). 


QXi9Xi Ax? 
例 1 求 z=xy? 的 全 部 二 阶 偏 导数 ， 
解 ” 先 求 一 阶 偏 导数 : 


az _ ,3 9z- 2 
ax yy， Dy 3xy 。 
由 此 可 以 算出 四 个 二 阶 偏 导数 ， 
2 区 92z _ 2 
a 0 ayax 37， 
dz _ 2 9z _ 
jx3y = 只， 5 天 = 6xy. 口 
在 例 1 中 ,我们 发 现 
qz 92z 


axgy dyax 
这 给 人 们 一 种 印象 :似乎 求 偏 导数 时 次 序 的 先后 无 关 紧 要 .但 是 ,这 不 永远 是 正 
确 的 . 


例 2 定义 函数 
X2 一 ， ， 
fix,y) -1 Xt yi x +y > 0,， 
0， x=y=0. 
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证 明 : 
a92f(0,0) ,Ff(0,0) 
Dxay Ayax 


证 了 明 若 关 十 内 >0, 则 
Qf xy) _ yx + dx yy*) 


Ax (Cx? 十 yy) 
9f (Xsy) _ xx ~ xiy: Co yy) 
ay 一 (x? 十 72) 
车 x= y=0, 则 
ax x—0 x 
of (0,0) = lim f(0,y) — fC0,0) = 0. 
9y 0 y 
于 是 
92 ， . 9 ， 品 ， . 
2 f(0,0) _ lim 1 (3/0 - 10.0)) = lim(- >)=-1, 
DOyY9X y“0 》 OX ox wo y 
oq? ， 。 9 ， 9 ， . 
92 fF(0 limi( flx 0) _ fF00)) limX =1 
AXxAY x*0) 大 9y 9y x-e0 关 
可 见 
92f(0,0) 9*f(0,0) 0 
DOX9y OOyox | 
两 个 偏 导 数 
92 of 


axXdy ” OyYJOX 
称 为 混合 偏 导数 .我 们 已 经 从 例 2 看 到 :一 般 来 说 ,混合 偏 导 数 是 与 求 导 的 次 序 有 
关 的 .下 面 的 定理 指出 了 混合 偏 导数 与 求 导 的 次 序 无 关 的 一 个 充分 条 件 . 


定理 9.9.1 设 开 集 DCR2, 太 DR 如果 叶 多 卫 太 在 (xyy) 的 某 个 邻 


Ax "9y "9 yax 
of 、 of 
域 上 存在 , 且 5v7 在 (x 加) 处 连续 ,那么 jy 在 (2 , yo) 处 存在 , 而且 
of 四 qf 
了 yx +， yo) 三 5 ，y0) . 


证 明 记 
ph,k) = fxo + h,yo 十 大) 一 fxo 十 h, yo) 一 f(xo, yo 十 天 ) 十 xzoyyo)， 
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gx) = f(x,yo + k)— flx, yo0), 
那么 由 微分 中 值 定理 ,得 
ph,k)= g(xo + h)— g(xo) 
g (xo + Oh)h 


(2f xo + Orhsyo + k) = xo + 01 hsy0)) 


9 (xo + Oh,yo + G02k)hk. 


DYyOX 
由 于 池 二 在 (xo，y6) 处 连续 ,所 以 
Ph,sk) _ of 
a Ak = Fyax < yo) (1) 
注意 到 
. DC 大 ) 
lm px 
flxo + h, yo + k)— f(xo+h, yo) flxosyo + k)— f(xo, yo) 
= lim 本 (人 2 -yo 
koh k k 
-1/9f _9f 
= yo) 方 Co 四 


由 练习 题 8.6 中 的 第 7 题 的 结果 和 等 式 (1), 知 
lim 二 > (5 3 oth, yo) -0 yo))= of (Xo, yo0). 


hr0 h 9 yox 
这 说 明了 2 yz) 存在 ， 而 且 
D2 a2 
3x (xo, yo0) 二 RA 品 
由 以 上 证 明 可 见 , 对 n 元 消 数 的 情形 ,这 一 结论 仍然 正确 .此 时 ,任何 
f(x) ，，，， 
DXiAOXj 0 天 旋 


都 称 为 一 阶 混合 偏 导数 ,只 要 :十 ,2 二 ,5 在 (xy 的 某 个 邻 域内 存在 , 且 
zz1 


基站 二 在 (Xo) 处 连续 ,那么 5 之 入 -也 存在 ,而 且 二 者 相等. 在 这 种 情况 下 ,求人 


导数 的 先后 次 序 就 完全 不 业 计较 其实, 这 一 结论 并 不 只 限于 二 阶 混 合 偏 导 数 的 
。406 ， 


; 第 9 章 多 变量 函数 的 微分 学 


情形 . 
在 最 一 般 的 情形 下 , 设 我 们 有 两 个 K 阶 偏 导数 ,如 果 它 们 只 在 求 偏 导数 的 顺序 
上 的 不 同 , 那 么 这 些 偏 导数 若 在 所 讨论 的 点 上 连续 , 则 它们 一 定 是 相等 的 . 
求 高 阶 偏 导 数 不 需要 新 的 技巧 ,但 在 求 一 些 复合 函数 的 高 阶 偏 导数 时 , 若 不 注 
意 就 很 容易 漏 掉 某 些 项 .请 看 下 面 的 例子 . 
例 3 设 f,x,y 都 是 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 二 元 函数 , 记 
u = f(x(s,1),y(s,1)). 
a2u ou ou 
9st: "ar 和 3 
解 ” 由 链 式 法 则 ,可 得 
au 9f ax 1 9f 9y du of 9x ,9f 9 
ds grass 9yas qt axat ayaf 


、 ,9f 9 
在 求 二 阶 导数 时 ,必须 要 注意 2 ， 2 仍然 是 xy 和 s,t 的 复合 函数 ,因而 有 
Pu 2 (of ax) a (2 2y) 
了 二 十 一 | 一 一 
0 ds ‘gx os ds Dy gs 
了 (对 )ax rf sa (y+ of oy 
ds\‘gx/9s dx os 9s\‘gy/9s 9y as: 
= (LE far If Fx 
Ax2 95 dyax 9s/9s dx 9s? 


( of ox + of 5 yoy 4 afo2zy 
dxAy 95s dy: 9s/qs A yas? 


求 


oa? 2 of :; 2f yay? 
DX2\9S Ax9y 9s 9s Ay:\9 
+ of Fx af Fy 
Dx 9s2 dy os 
利用 同样 的 方法 ,可 以 求 得 
92 2 2 22 9 9 fay 
ot 9x2 at AxAy 9t gt ay a 
+ 9f Fx ,of Fy 
Tax oF 9y TEM 
902 1 a (2f 3 (中 22) 
_ 39/0 +29(0 


9s9t qt\gx 9s/ gt\q9y os 
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加 (f+ of 2y)ax + af 2x 
~ \gx2 9t dxay 9t/9s dx 9t9s 
+ (Lao) ,3f oy 
Ay9x 9t ayat'as ayatos 
- 2f ax ox Ff 9x3, 9x2y) 
~ gx: 9s 9t gx9y “9s 9t 9t9s 
2 
+ fay ay ,af Fx ,of Fy 1 
ay* 9s 9t gxasqt ay 9sof 
通过 一 些 变量 代 换 , 有 时 候 可 以 把 一 些 含有 偏 导数 的 表达 式 化 简 , 从 而 求 得 某 
些 偏 微分 方程 的 解 . 
例 4 解 偏 微分 方程 


02 gz 19 
了 》 5 = 也 5 (y > 0). (2) 
解 所 谓 解 偏 微分 方程 (2) ,就 是 要 求 函 数 z = z(x,y)， 使 之 满足 方程 (2). 作 


变量 代 换 


ee=x-2Vy，7=x+2Vy. ，. (3) 
在 这 个 代 换 之 下 ,x,y 的 函数 变 成 新 变量 “, 7 的 函数 , 记 为 
z= z(x,y) = f(§,7). 
现在 来 计算 ,在 变量 代 换 (3) 之 下 式 (2) 变 成 什么 形式 . 
az _ 9f 9§€ ,9f 397 9f 2 


9X dé9x nox 5 
az _ 9f 3€ +9f 97 __9f a 
9y 969y 979y aE 97 


2 32 2 2 
az Pf) 3 
ox 9€ a607 9 


92z _ | of vy-12) 4 -1U2 -12 1 ,32 | 
9y2 (Eo ) 5 )， 2》 36 
9 f 一 172 8 f -1/2 -1 1 一 of 
— +. + 3y /2 二 3/2 4 
+ (- 3897 772 )， 27 97 


(2f_ ,90f ,of aa/19f af 
= (FE 2677 yy v7( 革 -3) 


把 这 些 表达 式 代入 式 (2) , 即 得 


-12, 


》 


2 
ED =0. (4) 
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这 就 是 说 ,引入 新 变量 $,7 后 , 式 (2) 变 成 了 式 (4) ,而 式 (4) 是 很 容易 求解 的 . 把 式 
(4) 写 成 
a (9f\ _ 
闸 ( 基 )=0 
即 于 中 不 含 7, 从 而 有 = 8(6) ,其 中 g 是 任 一 可 微分 的 函数 .由 此 得 


fe = gC dE + YW) = CE) + pW). 


返回 到 原来 的 变量 , 即 得 方程 (2) 的 解 为 
z= p(x—2Vy) + yx +2Vy), 
这 里 89, 是 任意 两 个 具有 二 阶 连续 导数 的 单 变量 苑 数 . 0 
例 5 设 fx,y) 是 具有 n 阶 连续 偏 导 数 的 函数 , 记 
p(t)= f(x+ ith,y+ tk). 
计算 2 的 n 阶 导数 . 
解 ” 按 复合 函数 求 导 数 的 公式 ,可 得 
af af 


d _ of 0 
di = Fx + th,y+ tk)h+ ay* + th,y+ tk)k 


/pod 
= (hi +k) (x+ th,y + tk). 


这 说 明 用 蕊 作用 于 pC1) ,相当 于 用 偏 微分 算 子 
9 9 
Dx “ay 
作用 于 f(x + ith,y+ tk), 所 以 
vi (用 本 二 大 了 下 
YD = (ht ky) fx + th,y + th), 


(ny 一 9 9 " 
GML) = (4 +k 广 ) fix+ th,sy+ tk). 


对 连续 可 微 次 数 足够 大 的 丽 数 ,六 和 访 可 以 交换 次 序 ,涉及 闻 与 六 这 些 算 子 的 
加 , 乘 以 及 数 乘 的 运算 ,遵循 多 项 式 代数 中 关于 文字 符号 的 运算 法 则 ,因而 
(如 4k 和) 
Ax dy 
可 以 按 代数 中 的 二 项 式 定理 展开 : 
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(4 六 4 太 ) = 吕 (2 六) (* 帮 ) 


/Nn Da 9"i 
JR — 
( ) k 9xi 9y" i 


n (iki a 
J 


j=0 9x10y /i 


于 是 有 
p™ (1) 


> (oak OfxX+ th y+ tk) 
j=0 \j 9X 9 


练习 题 9.9 


1. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导数 : 


2 
(1) z=xy+， (2) z=tan <， 
了》 》 
(3) z=ln (x* + y); (4) z=arctan 二 
(5) wu = sin xyz; (6) u=xy+ yz + zx; 
(7) u=eY; (8) WU = Xx”; 
(9) u=ln (xit+x2st+e + Xx,); (10) u =arcsin (x? + XE+. + x2). 


2. 设 u =arctan 二 .求证 : 
Pu Fu 0 
ax: 9y? 

3. 设 w=e”cos (aln r)(a 为 常数 ). 求 证 : 


Pu, lu, 19 
r 


adr: rr? 00 r 9 


4. 设 是 x,y,z 的 函数 , 令 
Bu Pu Pu 
ax2 dAy: gz 


我 们 称 


D2 oz 92 
-+ -一 : 
gx 9y: DZz2 


为 Laplace( 拉 普 拉 斯 ,1749 一 1827) 算 子 . 
(1) 设 p= V 关 + 到 + 丈 .证 明 : 
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Ap = 呈 ， Alnp = 疡 ， ^( 方 )= 0， 


. 设 


其 中 p 二 0. 
(2) 设 w=f(p). 求 Au. 
p= Vx +y+2z, u= (Pp- at) + ylp + at)). 
证 明 : 
2 
5 = CQ2AL， 
. 解 下 列 方程 ,其 中 u 是 x,y,z 的 函数 : 
(1) 2 =0; 
ox M 
Pu 
(2) 3xoy™ 0 
Bu 
(3) 9xayaz™ 0 
. 求解 偏 微分 方程 
DX 75y 


. 设 a,b,c 满足 b? 一 ac 守 0,A1,4s 是 二 次 方程 cx* +2bx + a =0 的 两 个 根 . 试 通过 引进 新 
变量 
§=x+Ay, 7=XxX+A2y, 


解 二 阶 偏 微分 方程 
gu 9?u Ou 
a xi + 2 379 + ay = 
问题 9.9 


. 设 fx,y) 在 (xo,yo) 的 一 个 邻 域 U 内 有 定义 ,对 ,3 在 U 中 存在 且 都 在 (xu, %) 处 可 微 . 


证 明 : 
of _ of 
xay oY) 9yox 
. 设 u(x,y) 在 RY 上 取 正 值 且 有 二 阶 连续 人 篇 导数 .证 明 :u 满足 方程 


Pu audu 
Axay Ix 9y 


的 充分 必要 条 件 是 u(x,y)= f(x)g(y). 


(Xo, yo). 


*。，411。 


数学 分 析 教 程 


9.10 中 值 定 理 和 Taylor 公式 


大 家 一 定 记 得 ,在 单 变量 函数 微分 学 中 ,Lagrange 中 值 定理 起 着 重要 的 作用 . 
利用 这 个 定理 ,我 们 曾经 证 明 : 如 果 一 个 开 区 间 上 的 函数 f 的 导数 等 于 零 ,那么 f 
在 此 区 间 内 必 为 常数 .利用 这 个 定理 ,可 以 通过 函数 的 导数 的 正 负 来 判断 这 个 函数 
是 递增 的 或 是 递减 的 .那么 对 多 元 函数 ,有 没有 类 似 于 Lagrange 中 值 定理 的 定理 
成 立 ? 对 定义 在 凸 区 域 上 的 可 微 函数 ,中 值 定理 的 确 是 正确 的 .我 们 有 : 

定理 9.10.1 设 定义 在 凸 区 域 DCR" 上 的 函数 可 微 , 则 对 任何 两 点 a,bE€ 
D, 在 由 a 与 b 确定 的 线段 上 存在 一 点 5, 使 得 

fb) - Fa) = JFGE)CD - a). (1) 

证 明 ”由 a 与 b 确定 的 线段 上 的 点 可 表示 为 a+ 1(b 一 a), 这 里 :EL0,1]. 令 

p(t1)= f(at+it(b -a)), 
那么 9 是 L0,1] 上 的 可 微 函 数 .由 单 变量 函数 的 微分 中 值 定 理 知 ,存在 OE (0,1)， 
使 得 
9p(1) - 2(0) = 2 (09)， 
若 记 上 =a+b0(C8-a), 那 么 
2 (0) = Jf(E). (b -a). 
由 此 可 得 所 需 的 结论 . 0 
车 记 a= (ai,…,an),b= (bi,…,b,), 那 么 式 (1) 也 可 写成 


9 0 
fibis%%i,bi)— flarsee*san) = of ep -ad) + + fb, -a.). 
Oxi 9Xn 


由 定理 9.10.1, 可 得 下 面 的 定理 : 
定理 9.10.2 设 D 是 R" 中 的 区 域 .如 果 对 任意 的 xED, 有 


[¢ 


fy - 
xX) = 二 gx = 0， 


那么 了 在 乙 上 为 一 个 常数 . 
证 明 如 果 D 是 R" 中 的 凸 区 域 , 那 么 由 定理 9. 10.1 立刻 知道 ,f 在 D 上 是 
一 个 常数 . 
如 果 D 不 是 凸 区 域 , 任 取 xoE€D. 令 
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A= {xE€ED:f(x) = f(xo)}, 
B= {x €D:f(x) f(xo))}, 
那么 A 显然 是 不 空 的 .我 们 来 证 明 4 是 一 个 开 集 . 任 取 a€ ACD. 由 于 D 是 开 
集 , 因 此 存在 ”> 盖 0, 使 得 B,(a)CD. 由 于 B,(a) 是 凸 区 域 ,所 以 了 在 B,(a) 上 是 常 
数 ,因而 对 任意 的 x€E B,C(a), 有 
flx) = fla) = flxo), 
这 说 明 B,(a)CA. 同 样 可 证 明 B 也 是 一 个 开 集 .于 是 有 
D=AUB. 
由 于 D 是 连通 的 开 集 , 且 A,B 都 是 开 集 ,4fB= 凶 ,4 天 好 ,所 以 只 能 有 B= 分. 
这 就 证 明了 /在 D 上 是 一 个 常数 . 0 
定理 9.10.2 的 证 明 , 是 利用 连通 性 来 作证 明 的 一 个 很 好 的 示范 . 
和 单 变量 的 情形 一 样 ,如果 了 在 凸 区 域 上 有 高 阶 的 连续 偏 导数 ,那么 还 可 把 中 
值 定理 推广 为 Taylor 定理 ,也 称 Taylor 公式 .为 做 到 这 一 点 需要 作 些 准备 . 我们 
先 证 明 下 面 的 多 项 式 定 理 , 它 是 二 项 式 定理 的 推广 . 
引 理 9.10.1 设 k,n 是 两 个 正 整数 ,那么 


(X1 + + Xn)* = 


这 里 a1，… ,a 是 非 负 整数 . 
证 明 ”对 加 项 的 个 数 n 作 归 纳 .n=2 时 , 它 就 是 二 项 式 定 理 , 式 (2) 当然 成 立 . 
现 设 关于 n 一 1 个 加 项 的 多 项 式 定理 成 立 , 那 么 由 二 项 式 定理 以 及 归纳 假设 , 即 得 


(Xi 二: 十 Xn)* 


ki! 


at 


XI Xn , (2) 


a1 


= (CX1 + et Xn) + Xa)" 
k 
k! 天 一 
二 一 一 一 一 十 。。 十 Qanxon 
>， TCR Xn-1) Xx 


an=0 
k 
一 k! Ck an)! al ooe ven-l wan 
之 an lk — ny oan a Xn 
二 > kk! ,a ors Xn , 
ee, allanl 1 " 
这 说 明 有 n 个 加 项 时 式 (2) 也 成 立 . 引 理 证 毕 . 0 


为 了 使 式 (2) 写 得 更 简单 明了 ,引进 下 面 的 记号 . 称 a= (al,…,a,)( 其 中 每 个 
ai 都 是 非 负 整 数 ) 为 一 个 多 重 指标 , 记 


|wgl=a+…+an，， glI= all…an1， 


如 果 x= (xxn) ,那么 记 x" = xz …x2 ,这 样式 (2) 可 以 简明 地 写成 
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x1 tt Aa) = 2) x". 


对 多 重 指标 &= (wa ，,…, a) ,我们 还 引进 记号 
Ql ttonf 


Df(a) = Co———— (a). 
AX?! ood Xn 


现在 可 以 叙述 并 证 明 多 元 函数 的 Taylor 公式 了 . 
定理 9.10.3 设 DCR" 是 一 个 凸 区 域 ,f € C™*! (D),a 二 (al an), 

a+h=(alt+hi,…,an+h,) 是 D 中 的 两 个 点 , 则 必 存 在 9E(0,1), 使 得 
fat = 5 PAHO + R,, (3) 


k=0 lal=k a! 


其 中 
R, 一 D'f(a + OR) jo 
le| = mm+1 Cl 
称 为 Lagrange 余 项 . 


证 明 固定 a 和 hh, 设 1€[0,1], 考 虑 [0,11 上 的 函数 (0=7a+ 二 ). 显 然 
9 在 L0,1] 上 有 m+1 阶 的 连续 导数 .对 2 用 单 变量 函数 的 Taylor 公式 ,得 


一 7 1 A se 1 (m) 1 (m+1) 
P(1) = $60) + (0) + 379 0) + + mi? be (0), (4) 
其 中 9€ (0,1). 


显然 9(1)= f(a+h),9(0)= f(a). 根 据 复合 函数 的 求 导 公 式 , 得 
gp (1)= 3f (a + th)hi 十。 十 3f (0 + th)h, 
ox] 9 


= (hh 
这 就 是 说 ,对 9 求 一 次 导数 ,相当 于 把 算 子 


9 9 
一 十 。。 十 一 
hi AQxi h, Ox 


作用 于 函数 f(a + th). 因 而 如 9.9 节 中 的 例 5 所 说 的 那样 ,有 


(1) = (h, je) fla + th), 


9 
Fe tt ha 3 fa + 二) 


9 
十 。。 十 
9DXi ha 


“oo, 


9 


Cm) 一 
p(t1) = (A Bx 


根据 引 理 9.10.1, 得 


9 mm 
+ et hh 天 ) fla + th). 
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十 … 十 万 。 


v= ( 3 ) flat th) 


9 
he 
1 @ n 
= SY Kl 9 ... 0 f(a + th)he 
Cl 9XT Ox 


k! pe 2 
= >) gD fa + th)h®. 


lel=&k 
所 以 
pH(0) = Sk GrDf a he. (5) 
lal= x 
把 式 (5) 代 入 式 (4), 即 得 要 证 明 的 式 (3). 0 
在 应 用 的 时 候 , 特 别 重要 的 是 Taylor 公式 的 前 三 项 .现在 把 它们 具体 写 出 来 ; 
fla+h) =f(a)+- m+ i 
lv _o/ 
+ 2 之 x, je hih, + ， (6) 
如 果 记 
2f 0) pee _9f (,) 
axi X10Xn 
Hfla) 二 : : 9 
of of 
x x 0 xe 0) 
那么 式 (6) 可 以 写成 
hi 
fla+h) = fia) + Jf Caht+ Ch ha ) Hf a) : |+.. 
h, 


这 里 Hf 称 为 f 的 Hesse 方 阵 , 它 是 一 个 n 阶 对 称 方 阵 . 

从 定理 9.10.3, 还 可 得 到 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 ， 

定理 9.10.4 设 DCR" 是 一 个 凸 区 域 ,f€EC”"(D),a 和 a+h 是 D 中 的 两 
个 点 ,那么 


fat = DD nt+ oC|hll”") Ch—0). (7) 
=0 lal=k 
证 明 由 定理 9.10.3, 得 
m-—l a a 
flat+h) 一 >» >， Df (a) ya >， Da + Oh) ja (8) 
大 =01g| = 大 C 1 lal=m oa! 
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其 中 gE (0,1). 因 为 f 的 m 阶 偏 导数 连续 ,所 以 
lim Df(a + 0h) = Df(a) (|a|= m). 


从 而 有 
Drf(ca + 9h) = Def(a) + o(1) (h—>0). 
于 是 得 
Pe he = Phe + oChe) (h—>0). 
而 当 |a| = m 时 ,有 
| h® |=| hrieeeher |=| hme | ha | he = hl". 
这 样式 (8) 右 边 的 第 二 项 便 可 写成 
he Doc (9) 
lal=m . lel=m 
把 式 (9) 代 入 式 (8) , 即 得 式 (7). 0 


上 面 我 们 证 明了 ,对 R" 中 的 西区 域 D 上 的 可 微 函 数 , 有 相应 的 微分 中 值 定 
理 , 现 在 进一步 提出 问题 :如 果 映 射 了 定义 在 凸 区 域 DCR" 上 ,并 且 f: DR” 可 
微 ,是 不 是 存在 相应 的 微分 中 值 定理 ? 我们 用 下 面 的 例子 指出 ,即使 对 n=1 和 
m =2, 这 样 的 定理 也 不 成 立 . 

考察 映射 f:[0,1]->R* ,具体 地 说 ， 


12 
fD=(,) 0<i<D, 
这 时 ， 
21 、: 
Jf(1) = 人) 


如 果 这 时 "中 值 定 理 ? 成 立 , 应 有 9E (0,1) ,使 得 
f(1) -70) = Jf(0)(1 -0) = JFO)， 


20 1 
(oj (小 
这 种 9 显然 是 不 存在 的 ,从 而 得 出 矛盾 . 
但 是 ,我 们 有 : 
定理 9.10.5 设 f:La,bj>R” 是 [a,b] 上 的 连续 映射 ,在 开 区 间 (a,b) 上 可 
微 ,那么 存在 一 点 EE (a,b), 使 得 
fb) =- fio0) | < ENCb -a). 


也 就 是 说 ,必须 有 
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证 明 设 w=Jb)-a), 利 用 R" 中 的 内 积 来 定义 函数 
pt) = (af Cateb). 
易 见 2 是 [za,b] 上 的 连续 函数 ,并 在 开 区 间 (a,b) 上 可 微 .一 方面 ,对 9 使 用 微分 
中 值 定理 ,可 知 存在 一 点 E (a,b), 使 得 
plb)—- ola) = (Da)2 (CS) = (b -a)(u,Jfé)), 
另 一 方面 ， 
p(b) -pa)= (ab))》 - Cu,fla)) 
=《〈uyfp)- fla = (au = | ul, 
. 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 可 得 
lzal2=(p-a)uyFe)> 委 (b-a)luelllFe) |. 
当 5 天 0 时 ,从 上 式 的 两 边 消 去 ‖ wu | , 便 可 得 到 
| Fop) -fab -a) JE) 1 . 
注意 , 当 u=0 时 ,上 式 自然 也 成 立 .这 就 是 所 需 的 结论 . 0 
应 用 定理 9.10.5, 我 们 就 可 以 证 明 下 面 的 所 谓 拟 微分 平均 值 定理 . 
定理 9.10.6 设 凸 区 域 DCR", 且 映射 f:D 一 R”" 在 D 上 可 微 , 则 对 任何 a， 
bED, 在 由 a 与 6 所 决定 的 线段 上 必 有 一 点 &，, 使 得 
| Fo -feoa)l EN Nb-al. 
证 明 由 a 与 b 所 决定 的 线段 可 以 表示 成 
r(t)=a+iti(b-a) (O01). 
今 
g(t)=for(t) (0 雪上 二 1)， 
映射 8 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1)? 内 可 微 . 由 复合 函数 的 求 导 法 则 ,可 得 
Jg(t) = JFCrC)JrGt) = JrCt))(D — a). 
利用 定理 9.10.5, 可 知 有 +E€ (0,1), 使 得 
| gC1) ~ gO0) | < | JgCr)). 
由 于 
8g(1) = f°。r() = fb), 
g(0) = f°。 r(0) = fla), 
Jg(r) = Jf(r(r)(b - a), 
若 令 《= r(r)( 这 是 由 a 与 b 所 决定 的 线段 内 的 一 点 ), 则 有 
fb) -fo eb -a lI) Nb-al, 
这 样 就 得 到 了 和 欲 证 的 结果 . 0 
微分 中 值 定 理 是 通过 等 式 表 达 的 ,而 上 述 的 拟 微 分 平均 值 定理 则 是 通过 不 等 
式 表达 的 . 
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练 习题 9.10 


1. 将 下 列 多 项 式 在 指定 点 处 展开 成 Taylor 多 项 式 ( 写 出 前 三 项 ): 
(1) 2x2 一 xy 一 只 -6x-3yt5, 在 点 (1, 一 2) 处 ; 
(2) 让 二 并 十 2 一 3xyzZ 在 点 (1,1,1) 处 ， 
2. 考察 二 次 多 项 式 
A DF 
DB hE 
F EC 
试 将 f(x +Ax,y+Ay,z+Az) 按 Ax,Ay,Az 的 正 整数 寡 展 开 . 
3. 将 纺 在 点 (1,1) 处 作 Taylor 展开 , 写 到 二 次 项 . 
4. 证 明 : 当 |x| 和 |y| 充 分 小 时 ,有 近似 式 


COSX L112 2 
cosy™~! D(X 六 


xyyz) = (x,y,2) 


问题 9.10 


1. 设 /x,y,z) 在 Ri 上 有 一 阶 连续 偏 导 数 ， 且 满 足 2 = 区- + .如 果 f(x,0,0) 之 0 对 任意 


的 xR 成 立 ,证 明 ,对 任意 的 (XJ CRs 也 有 fC， ,Z)>0. 
2. 设 D 是 R" 中 的 凸 区 域 ,fE C'(D), 那 么 在 D 上 为 屿 函数 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 
的 x,yED, 有 
f(y) 守 fx) + Cy — x)Jf x), 
这 里 


Jf (x) = (元 30, 0 ， 2 ). 
Ox OxXn 


3. 设 DD 是 R" 中 的 凸 区 域 ,f € Ci(D) ,那么 f 在 D 上 为 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 为 ,j 的 
Hesse 矩阵 


. af 
Hf(Cx) = (元 元 ) ) 
fx) OXiOX; ~ 1<<i 


是 正定 的 . 
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9.11 极 值 


现在 ,我 们 应 用 Taylor 公式 来 研究 多 元 洱 数 的 极 值 . 正如 单 变量 水 数 的 极 值 
一 样 ,这 里 的 极 值 也 是 一 个 相对 的 或 者 说 是 局 部 的 概念 . 

定义 9.11.1 设 开 集 DCR" ,函数 f:D 一 R, 点 xo€D. 如果 存 在 一 个 球 
B,(xo)CD ,使 得 对 任意 的 xE B,(xo), 都 有 f(x) 之 f(xo) (f(x)f(xo)), 那 么 
xo 称 为 『 的 一 个 (严格 ) 极 小 值 点 ,f(xo) 称 为 函数 了 的 一 个 (严格 ) 极 小 值 . 

同样 定义 (严格 ) 极 大 值 点 和 (严格 ) 极 大 值 . 极 小 值 和 极 大 值 统 称 为 极 值 . 

下 面 的 定理 给 出 了 极 值 点 的 必要 条 件 . 


定理 9.11.1 设 n 元 遇 数 1 在 a= (al ,…,an) 处 取得 极 值 , 且 2 人 Cai =1， 
2,…,n) 都 存在 ,那么 必 有 


of 00) = 0 (i = 1,2,.…,n). 
NXi 


证 明 不 妨 设 在 a 处 取得 极 小 值 ,那么 按 定义 ,存在 球 B,(a), 使 得 对 任意 
的 XE B,(a), 有 


f(x) > f(a). 
考虑 单 变量 ! 的 基数 
p(t) = farsaiist ai dn). 
让 :满足 |t 一 a; | 二 7, 取 xX=(a…ai-yi ai …anr) 那么 |x-al= 
| 一 ai| 过 r+, 即 xE€B,(a), 因 而 有 f(x) 这 f(a), 即 9(1) 宇 9(a;), 这 说 明 9 在 a; 


处 取 到 极 小 值 ,因而 有 9’'(a1) =0, 即 2 (a) =0. 站 


dXi 
D 中 使 得 2 (x) =0(i=1,2,…,n) 成 立 的 点 称 为 的 驻 点 .上 面 的 定理 说 


明 , 极 值 点 一 定 是 驻 点 ,但 一 般 来 说 , 驻 点 未 必 是 极 值 点 .例如 ,在 R* 上 考察 函数 
f(x,y)= xy, 这 时 ， 
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所 以 (0,0) 是 了 的 唯一 驻 点 .由 于 f(0,0) =0, 而 在 原点 的 任何 一 个 邻 域内 , 既 有 使 
f 取 正 值 的 点 (第 一 、 第 三 象限 内 的 点 ) ,也 有 使 f 取 负 值 的 点 (第 二 、 第 四 象限 内 的 
点 ), 可 见 原 点 不 是 极 值 点 .这 说 明 函 数 xy 没有 极 值 点 . 

例 1 在 闭 的 三 角形 D={((xyy):0O<xyy x+y<r) 上 , 求 函 数 

f(x,y) = sin xsin ysin (x + y) 

的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解 显然 ,在 D 上 f 守 0, 并 且 当 pE€9D 时,f(p)=0; 当 pED' 时 ,f(p)>>0. 
所 以 最 小 值 等 于 0, 在 边界 上 达到 . 

连续 函数 f 在 有 界 闭 集 D 上 一 定 存在 使 取 正 值 的 最 大 值 点 ,这 种 点 一 定 在 
D' 中 . 


先 求 驻 点 : 
oaf . . 
一 (xy) = sin ysin (2x + y) = 0， 
Ax 
Sf Cr,y) = Sin xsin (x +2y) = 0. 
》 


由 于 0<x<r,0<y<r, 所 以 以 上 两 个 方程 分 别 等 价 于 
sin (2x + y) = 0, sin(x+2y) = 0. 
因为 0 二 2x + y<<2r,0<x+2y<<2r, 所 以 
2xX+y=x, X+2y=x. 
由 此 解 出 唯一 的 驻 点 (x/3,x/3), 它 必定 是 最 大 值 点 ,因此 所 求 的 最 大 值 为 
flx/3,n/3) = BV3. 


0 

为 了 得 到 极 值 点 的 充分 条 件 , 就 需要 利用 Taylor 公式 以 及 矩阵 理论 中 的 一 些 
知识 . 

定义 9.11.2 设 A= (ai) 是 一 个 n 阶 对 称 方 阵 , 即 Qi 二 ainli,j =1,2,.….， 
n). 设 


其 转 置 记 为 XT = (XI ,X22 Xn). 称 


Q(x) = xTAx = D>) aixix) 


ij=1 
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为 x ,Xz，… ,Xa 的 一 个 二 次 型 , 方 阵 4 称 为 二 次 型 Q 的 系数 方 阵 . 

如 果 对 任何 x, 恒 有 QCx) 宇 0( 志 0), 则 称 二 次 型 C 是 正 ( 负 ) 定 的 ,其 系数 方 
阵 4 相应 地 称 为 正 ( 负 ) 定 方 阵 . 

如 果 对 任何 x 关 0, 恒 有 CCx)>0(<0), 则 称 二 次 型 C 是 严格 正 ( 负 ) 定 的 ,其 
系数 方 阵 4 相应 地 称 为 严格 正 ( 负 ) 定 方 阵 . 

如 果 总 存在 p,q9€ER" ,使 得 CCpP)<0<CCq) ,就 称 二 次 型 Q 是 不 定 的 ,其 系 
数 方 阵 4 相应 地 称 为 不 定 方 阵 . 

矩阵 理论 中 有 下 列 判断 严格 正定 方 阵 的 定理 . 

定理 9.11.2 设 A=(ai) 为 n 阶 对 称 方 阵 . 方 阵 4 为 严格 正定 的 一 个 充分 
必要 条 件 是 , 它 的 各 阶 顺 序 主子 式 均 大 于 零 , 也 就 是 说 ， 


an 盖 0， 

Ul Cl12 
> 0， 

U21 dz 
U1 CI2 U13 


> 0， 


U2 dz22 4d23 


U31 032 433 


det A > 0. 
由 于 做 习题 的 时 候 常 用 到 n =2 时 的 结果 ,我 们 把 这 个 特殊 结果 单独 列 成 下 
列 定理 并 加 以 证 明 . 
定理 9.11.3 设 二 阶 对 称 方 阵 


d21 U22 
则 4 为 严格 正 ( 负 ) 定 的 一 个 充分 必要 条 件 是 


Ql 012 


dau>>0 (an <0)， > 0. 


21 U22 
证 明 只 需 讨 论 严 格 正定 的 情况 . 对 称 方 阵 A 所 对 应 的 二 次 型 为 
QE€,7) = aut +2awty + qr yy. 
必要 性 . 取 ($,7)= (1,0), 那 么 Q(1,0)= aun >0, 我 们 有 
, 2 ,2 
QE = an(E +97) + (Ee) >0. (1) 


11 


上 式 对 一 切 不 同时 为 0 的 ,7 成立 .特别 地 ,应 有 
。 421 。 


数学 分 析 教程 人 


C1 
2f(- 2,1)> 0， 
由 此 可 得 det A = aiaz - ais>>0. 
充分 性 .由 式 (1) 可 见 , 8($,7) 之 0 对 一 切 ,7 成 立 .如果 QE§,7)=0, 则 
E+ Sy =0, 7=0 
必须 同时 成 立 , 即 $= 7=0. 由 此 可 知 Q 是 严格 正定 的 . 
定理 9.11.4 设 二 阶 对 称 方 阵 


那么 4 是 不 定 方 阵 的 充分 必要 条 件 是 
anaz — ais < 0. 
证 明 人 必要 性 .如 果 A 所 对 应 的 二 次 型 
QE€,7) = aut +2a16y + a 
是 不 定 的 ,那么 由 定理 9.11.3, 必 然 有 
QIIC22 一 Qt 过 0. 
如 果 anaeaz - ais =0, 那 么 必然 有 au 天 0; 和 否则 ais =0. 于 是 
Q(E€,7) = aw 7, 
它 不 是 不 定 的 . 当 au 关 0 时 ,由 式 (1) ,得 


QE§,7) = an (E+ gay) ， 


a 
它 也 不 是 不 定 的 .因而 必 有 an az at 二 0. 
充分 性 . 设 auazz - ats 一 0, 我 们 要 证 明 4 所 对 应 的 二 次 型 是 不 定 的 . 
先 设 aa =0, 这 时 必 有 aiz 关 0. 于 是 
QE€,7) = (2a1w§ + qz 7) 7. 


二 CQ22 二 022 
取 和 < 一 2ay ,62> 2a12 , 则 


Q(é£1,1) = 2a1wé + a = 0, 
Q(é€,,1) = 2aw été: + a > 0. 
这 说 明 Q(§,7) 是 不 定 的 . 
再 设 au 天 0, 这 时 ， 


a ? CllCaz 一 a 2 
QE,7) an| (+ pd + a¥ 了 | 
如 果 aun 记 0, 那 么 
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2 

0(- CQ12 1) _ Cl104322 一 di2 < 一 0， 

,1)= “2 一 
a Q11 


CC(1,0) 一 Ul >>0; 
如 果 an<<0, 那 么 


2 

CQ(- 2 1) = CI1142 二 G12 ~>0 

9 一 
dl all 


QO(1,0) 一 4all << 0， 
因而 QC(&,7) 是 不 定 的 . 0 
定理 9.11.5 设 xo 是 区 元 函数 太 的 一 个 驻 点 ,函数 了 在 xo 的 某 一 邻 域 内 有 
连续 的 二 阶 偏 导 数 . 
(1) 如 果 Hesse 方 阵 Hf(xo) 是 严格 正 ( 负 ) 定 方 阵 ,那么 xo 是 了 的 一 个 严格 
极 小 (大 ) 值 点 . 
(2) 如 果 Hesse 方 阵 Hf(xo) 是 不 定 方 阵 , 那 么 xo 不 是 f 的 极 值 点 . 
证 明 (1) 设 Hf(xo) 是 严格 正定 方 阵 . 由 于 了 在 xo 的 某 一 邻 域 上 有 连续 的 二 
阶 偏 导数 ,由 定理 9.10.4, 得 
foxo t+ h) = fxo) + Sxo)h+ 总 ATHCxo)N +oC(lhll2) Ch — 0). 
又 因 xo 是 了 的 驻 点 , 故 上 式 可 写 为 
flxo + h)— f(xo) = HhT HCxOh + od hh?). (2) 
设 上 y=1, 它 的 全 体 就 是 单位 球 的 球面 9B1(0). 因 为 Hf(xo) 严 格 正定 ,所 以 
yi 


n 2 
二 >) of Cx) yy, 0. 


ij=1 AXiOXj 


(yi ya) HfCXo) 


ym 
这 是 单位 球面 上 的 连续 函数 ,而 单位 球面 是 一 个 有 界 闭 集 , 因 而 它 在 单位 球面 上 的 
某 点 取得 最 小 值 , 设 此 最 小 值 为 m 二 0, 从 而 有 
y'Hf(xo)y 宇 m > 0. 
现在 
hT 
[pl 


Hf Xo ) 


1 ,rt -1 2 
nTHf xh = 去 上 2 人 
把 它 代 人 式 (2) ,得 
flxo +R) -Foxo) 之 1 上 (他 + 0(1))>0, 
即 当 hh |‖ 充分 小 时 ,有 f(xo + hh) 汪 f(xo). 这 就 证 明了 f 在 xo 处 取得 严格 的 极 
。423 。 
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小 值 . 
(2) 因为 Hf(xo) 是 不 定 方 阵 , 故 存在 p,qER" ,使 得 
pHf(x)p <0<q'Hf(xo)g. 
在 式 (2) 中 分 别 取 hh 为 ep 和 eq ,得 


fixo + ep) - f(x0) = Bp HFCxo) p)e? + ol(e’) 
= (Fp Hx p + ol))e’, (3) 


f(xo + eg) — f(xo) = (Fa Hxo)g + 0(1) )e2. (4) 


由 式 (3) 和 (4) 可 知 ,只 要 取 。 充分 小 ,就 有 
f(xo + ep) < f(xo) < f(xo + eq). 
这 正好 说 明 xo 不 是 f 的 极 值 点 . 
特别 地 ,对 n =2 的 情形 ,从 定理 9.11.3~9.11.5 可 得 : 
定理 9.11.6 设 (xo,yo) 是 二 元 函数 了 的 一 个 驻 点 ,了 在 (xo, yo) 的 某 个 邻 域 
内 有 连续 的 二 阶 偏 导数 . 记 


32 
2 一 fo yo), b= 


of 0f 
ray "YY C 一 yy) 


那么 : 
(1) 当 ac-52>>0, 且 a>0 时 ,了 在 (xo,yo) 处 有 严格 极 小 值 ; 

(2) 当 eac- 上 刀 >0, 且 a<0 时 ,了 在 (xzo,yo) 处 有 严格 极 大 值 ; 

(3) 当 ac 一 上 之 0 时 ,f 在 (xo,yo) 处 没有 极 值 . 

证 明 是 显然 的 . 

当 ac - b? =0 时 ,不 能 作出 判断 .例如 ,二 元 函数 x?y?, 一 x2y?,x?y 在 (0,0) 
处 都 满足 ac 一 b* = 0, 其 中 x?y 在 (0,0) 处 取 极 小 值 , - x:y? 在 (0,0) 处 取 极 大 


值 ,而 x?y? 在 (0,0) 处 则 没有 极 值 . 

例 2 设 

fx,y) = 2xt+ yt ~ 2x*: — 2y’. 

求 f 的 所 有 极 值 点 . 

解 ” 建 立 驻 点 方程 ; 

sf Csy) = 8x” — 4x = 0, 2 = 4y -4y=0, 
由 此 可 得 到 九 个 驻 点 . 作 如 下 编号 并 把 它们 分 成 四 组 : 
AO.,0); 
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B(0,1)， C(0,—1); 


D( 吧 ,0)，E(- 妆 ,0 


r 人 (各 0，c( 合 -AL 本 小 寺 刘 - 
求 二 阶 偏 导数 ,得 


2 
a = of (x,y) = 24x2 — 4， 
Ax 


of 
二 9 = 0， 
b 了 y) 


2 
C = f(x,y) = 1272 —4. 
9y 


注意 到 a ,b,c 中 只 含 x 和 y 的 偶 次 寡 , 因 此 只 需 来 检查 4,B,D,F 这 四 个 点 就 已 
足够 .根据 以 上 数据 , 作 表 9.1. 


根据 定理 9.11.6, 立 刻 知道 (0,0) 是 严格 极 大 值 点 ,,G, 昌 ,了 这 四 个 点 是 严 
格 极 小 值 点 ,而 点 B,C,D,E 都 不 是 极 值 点 . DD 
例 3 给 定 平面 上 n 个 数据 点 
Ce) (i= 1,2,,n). 
求 一 条 直线 y = ax + b ,使 得 偏差 


Daxi:+b— yi)? 
i=1 


最 小 . 

解 应 当 认为 x1 ,xz,，…,x。 互 不 相等 . 当 我 们 把 这 n 个 数据 点 夯 在 坐标 系 
中 ,如 果 发 现 它 们 近似 地 分 布 在 一 条 直线 上 ,就 可 以 提出 这 样 的 要 求 : 求 出 一 条 通 
近 这 些 数据 的 一 次 函数 .这 种 方法 称 为 “最 小 二 乘法 ”, 也 可 以 叫 作 “经 验 配 线 ”. 把 
未 知 的 系数 a,b 看 成 独立 变量 , 作 函 数 
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pla,b) = Da +b— yi), 
它 的 定义 域 是 R*. 对 9 关于 a,b 求 偏 导数 ， 得 到 


(a,b) = 2 ax + b- yd)x=0, (5) 
i=1 

(a,b) = 2P (axr+b-y)=0. (6) 
i=1 


由 此 得 出 关于 a ,b 的 线性 代数 方程 组 
J + (Sxi)b = xy 


(Dxi)a+nb= Dy,. 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 得 
(Pn) = (21 x1)” < DPD- nD (7) 


其 中 严格 的 不 等 号 成 立 是 因为 Xi X29 Xn 互 不 相等 由 此 可 知 ,线性 方程 组 的 
系数 行列 式 不 等 于 零 , 所 以 方程 组 有 唯一 的 解 , 即 有 唯一 的 驻 点 .但 是 ,这 个 驻 点 是 
不 是 极 值 点 ,是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 ,还 有 待 进一步 研究 . 计算 二 阶 导数 ， 


2 n 
Pa,b) = 22 x 


39 (ga,b) = 2 x 


aanb 
99 
Fab) = 2n, 
故 Hesse 矩阵 是 
2 x Dx 
2 i=1 i=1 
Dx n 


由 2 >0 以 及 不 等 式 (7) 得 知 , 这 是 一 个 严格 正定 方 阵 , 所 以 此 唯一 的 驻 点 就 是 
最 小 值 点 . 
由 式 (5) 与 (6) 可 知 , 所 求 直线 的 方程 是 
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Xx y 1 


人 2 yi n 


n n n 
Dy x? > xiy; Dx 
i=1 i=1 i=1 


它 是 由 数据 点 (xi，,y; )(i=1, 2,: ,nn ) 完 全 确定 的 . 
例如 ,我 们 有 三 个 数据 点 :(0,0), (1,2),(2,2) ,那么 经 验 配 线 就 是 


即 3x-3y+1=0. 


练习 题 9.11 


1. 求 下 列 函数 的 极 值 : 
(1) f(x,y)=4Cx— yy)— x:— ys 
(2) f(x,y)= x -3x2y+ ys 
(3) f(x,y)=x*+(y -1); 
(4) f(x,y)=x?+ yy —3xy. 


2. 求 画 数 Kx,7) = 地 1- 每 - 旋 (a>0,b>0) 的 极 值 


3. 求 函 数 
xy) = sinx+cosy+cos(x— y) 


在 正方 形 [COWw/2] 上 的 极 值 ， 


点 ,但 是 函数 7 在 原点 处 不 取 极 小 值 
(提示 :在 Oxy 平面 上 , 画 出 点 集 
P= (Cx,y):f(x,y)>0}, QOQ= {x,y):f (x,y) < 0}.) 

5. 设 二 元 函数 下 在 Re 上 连续 可 微 .已 知 曲线 F(x,y)=0 呈 “8” 字 形 . 问 方程 组 
2F(x,y) = 0， 
9x 
Coy) = =0 

在 R* 中 至 少 有 几 组 解 ? 
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问题 9.11 


1. 设 D={(x,y)ER*;x*+ < 之 1) ,二 元 函数 了 在 局 上 连续 ,在 D 上 满足 
of Pf 
ox + dy’ = 


证 明 : 
(1) 如 果 在 3D 上 ,f(x,y) 宇 0, 那 么 当 (x,y)ED 时 ,也 有 f(x,y) 宕 0; 
(2) 如 果 在 9D 上 ,f(x,y) 汪 0, 那 么 当 (x,y)ED 时 ,也 有 f(x,y) 汪 0. 
2. 设 D={(x,y)ER::0<x<1,0<y<1), 
fx,y) = at + 2bxy + cy* + dx + ey. 
证 明 : 如 果 (x,y)E9D 时 ,f(x,y) 志 0, 那 么 (x,y)ED 时 ,也 有 f(x,y) 志 0. 


9.12 条 件 极 值 


从 一 个 最 简单 的 例子 说 起 . 
要 做 一 个 体积 为 2 的 长 方 体 盒子 , 问 做 成 怎样 的 尺寸 才能 使 其 表面 积 最 小 ? 
设 这 个 长 方 体 的 长 . 宽 、 高 分 别 为 x,y,z 之 0, 它 们 满足 条 件 xyz =2. 用 S 表示 
这 个 长 方 体 的 表面 积 , 易 见 
S$ = 2(xy + yz + zx). 
现在 的 问题 是 :在 条 件 xyz =2 之 下 ,如 何 求 $ 的 最 小 值 ? 很 自然 的 想法 是 从 条 件 
中 解 出 


代入 5 的 右边 ,消去 变量 z, 得 到 
S = 2{( 交 + 去 + 写 )， 
然后 在 Oxy 坐标 系 的 第 一 象限 内 求 5 的 最 小 值 点 .现在 ,已 经 没有 任何 条 件 限制 ， 
只 需 把 $ 当成 二 元 函数 ,按照 前 一 节 求 普通 极 值 点 的 方法 来 处 理 ， 
这 个 例子 虽然 十 分 简单 ,但 其 中 所 采取 的 方案 对 处 理 所 谓 的 “条 件 极 值 * 有 着 
普遍 的 指导 意义 .也 就 是 说 ,从 “限制 条 件 ” 中 解 出 一 批 变量 ,然后 代 人 ”目标 函数 ” 
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中 去 ,转化 成 为 普通 极 值 的 问题 . 当然 , 当 条 件 比 较 复 杂 时 ,真正 地 “ 解 出 ”往往 是 做 
不 到 的 ,这 时 实际 上 是 要 利用 隐 映 射 定理 .下 列 求解 条 件 极 值 的 方法 ,是 隐 映 射 定 
理 的 一 个 很 好 的 应 用 . 
一 般 来 说 , 设 D 是 R"*" 中 的 开 集 ， 
jy (1) 
是 定义 在 D 上 的 一 个 函数 .现在 设 变量 xi ,… xn,y1,… ,ym 受到 下 列 m 个 条 件 
的 约束 : 
DXi Xn yi Ym) = 0， 
| (2) 
| Dn (Xi Xn ys yi ym) = 0. 
我 们 去 求 函数 (1) 在 约束 条 件 式 (2) 之 下 的 极 值 . 这 就 是 条 件 极 值 问 题 . 
刚才 已 经 提 到 ,从 原则 上 来 说 ,我 们 可 以 从 方程 组 (2) 中 把 变量 y; ,…, y。 都 
解 成 Xx; ,… ,x 的 函数 ,然后 代入 到 式 (1) ,把 它 变 成 变量 x ,…,x， 的 无 条 件 极 值 
问题 .但 在 实际 操作 中 ,这 往往 是 行 不 通 的 ,原因 是 要 从 式 (2) 把 yy ,…, ym 解 成 
X1，,… ,Xn 的 函数 往往 是 十 分 困难 的 . 
下 面 的 Lagrange 乘 数 法 是 解决 条 件 极 值 问 题 的 一 个 有 效 方法 .其 基本 思想 是 
这 样 的 : 作 一 个 辅助 函数 
FOxioee Kao yi Ym) = FOX Xa yl Ym) 


+ DB Xn yi Yim), (3) 


其 中 X41，…,4m 是 m 个 待定 的 常数 .5 可 以 证 明 ， 如 果 (a，…anyb,…，,bw) 是 函 
数 (1) 的 满足 条 件 式 (2) 的 一 个 极 值 点 ,那么 一 定 存在 (X41,…,4m) ER” ,使 得 
(aany bb) 是 函数 (3) 的 一 个 驻 点 .这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 9.12.1 如 果 目 标 函 数 (1) 在 条 件 式 (2) 的 约束 下 ,在 点 zo = (xo, yo) 
=(ait an bs,", bw ) 处 取 到 极 值 ,那么 存在 1= (X41,…,4m%)EER”", 使 得 
(Cxoy yo) 是 函数 


Flx,y) = fxsy) + DO AD (x,y) 
i=1 
的 驻 点 .也 就 是 说 , (xo, yo) 满 足 方程 组 
壮 Go + 1 名 Fx (X00) = 0 (天 二 1 1)， 


of SPL ， 一 
FL) + Di ry) = 0 (j = 1, ,m). 
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在 给 出 这 一 定理 的 证 明之 前 ,我 们 先 来 看 几 个 例子 . 
例 1 在 x,y,z>0 以 及 条 件 xyz=2 下 , 求 函 数 
SCOxyyz) = 2(xy + yz + zx) 
的 极 值 点 . 
解 这 时 ,D={((xzy,z):x>>0,y>>0,z>0} ,限制 条 件 是 一 个 方程 
PCx,y，z) = Xyz -2 = 0. 
作 郴 数 
FCxyyz) = S(x,y,2) + AP(X, yz)， 
把 4 看 成 常数 , 令 
aF _ 38 ,99 - 


Fx = 了 327+2)+MZ = 0， 


-3192 -902+ x) + hzx = 0， 
dy 9y 9y 

aF _ 28 ,99 - 
+ x + y) + Axy 0. 


用 x,y,z 分 别 乘 以 上 三 式 , 得 出 
X(y+z)= y(z+x) = z(x + y), 
即 xz = yz=xy. 由 于 x,y,z 都 是 正 数 ,所 以 x=y=z= 如 ,这 就 是 说 ,在 本 节 开 头 
中 提 到 的 那个 盒子 ,必须 做 成 立方 体 才 能 使 它 的 表面 积 最 小 . 0 
必须 指出 ,上 述 解 法 只 是 演示 如 何 用 Lagrange 乘 数 法 来 解 条 件 极 值 问题 ,不 
意味 着 这 是 一 种 方便 的 、 简 单 的 方法 . 事实 上 ,如 果 利 用 几何 平均 -算术 平均 不 等 
式 ,将 有 十 分 初等 的 解法 . 易 知 


> = xy + y+ XE3 VA x) = 3 Vxyz) = 3%4, 


即 S 之 6Y4. 这 说 明 , 不 论 盒子 的 尺寸 如 何 ,其 表面 积 不 会 小 于 6 弛 ,取得 这 个 最 小 
值 是 可 能 的 ,只 需 xy= 此 = zx, 即 x=y=z= 混 . 
例 2 限制 点 在 圆周 
(x—-1)+y=1 
上 变化 时 , 求 函数 f(x,y) = xy 的 最 小 值 和 最 大 值 . 
解 这 时 D=R?. 令 
PX) = (x—-1)+y -1. 
作 函 数 
Flx,y) = f(x,y) + AP(X,y), 
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视 4 与 x,y 无 关 . 令 
aF _ 9f | ,99 


ax 9x 9x 


y+2A(x—1) = 0， 


aF _ 9f ;i998 = 4+2ay=0. 


9y ay 9y 
由 此 得 出 

Xi + yy: = 4A2((x— 1) + y) = 412， 
而 9=0 相当 于 x*+y?=2x, 所 以 x=2XA?,Ay= 一 和 .如 果 4=0, 则 得 出 (x,y)= 
(0,0) ,这 显然 不 是 一 个 极 值 点 ,因为 F0,0) = 0, 而 在 第 一 象限 户 0, 在 第 四 象限 
f=0. 因 此 应 设 A 隆 0, 由 此 得 出 y= - 1, 从 而 x=2 六 .我们 有 关 =3x/2, 从 而 
x=3/2. 考 虑 以 下 两 点 : 


EEE 


2 2 2” 2 和 
由 于 连续 函数 了 在 圆周 (有 界 闭 集 ) 上 必 取 到 最 小 值 和 最 大 值 ,所 以 
3 v3_ 3 
f(3 , 守 ) 一 4 V3 
是 最 大 值 ,而 
3 31-_-_3 
f(2, 一 习 ) 一 一 V3 
是 最 小 值 . 0 


同 例 1 一样 ,本 题 也 有 初等 的 解法 .考察 
fCxsy) = x2y? = XDx x2) = X32 x) = 言 x?(6 一 3x). 

显然 0 委 x 委 2, 利 用 几何 平均 -算术 平均 不 等 式 , 得 

3 _ x+X+X+(6-3x)\ 4 /3 

x3(6 -~ 3x) = xxvx6-30<( 全 人] = (这 ) ， 
所 以 
33 
42， 
式 中 等 号 当 且 仅 当 x=6-3x, 即 xx=3/2 时 成 立 . 

例 3 求 椭圆 

十 六 十 二 二 1, 


Li 


a b:? qc (4) 
Ax+By+Cz=0 
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的 半 轴 的 长 . 
解 ”第 一 个 方程 表示 中 心 在 原点 的 一 张 椭 球 面 ,第 二 个 方程 表示 一 张 过 原点 
的 平面 ,它们 交 成 一 个 椭圆 . 令 
= f(x,y,2) = Xx: + y: +2, 
它 代表 空间 中 点 (x,y,z) 到 原点 的 距离 的 平方 .在 条 件 式 (4) 中 的 两 个 方程 的 限制 
之 下 ,应 求 函数 r 的 最 小 值 和 最 大 值 . 令 
PC yz) = 村 十 5 + 三 一 1 


ax y,z) = Ax+ By + Cz， 


再 令 
F=f+A9P + A 2, 
建立 方程 
aF 0 aF_o oF 
0 -0 和 0 
即 
2x+2AN1 读 + AzA = 0， 
a 
2y+ 2 +X2B=0, (5) 


pb2 
2z +2XA1 训 +X2C = 0. 


用 x,y,z 依次 乘 以 方程 组 (5) 中 的 三 式 并 相 加 ,得 到 
rr?+A1=0. (6) 
把 方程 组 (5) 中 的 三 个 方程 式 和 方程 组 (4) 的 第 二 个 方程 式 联 立 , 并 把 x,y,z,42 
看 成 四 个 未 知 量 ,得 到 下 面 的 一 个 联 立 方程 组 : 
4x+By+Cz+0.A = 0， 


2(1+ 人 3)x+0.y+0.z+ A =0， 
0.x+2(1+ 中 )7+0，。 z+ 了， = 0， 


0.x+0。 y+2(1+ 急 i)z+ C=0. 


因为 x=y=z=0 不 满足 方程 组 (4) 中 的 第 一 个 方程 式 ， 所 以 这 个 方程 组 一 定 有 非 
零 解 ,因而 有 
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A B C 

2(1+ 分 ) 0 A 
0 2(1+ 分) 0 pl (7) 
0 0 2(1+ 急 ) C 


这 是 一 个 关于 41 的 方程 式 , 由 此 解 出 ,再 由 方程 (6) 即 可 得 到 所 要 的 解 ， 
例如 ,A=B=0,C=1, 从 式 (7) ,得 


s+ 和 (+) 


由 此 得 A1= -az 或 1 = 一 六 ,再 由 式 (6) 即 得 r=a 或 r= b. 这 和 直观 是 一 致 的 . 
再 看 一 个 例子 :a = b=1,c=2,A=1,B=2,C=1, 这 时 从 式 (7), 可 得 
3AM1+1l +8 = 0. 
由 此 得 41 = -1 或 A1= 一 8/3, 因 而 得 r=1 或 r=2V6/3. | 
例 4 求 Fx,y)=2xz+l2xy+ 史 在 
D = {C(x,y):(x,y) ER + 4y 25) 
上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 DD 是 分 别 以 5 和 5/2 为 长 . 短 半 轴 的 闭 椭圆 . 先 看 f 在 椭圆 内 部 有 没有 极 
值 点 .方程 组 


9f -4r+l2y = 0， 
Ax 


9f -12x+2y=0 


9y 
只 有 (x,y) = (0,0) 一 个 解 ,而 这 时 
2 92 oa? 
a=2f=4, p= fF =12, c= -2， 
ax axay Ay 


ac—- b=-136<=0. 
这 说 明 f 在 椭圆 内 部 没有 极 值 点 ,因此 f 的 最 大 值 和 最 小 值 必 在 椭圆 周 上 取 到 .这 
样 问题 就 变 成 点 (x,y) 满 足 条 件 x* + 4y* = 25 时 求 f 的 最 大 值 和 最 小 值 ,这 是 一 
个 条 件 极 值 问 题 . 令 
Flx,y) = 2x*: + l2xy + y* + A(x* + 4y* — 25), 
则 有 
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9F - (4+21)x+12y = 0， 
ox 
(8) 
= 12x + (2+ 8A)y = 0. 
这 个 方程 组 必 有 非 零 解 ,因而 
4+24 12 = 
12 2+84| 


得 4 满足 的 二 次 方程 
412 +91 一 34= 0， 
解 得 
17 


A!1 = 2 42 = 


把 A1=2 代 入 式 (8), 得 x= 一 3y/2. 再 代入 x*+4y* =25, 得 y= ++2. 因 此 x= 
干 3, 从 而 得 可 能 取得 条 件 极 值 的 两 点 (一 3,2) 和 (3, - 2). 对 应 于 Xz = - 17/4, 可 
解 得 (4,3/2) 和 (一 4, -3/2) ,取得 条 件 极 值 的 点 必 在 这 四 点 中 .通过 比较 : 
f(43)=f 作 -4 名)= 千 ， 
fC- 3,2) = f(3, - 2) =- 50. 

即 知 了 在 忆 中 的 最 大 值 为 425/4, 最 小 值 为 -50. 0 

现在 给 出 定理 9.12.1 的 证 明 . 证 明 这 一 定理 的 主要 工具 是 隐 映 射 定 理 ( 定 理 
9.7.1). 为 此 ,我 们 把 定理 9.12.1 用 向 量 的 形式 严格 地 重新 叙述 如 下 : 

定理 9.12.1” 设 开 集 DCR"*" ,函数 f:D 一 R, 映 射 @;: D 一 R”" . 函数 三 与 映 
射 中 满足 以 下 条 件 : 

(a) f,BEC'D); 

(b) 存在 zo = (xo,yo)ED, 满 足 @(zo)=0, 其 中 xo = (Ql,*…,an), yo = 
(有 bn 

(c) det J ,D(z0)A0. 

如 果 f 在 条 件 式 (2) 的 约束 下 ,在 zo = (xo,yo) 处 取 到 极 值 ,那么 存在 A4ER"， 
使 得 

Jf(z0) + 1JG(zo) = 0. (9) 

证 明 由 于 外 满足 (a),(b),(c) 三 个 条 件 , 根 据 隐 映射 定理 ,存在 ze = 

(xo,yo) 的 邻 域 U= GX 万 ,其 中 G 和 已 分 别 是 xe 和 yo 的 邻 域 ,使 得 方程 
Dx,y)=0 

对 任意 的 xEG, 在 刀 中 有 唯一 解 2(Cx), 并 且 满足 yo =92(xo) 且 Jp(0xo) = 
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一 (JB(zo)) -1J:@@(zo). 因 为 zo=(xovyo) 是 了 在 条 件 式 (2) 的 约束 下 的 极 值 点 ， 
因此 xo 便 是 函数 Fx,2(x)) 在 G 中 的 一 个 极 值 点 ,所 以 xo 必 是 f(x,9(x)) 的 


一 个 驻 点 .由 复合 求 导 公 式 ,得 知 
Jif (zo0) + Jyf (zo)Jp(xo) = 0. 
把 Jep(xo)= 一 (J(zo)) -1J .BP(zo) 代 和 人 上 式 , 即 得 
Jf C20) - Sf zo Bz0)) 1 D(zo) = 0. 
记 
A=-J,fz0 (D(zo))!, 
它 是 一 个 m 维 向 量 , 式 (9) 就 变 成 
Jf(zo) + AJ D(zo) = 0. 
再 把 式 (11) 改 写 为 
Tf (zo0) + AJ D(zo) = 0. 
式 (12) 与 (13) 可 以 合并 为 
Jf(z0) + AJD(zo) = 0. 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 式 (9). 
下 面 是 判断 条 件 极 值 的 充分 条 件 . 
定理 9.12.2 设 zo 是 辅助 函数 
F(z) = f(z)+ S18i(z) 
的 一 个 驻 点 ,其 中 z= (zi Zarm) = (texznyy ym). 记 
ER ? ) 
(1) 如 果 HF(zo) 严 格 正 定 , 那 么 f 在 zo 处 取 严 格 的 条 件 极 小 值 ; 
(2) 如 果 HF(zo) 严 格 负 定 ,那么 f 在 zo 处 取 严 格 的 条 件 极 大 值 . 
证 明 记 E 是 R"'" 中 满足 条 件 式 (2) 的 点 的 全 体 , 即 
E= {zE€ER"™".B(z)=0,i= 1,.…,m)}. 
已 知 zo EE, 再 在 zo 的 附近 取 点 zo + hE E. 由 于 
Di(zo) =0, Dilzot+h)=0 (= 1,.…,.m), 


HF(zo) = ( 


所 以 

F(zo) = f(zo), Flzo + h) = f(zo + h). 
于 是 对 F 用 Taylor 公式 ,得 

f(zo+ h)— f(zo)= F(zo + h)— F(zo) 
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mtn 


= 5 9F (zh + 1) oF (phe+odlh)’) 
9zj 2 


/E102192k 


= 去 > oF -zohihe + oll hl )， 


这 里 已 经 利用 了 zo 是 FF 的 驻 点 的 条 件 . 剩 下 的 证 明 与 定理 9.11.5 完全 一 样 ,不 再 
细 述 ， 0 
与 定理 9.11.5 不 同 的 是 , 当 Hf(zo) 不 定时 ,f 仍 有 可 能 取得 条 件 极 值 .例如 
fxsy,z) = x + yz, Blx,y,2)=z=0. 


这 时 ， 
Flx,y,2) = Xx + y— z+Az. 
易 知 
5 = 2x， 5 = 2y， 区 一 2z 二 从 
今 
aF _ 9F _ a9F 


ax ay az 0 


以 及 约束 条 件 z=0, 即 得 x= y=z=0,4=0. 因 而 (x,y,z) = (0,0,0) 是 下 的 一 个 
驻 点 .这 时 ， 


x 二 2X， ay = 2y， F372 -2 
从 而 有 
2 2 2 
33 = 2， 5 = 2， 5 = 一 2， 
HF _ FF PF. 
9x9y 9x9z 9Dy9z 
F 的 Hesse 矩阵 为 
2 0 0 
HF=|0 2 0 
0 0 -2 


这 是 一 个 不 定 的 对 称 方 阵 ,但 f 在 (x,y,z) = (0,0,0) 处 确实 取 到 了 条 件 极 小 值 . 
例 4 设 ai0,xi 之 0(i=1,…,n). 证 明 ; 


alX1 十 十 QnXn 1*" an 
Xl ee Xn < 过 (ee) 
1 a ~ ai 十 十 Qn 9 (14) 
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其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 x1 三 … = xn， 
证 明 考虑 


xxXn) = ln(CxT Xe )》 = ailn x; 


在 条 件 
> QiXi 二 CC 


(15) 


下 的 条 件 极 值 ,其 中 c 是 任意 一 个 正 的 常数 . 用 Lagrange 乘 数 法 , 作 辅 助 消 数 


F(x1,"**,Xn) = Son Xi 十 2 (Dl ax -cj)， 
i=1 i=1] 
那么 


oF 二 Ai + ai =0 (= 1,.,n). 
QXi Xi 


为 了 确定 4 的 值 ,在 等 式 


的 两 边 乘 以 x; 再 相 加 ,得 
> = 4 Daw 三 一 AC， 
所 以 -1/4 = c/ 了 a, 于 是 


Xi 三 c/ Ha, (i= 1,.…,n). 
i=1 


这 就 是 驻 点 zo 的 坐标 . 为 了 验证 函数 了 是否 取得 了 条 件 极 值 ,由 了 -= 8+ hai 可 


得 
oF =— Aig, 
DXigX x 
因而 
(Da) Ql 
HF(z0) = 一 
C2 
Qn 


(16) 


由 于 a; 之 0(i=1,…,n), 所 以 HF(zo) 严 格 负 定 .由 定理 9.12.2 知 ,f 在 zo 处 取 


严格 的 条 件 极 大 值 , 再 由 zo 的 唯一 性 知 它 为 严格 的 最 大 值 .于 是 得 
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yunx < am CC  ， (17) 
i=1 i=1 


Qi 
i=1 


不 等 式 左 边 的 x1，… ,x 满足 条 件 式 (15) 且 不 全 相等 ,因为 满足 条 件 式 (15) 且 都 相 
等 的 x1，,…,x， 就 是 式 (16) , 它 就 是 驻 点 zo 的 坐标 .从 式 (17), 即 得 


QlXl 十 Pe 十 QnXn ) ” 
al 十 十 an “ 


X1! “Xn! < 过 ( 


要 上 面 的 不 等 式 变 成 等 式 只 有 x1 =… = x, 因此 式 (14) 中 的 等 号 当 且 仅 当 x1 =… 
=xn 时 才 成 立 , 而 当 xz =…=xn 时 , 式 (14) 中 的 等 号 成 立 则 是 显然 的 . 0 


练习 题 9.12 


性 


. 求 在 指定 条 件 下 u 的 极 值 : 
(1) u=xy,X+y=1; 
(2) u=cosx+cosy,xX— y= nx/4; 
(3) u=x-2y+2z,x:+y:+z:=1; 
(4) u=3x*+3y*+2z:,xX+y+z=1. 
. 用 求 条 件 极 值 的 方法 ,计算 : 
(1) 原点 到 直线 


5 


2x+2y+z+9=0, 2x-y-2z-18=0 
的 距离 ; 
(2) 原点 到 平面 
x+2y+3z+4=0 的 


距离 . 
3. 求 椭 贺 
fr + y:+ 后 = 1， 
X+2y+z=0 
的 长 , 短 半 轴 . 


4. 设 a 二 0. 求 曲线 
人 + y* = 2az, 
x+y+xy= a 
上 的 点 到 Oxy 平面 的 最 小 距离 和 最 大 距离 . 
5. 在 椭 球 
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2 2 
与 + 上 + 瑟 
a b: qc 


内 嵌入 有 最 大 体积 的 长 方 体 , 间 这 长 方 体 的 尺寸 如 何 ? 
6. 设 qj 之 0 (i=1,…,n),p>1. 证 明 : 


并 讨论 等 号 成 立 的 条 件 . 
7. 试 利用 求 条 件 极 值 的 方法 ,证 明 Holder 不 等 式 : 设 a; 之 0, x 之 0 (i=1,…,n),p 之 1， 
1/p+1/9=1, 那 么 


Da < (Dar) (Dx), 
并 讨论 等 号 成 立 的 条 件 . 


。 439 。 


附录 ”多项式 的 持 值 与 逼近 初步 


一 一 Bézier 曲线 和 Coons 曲面 举例 


我 们 考虑 函数 f:[a,b] 一 R, 这 个 函数 也 许 相 当 复 杂 , 不 便 计算 ,也 不 便 研究 .一 个 很 自 
然 的 想法 是 要 用 一 个 多 项 式 8 来 代替 了 ,使 得 |f 一 g| 在 这 个 区 间 [a ,bj 上 比较 小 .大 家 知道 ， 
计算 多 项 式 的 时 候 , 只 牵涉 到 加 与 乘 两 种 运算 . 

多 项 式 的 插值 与 逼近 的 内 容 十 分 广泛 ,它们 已 经 构成 了 数学 的 一 个 分 支 .近代 形 成 的 
“计算 机 辅助 几何 设计 ”, 很 好 地 把 数学 和 计算 机 融 为 了 一 体 , 处 处 都 有 多 项 式 的 插值 与 晕 
近 . 这 里 ,我 们 简单 介绍 Bézier 曲面 和 Coons 曲面 ,它们 是 计算 机 辅助 几何 设计 的 最 重要 的 
曲面 . 


A.1 Lagrange 插值 公式 


例如 ,在 任 一 指定 的 地 点 ,温度 是 时 间 的 函数 . 设想 某 气象 站 在 时 刻 xo, xi, xz，…，xn 
(Cxo<xi<xze<…<xn) 记 录 下 来 的 温度 分 别 是 yo ,yi ,yz，…, yn，* 并 在 直角 坐标 系 中 标注 了 
n+1 个 点 (xi,y1)(i=0,1,2,…,n). 这 样 做 了 之 后 , 除 做 记录 的 这 n+1 个 点 之 外 , 别 的 时 
刻 的 温度 是 不 知道 的 .例如 , 当 xE(xi1,xi)(i=1,2,…,n) 时 ,温度 是 未 知 的 .我 们 希望 找 
出 一 个 函数 f:La,bj 一 R, 其 中 a =xo,b=x, ,满足 fx;) = yi(i=0,1,2,…,n). 我 们 就 用 
f 来 作为 温度 冰 数 的 近似 .这 就 是 所 谓 的 插值 问题 (简称 插值 ). 称 (x;,yi)(i=0,1,2,…,n) 
为 插值 的 数据 点 . 

解决 插值 问题 的 方法 多 种 多 样 .最 常用 的 方法 是 ,把 相 邻 数据 点 (xi-1,y;-1) 及 Cx;, yi) 
(=1,2,…,m) 用 直线 段 连接 起 来 ,然后 把 得 到 的 那个 分 段 线性 的 连续 函数 当成 f. 这 是 一 
种 可 行 的 方法 .中 学 生 使 用 “数学 用 表 ” 时 ,数学 教师 建议 的 “ 插 补 法 " 正 是 这 种 “线性 插值 法 ”. 

上 述 的 函数 虽然 连续 ,但 在 数据 点 上 很 可 能 没有 导数 ,也 就 是 说 是 不 可 导 的 . 从 几何 上 
看 ,曲线 y= Fx 六 见 棱 见 角 ”, 光 滑 程 度 太 差 . 

现在 来 推导 Lagrange 插值 公式 .我 们 采取 “ 攻 其 一 点 ,不 及 其 余 ” 的 策略 .我 们 设 y; = 1， 
而 mw=…=y-=y=…=y=0, 其 中 1=0,1,2,…, 站 .这 些 特殊 的 数值 满足 次 多 
项 式 

L(x) = Ki 一 Xo) (YX 一 Xi 一 Xi 一 X)， 
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其 中 上 是 一 个 待定 的 常数 .由 于 Li(x1)=1, 故 可 以 立刻 求 出 


了 
1 (Xi 一 Ko) Xi — XK 一 il) Xi Xa) 


于 是 
XO— XOX — Xi XO— Xit1)'*" (XC— XA,) 


_ 
Litx) (Xi 一 Xo) (Xi 一 Xi1)(Xi 一 Kir1) CX 一 Xx) 


其 中 i=0,1,2,…,n. 这 样 一 来 ,原先 那个 一 般 的 插值 问题 的 解 就 是 Lo,L!,…,L. 乘 上 相 
应 的 常数 后 登 加 起 来 的 结果 .具体 地 说 ,插值 问题 的 解 是 


p(x) = DyiLite). (2) 
显然 ,p 是 一 个 次 多 项 式 , 且 满足 插值 条 件 , 这 是 因为 


p(x)) = yi) = y;*1= y, 
i=0 


(1) 


其 中 j=0,1,2,…,n. 

我 们 可 以 进一步 证 明 , 满 足 插值 问题 的 n 次 多 项 式 是 唯一 的 . 设 p ,9q 是 次 多 项 式 ， 
它们 都 满足 插值 条 件 , 即 p(x;) = q(xi)= y,(i=0,1,2,…,n), 由 此 将 导致 多 项 式 p 一 q 有 
n+ 1 个 不 同 的 零点 xo,X1，,… ,Xn, 这 只 有 当 p 一 9=0 即 p= 4g 时 才能 成 立 . 

n+1 个 次 多 项 式 Lo,Li,… ,上 L, 称 为 n 次 Lagrange 基底 . 

Lagrange 插值 公式 漂亮 .简洁 , 堪 称 一 件 精 美的 “小 品 ”. 华罗庚 教授 曾经 称赞 Lagrange 
插值 ,他 的 短文 我国 古 代数 学 成 就 之 一 帝 》( 载 于 《文物 )1978 年 第 1 期 的 46 一 49 页 ) ,把 这 
种 解决 问题 的 技巧 追溯 到 我 国 古 代 《 孙 子 算 经 中 的 “ 物 不 知 其 数 ”. 解 该 问题 ,有 以 下 的 
歌诀 : 

三 人 同行 七 十 稀 ， 
五 树 梅花 廿 一 枝 ， 
七 子 团圆 正 半月 ， 
除 百 零 五 便 得 知 . 

这 三 个 数 是 怎么 得 来 的 呢 ? 先 看 3. 由 于 5x7=35 被 3 除 余 2, 因 此 2x35=70 被 3 除 
余 1. 同 样 ,再 看 5, 易 知 3X7=21 被 5 除 余 1. 最 后 看 7, 易 知 3x5=15 被 7 除 也 余 1. 三 个 重 
要 的 数字 70,21,15 相当 于 “基底 ”. 问 题 的 解答 是 

70a + 21b + 15c， 
显然 ,用 3 除 余 a, 用 5 除 余 b, 而 用 7 除 余 c. 最 后 减 去 105 的 倍数 , 即 可 以 得 到 结论 . 

把 Lagrange 插值 与 中 国 古 代 算 法 联系 起 来 ,没有 任何 的 牵强 ,这 突显 了 数学 大 师 华 罗 
庚 先 生 敏 锐 的 洞察 力 . 

我 们 前 面 称赞 过 Lagrange 插值 的 许多 优点 ,可 惜 的 是 ,除了 次 数 n 较 低 的 场合 , 它 几 乎 
没有 实际 的 应 用 价值 .这 是 因为 数据 点 较 多 时 ,插值 多 项 式 的 次 数 也 就 较 高 ,对 次 数 高 的 多 
项 式 来 说 ,原始 数据 的 微小 误差 可 能 会 给 最 后 结果 带 来 严重 的 误差 .我 们 称 这 种 现象 为 “ 计 
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算 不 稳定 ”. 更 为 严重 的 是 ,多 项 式 曲线 将 产生 人 们 不 希望 的 上 下 振动 . 

为 了 实际 应 用 ,应 当 毫 不 犹豫 地 放弃 高 次 多 项 式 播 值 , 另 想 出 新 的 路 子 . 这 种 路 子 也 是 
多 种 多 样 的 ,一 是 不 要 求 多 项 式 无 限 次 可 导 , 而 要 求 插值 曲线 二 阶 连续 ,这 就 是 三 次 样 条 函 
数 插值 . 二 是 我 们 不 必 拘 泥 于 个 别 点 上 的 函数 值 ,几何 上 的 “神似 ”更 为 重要 . 


A.2 三 次 Hermite 插值 


设 三 次 多 项 式 Fo(x) 满 足 条 件 
Fo(0) = 1, Fo(1) = Fo(0) = Fo(1) = 0， 
不 难 证 明 这 个 F。 是 唯一 确定 的 .例如 , 设 


Fo(x)=Q+pxr+cxrz +dx3， 


四 个 系数 满足 条 件 
Fo(0) = a = 1， 
Fo(l)=1+pDp+c+d=0， 
F0(0) = b=0, 


FI) = b+2c+3d=0. 
由 此 解 得 a =1,b=0,c= -3,d=2. 于 是 
Fo(x) = 1- 3x + 2x’. 
同样 地 ,三 个 三 次 多 项 式 满足 条 件 
Fi(0) =0, Fi(1)=1, Fi(0) = Fi(1) = 0， 
Gu(0) = Go(1) = 0， Gu(0) = 1， G6(1) = 0， 
G1(0) = G1(1) = G1(0) = 0， G1(1) = 1. 


可 分 别 求 得 
Fi(x) = 3x2 - 2x’, 
Golx) = x — 2x: + x 
G(X) =— x*: + XxX?, 
用 和 矩阵 的 记号 表示 为 
Fo(Cx) 1 0 -3 2 人 1 
Fi(x) |0 0 3 -2||x 
Go(x)| |01 -2 1 
Gi(x) 0 0 -1 1 x’ 
这 四 个 三 次 多 项 式 组 成 三 次 Hermite 插值 .值得 注意 的 是 ,函数 Po(x)+ Fi(x)=1 是 一 个 
恒等式 . 


作 一 个 三 次 多 项 式 p(x) ,使 得 p(0) = yo,p(1) = y, 并 且 它 的 导数 满足 P (0) = mo ,以 
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及 p' (1) = ma. 求解 可 得 
pxX) = yoFoCx)+yFGCx)+moCoCx)+ miGCICr)， 
其 中 xE[0,1]. 
S. A. Coons 是 计算 机 辅助 几何 设计 的 先驱 之 一 , 曾 任 美国 麻 省 理工 学 院 的 教授 .他 设 
计 了 “Coons 曲线 与 曲面 ”, 其 中 有 一 个 元 率 就 是 Hermite 插值 . 
下 面 以 Coons 的 “ 拟 圆 周 " 作 为 一 个 例子 .我 们 作 一 条 三 次 参数 曲线 去 通 近 单位 圆 在 第 
一 象限 中 的 那 一 部 分 .我 们 要 求 : 当 参 数 4 = 0 时 曲线 过 平面 上 的 点 (1,0), 当 上 = 1 时 曲线 过 
点 (0,1) ,并 且 曲 线 在 这 两 点 分 别 有 垂 直 和 水 平 的 切 向 量 , 它 们 的 长 度 分 别 记 为 o 与 r. 此 曲 
线 的 向 量 方程 是 
1 0 
0 1 
rt) = (FoCi) Fit) Golt), G1(1)) 0 . 
计算 分 量 : 
人 = Fo(t)— rG(1), 
y= F(t)+oGo(t). 
让 曲线 过 这 段 贺 弧 的 中 点 , 即 令 
x( 言 )= > 二)= 交 
来 确定 未 定常 数 o 与 +, 解 之 得 到 
o= r= 4V2-1). 
可 以 直接 验证 :曲线 在 1=0,1/2 和 1 三 点 处 与 真正 的 圆 张 相 切 .Coons 称 之 为 “ 拟 圆 周 ”. 半 
径 为 R 的 “ 拟 圆 周 ” 的 方程 是 
人 = R(Fo(t) -GCCr))， 
y = ROFL) + ocGol1)), 
其 中 =4(V2-1). 


A.3 三 次 样 条 函数 插值 


改进 高 次 多 项 式 播 值 的 另 一 条 途径 是 :降低 光滑 性 的 要 求 , 用 分 段 多 项 式 组 成 的 函数 来 
代替 整体 多 项 式 , 以 这 些 让 步 作为 代价 ,来 换取 降低 多 项 式 的 次 数 所 带 来 的 好 处 . 

定义 A.1 给 定数 据点 (x; ,yi)(i=0,1,…,n).S(x) 称 为 该 数据 点 所 确定 的 三 次 插值 
样 条 函数 ,如 果 : 

(1) 在 子 区 间 [x;_; ,xii =1,2……,7) 上 ,9 是 三 次 多 项 式 ; 

(2) 在 区 间 [xo,x,] 上 ,S$ 二 阶 连续 可 导 :; 
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(3) $ 满足 插值 条 件 , 即 
SxXi) = y; (i=0,1,.,n). 

现在 的 问题 是 :这 样 的 函数 到 底 存 在 不 存在 ? 这 个 问题 在 下 列 的 推导 中 自然 会 得 到 
回答 . 

假设 这 样 的 样 条 函数 $ 是 存在 的 , 它 在 点 x; 上 的 一 阶 导 数 记 为 mi;(i=0,1,…,n), 在 
目前 ,这 些 数 还 是 不 确定 的 .考察 一 个 典型 的 子 区 间 [xi-1,xij], 令 hi 二 xi 一 xi-i,h; 是 第 i 
个 子 区 间 的 长 度 (i = 1,2,…,n). 在 这 个 子 区 间 的 两 个 端点 x;-1 与 x; 上 ,5 的 函数 值 分 别 是 
yi 与 yi,5 的 一 阶 导数 值 分 别 是 m;-1 与 m;. 由 于 5 是 一 个 三 次 多 项 式 , 它 将 被 这 四 个 数 完 
全 确定 下 来 .依照 A.2 小 节 所 介绍 的 三 次 Hermite 插值 公式 ,我 们 可 以 立刻 得 出 


SCx) = yiFo (= + yr (> 人 


+ hmitGo (TE )+ hmiG, (T+), (1) 


其 中 xELxi-1,xij(i=1,2,…,n). 我 们 来 说 明 , 为 什么 这 里 的 式 (1) 同 A.2 小 节 的 式 (6) 有 
些 差别 . 变换 
Xi! 
h; 

的 作用 是 把 x 的 变化 区 间 [x;-1,xij 变 成 1 的 变化 区 间 [0,1]; 式 (1) 右 边 最 后 的 两 项 前 多 乘 
了 常数 h; ,是 为 了 抵消 在 求 一 阶 导数 时 由 于 复合 求 导 而 产生 的 常数 因子 hi7'. 

现在 已 经 看 到 , 当 我 们 任意 指定 mo ,mi,…,m， 之 后 ,由 式 (1) 分 段 表 示 的 函数 $ 不 但 
满足 插值 条 件 , 而 且 在 Lxo, xj 上 有 一 阶 连续 的 导 函 数 . 更 进一步 , 如果 恰 当地 选择 这 些 
maiCi=0,1 na)* 还 可 以 使 3 在 Lxo,xo] 上 有 二 阶 的 连续 导 函 数 . 

对 式 (1) 求 导 , 得 


5'(x) = 元 Ty, F(T)+ RF (3 ) 


ft = 


+ mGo (Et)+ miG' (< ). (2) 


i i 


再 求 一 次 导数 ,得 


SCx) = pr F(T )+ Dr (Se) 


1 nf/X— Xil 1 wn/X— Xil 
+ himaG" (TE)+ mo ) (3) 
因此 得 到 
S’(x; —) = pe FID + BD) + 一 亏 miGYCL) + 十 mGYCG)， (4) 
计算 二 阶 导数 ,得 出 


Fo(x) = 12x - 6， 
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Fy(x) = 一 12x+6， 
Gi(x) = 6x 一 4， 
Gi(x) = 6x — 2. 
因此 , 式 (4) 成 为 
$x) = 6 + mi + Em. (5) 


在 求 S xi + ) 的 时 候 ,应 在 子 区 间 [x，x*i*] 上 考虑 问题 . 只 需 把 式 (4) 右 边 的 下 标 i 改 为 
i+1, 并 且 Fo,F1,Go,G1 都 应 当 在 0 点 处 取 值 , 即 


Sx0 +) = ypFIO + yaF0 + -miGfO) + mG"0). (6) 
hi hi his hist 
这 也 就 是 
4 _Ayrlyi 4 2 
S (xi +) = 6 PE (7) 


如 果 需 要 8 在 [xo,x,j 上 有 连续 的 二 阶 导数 ,必须 且 只 需 
S$ (x; 一 ) = S$(x; +) (i= 1,2,°*… ,1 — 1). 
令 式 (5) 与 (7) 的 右边 相等 , 移 项 化 简 后 , 便 得 出 


Lm, 十 2m tt Ai + hi | Lm, = 3 (2 一 + 二 


h, hihis hi hs? h?,1 
hih;. 
用 7 人 -去 乘 上 式 的 两 边 ,得 到 
hi h, hi,i yi yi-l h; yirl 一 yi 
用 十 h m.; 1 + 2m,; 天 十 hh m; 1 = 3 人 (元 十 hi 用， + 厅 十 hi hi )- 
若 令 
h; i+l _ h; 
MT th th 
那么 上 述 等 式 变 为 
AmMmi + 2mi; + Kimin = 3(4 +t ). (8) 
i i+1 
式 中 i=1,2,…,n 一 1. 再 把 式 (8) 右 边 的 常数 项 记 为 c;, 则 有 
AiMmii+ 2m: + Aiirl = Ci (i = 1,2,..…,n ~ 1). (9) 


注意 :4; 与 上 4; 完全 由 节点 序列 xo,xi，…x 所 决定 ,并 且 4; + 1;=1. 常 数 项 c; 则 完全 
由 插值 数据 所 决定 .公式 (9) 是 关于 mo ,mi，,…,m。 的 线性 代数 方程 组 , 称 为 连续 性 方程 组 . 
它 由 n 一 1 个 方程 式 组 成 .由 于 未 知 量 的 个 数 比 方程 式 的 个 数 还 多 两 个 .看 来 三 次 插值 样 条 
函数 的 存在 性 似 无 问题 .为 了 把 mo ,mi,…,m。 完全 确定 下 来 ,还 要 添加 两 个 条 件 ,这 两 个 
条 件 通 常 是 这 样 被 指定 的 : 

(1) 第 一 型 :在 点 xo 处 

(a) 2mo = 2y0; 
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Ld 


一 y。 hh 
(b) 2mo+ mi=3 呈 一 学 冯 . 


(2) 第 二 型 :在 点 x, 处 
(a) 2m, =2y,; 


yn 一 yn- h, nw 
(b) m1+2m, 3 


它们 都 叫 作 端点 条 件 . 第 一 型 的 条 件 显然 是 说 ,在 x。 处 指定 了 一 阶 导 数值 yo 或 在 x。 
处 指定 了 一 阶 导数 值 y"; 几何 上 说 就 是 指定 了 曲线 在 端点 处 切线 的 斜率 .例如 , 当 我 们 在 x。 
与 x。 处 都 采用 了 第 一 型 的 端点 条 件 时 ,完全 的 连续 性 方程 组 将 是 


2 0 0 … 0 0 0 mo co 
A1 2 pA … 0 0 0 mi Cl 
0 h 2 … 0 0 0 m2 C2 
。 。 : : : : = ; |， (10) 
0 0 0 2 Hp 0 mn-z Cn-2 
0 0 0 A 2 Ai|| mm- Cn-i 
0 0 0 0 0 2 m, Cn 


这 里 
Co 一 2yo， Cn 二 2y'. 
如 果 我 们 在 两 端点 处 都 采用 第 二 型 的 端点 条 件 , 其 意义 就 是 在 xo 与 x, 处 事先 指定 了 
二 阶 导 数值 .事实 上 , 令 
Sxo+) = yo Sx, —) = yh, 
在 式 (7) 中 令 i=1 以 及 在 式 (5) 中 令 i =n 之 后 , 代 人 以 上 两 式 , 就 可 以 得 出 添加 的 两 个 方 
程 .这 时 ,完全 的 连续 性 方程 组 为 


2 1 0 … 0 0 0 mo Co 
A1 2 Ap … 0 0 0 mi ci 
0 AM 2 … 0 0 0 my Cz 
: 。， ， : : ; |=| :|, (11) 
0 0 0 2 Hp 0 man-2 Cn-2 
0 0 An-i 2 Ka-! Pan- Cn-1 
0 0 0 0 1 2 Pa n Cn 
这 里 
ca = 3 - 持 六 ， c, = 3 yn + 名 光 . 


当然 ,在 两 个 端点 上 也 可 以 使 用 不 同型 的 端点 条 件 , 所 以 共有 四 种 不 同 的 搭配 .无 论 在 哪 一 
种 情形 下 ,方程 组 的 系数 矩阵 都 是 x + 1 阶 三 对 角 方 阵 , 即 除 主 对 角 线 上 的 元 素 以 及 最 贴近 
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这 些 元 素 的 元 素 之 外 ,其 余 元 素 都 等 于 0. 求 解 以 三 对 角 方 阵 为 系数 方 阵 的 线性 代数 方程 
组 ,有 很 简便 的 算法 .即使 n 是 很 大 的 自然 数 ,用 电子 计算 机 求解 也 十 分 快捷 .还 应 当 注 意 
到 ,这 些 方 阵 的 元 素 都 是 非 负 的 ,而 且 这 些 方 阵 是 对 角 占 优 方 阵 .就 是 说 ,在 同一 行 中 非 主 对 
角 线 上 元 素 的 绝对 值 的 总 和 小 于 主 对 角 元 素 的 绝对 值 .有 这 种 性 质 的 方 阵 一 定 是 可 道 的 ,从 
而 完全 的 连续 性 方程 组 有 唯一 的 解 . 即 在 这 种 情况 下 ,三 次 插值 样 条 函数 是 唯一 存在 的 . 

我 们 总 结 一 下 计算 三 次 样 条 函数 的 步骤 : 

第 一 步 根据 插值 数据 (x;, y;) (i =0,1,…,n), 算 出 AioKi(Hi= 二 1 一 Ai),cis; 这 里 i= 
1,2,°%… ,nn—1; 

第 二 步 ” 采 用 适当 的 端点 条 件 ,建立 完全 的 连续 性 方程 组 ; 

第 三 步 求解 三 对 角 方程 组 ,以 得 出 moyrma msi 

第 四 步 ”对 xELxo,x,j, 确 定 自然 数 i, 使 XELxi-1,Xij, 然 后 再 按 公 式 (1) 来 计算 函 
数值 SC(x). : 

现在 看 一 个 数值 例子 . 

例 1 给 定 节 点 序列 0,1,2,3,4. 对 应 的 数据 点 上 的 函数 值 为 1,2,0.5,0,1; 又 给 定 端点 
条 件 : 端 点 处 二 阶 导 数值 为 0. 求 出 满足 这 些 条 件 的 三 次 插值 样 条 函数 . 

解 ” 这 时 ,节点 等 距 分 布 ,hh = hs = has = h=1, 从 而 4;= J;=1/2(i=1,2,3),c; 有 简 
单 的 表达 式 


ci 3 (= 1,2,3). 


具体 地 说 ,ci = 一 3/4,cs= 一 3,cs = 3/4. 端 点 条 件 是 w= 六 =0, 因 此 
co = 3( 一 yo) = 3， Ca = 3(y4 一 y3) = 3. 


写 出 完全 的 连续 性 方程 组 
2 1 0 0 0 mo 3 
l/2 2 1/2 0 0 mi — 3/4 
0 1/2 2 1/2 0 m2|= 一 3 
0 0 1/2 2 1/2||ms 3/4 
0 0 0 1 2 mi 3 
由 此 解 出 
m=， 
按照 公式 (1), 写 出 所 求 的 样 条 函数 : 
一生 刀 + 全 e+1， 0 过 x 雪 1， 
1 _ 1 了 513 vv 
了 (zx 1) CX 1)? F(X 1) +2， 1<x 魏 2， 
S05 1 15 3 1 
-rr_oD+dorv_ 22 (yy 本 
14(* 2) + Ax* 2) DX 2) + 2< xx 委 3， 
2 6 3 
+ 3+ 广 (X 一 3)， 3 二 x 牵 4. 
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这 是 一 个 分 段 表 示 的 函数 ,在 每 一 段 上 都 是 三 次 多 项 式 . 读 者 可 以 验证 , 它 满足 插值 条 件 和 
端点 条 件 , 在 内 节点 ( 即 1,2,3) 处 ,有 一 阶 和 二 阶 导 数 . 它 的 图 像 如 图 A.1 所 示 . 

最 后 ,我 们 来 简要 地 介绍 一 下 样 条 函数 产 
生 的 历史 .“ 样 条 ”是 英文 名 词 spline 的 中 译名 . 
按照 《 韦 氏 大 学 词典 》, spline 的 第 一 条 解释 为 : 
“a thin wood or metal strip used in building 
construction”, 即 样 条 是 “用 于 作 图 的 细 长 的 木 
条 或 金属 条 ”, 是 工程 技术 人 员 作 图 时 常用 的 工 
具 . 例 如 ,在 飞机 ,汽车 和 船体 的 制造 中 ,需要 绘 
制 数 量 很 多 的 .相当 长 的 曲线 . 设计 中 通常 只 是 
用 离散 的 点 来 给 出 这 些 曲线 ,工程 技术 人 员 把 
这 些 点 描 在 胶 板 上 ,然后 手 拿 富 有 弹性 的 样 条 ， 
强迫 它 通过 这 些 数 据点 (工程 上 称 为 型 值 点 ), 再 用 “ 压 铁 " 把 样 条 压 住 ,最 后 沿 着 已 定型 的 样 
条 把 曲线 画 出 来 .这 个 过 程 ,在 造船 工业 中 称 为 放样 ”按照 弹性 力学 关于 “ 梁 的 形变 ”的 理 
论 ,加 上 “小 乒 度 ”的 条 件 ,求解 微分 方程 之 后 便 可 发 现 , 样 条 所 取 的 形状 应 是 整体 二 阶 连续 
可 导 、 由 分 段 三 次 多 项 式 所 组 成 的 曲线 , 即 三 次 插值 样 条 函数 .所 以 说 ,三 次 样 条 函数 是 工程 
中 的 样 条 曲线 的 一 个 非常 恰当 的 数学 抽象 . 以 当今 这 种 形式 表达 的 样 条 函数 ,于 1946 年 首 
次 出 现在 Schoenberg 的 一 篇 论文 中 . 半 个 世纪 以 来 , 样 条 允 近 已 有 了 非常 系统 、 广 泛 而 深刻 
的 理论 ,也 有 着 许多 重要 的 应 用 .工程 技术 中 的 问题 能 推动 数学 分 支 的 产生 和 发 展 , 样 条 函 
数 的 历史 是 一 个 很 生动 的 例证 . 


图 A.1 


A.4 _ Bernstein 基 函 数 


在 第 9 章 中 ,我 们 讨论 过 一 个 函数 f 的 n 次 Bernstein 多 项 式 ,现在 再 评论 一 下 n 次 
Bernstein 基 沙 数 .n+ 1 个 n 次 多 项 式 记 为 
Br(x) = (a — XxX)" ', 
i 
其 中 i=0,1,2,…,n 且 xE[0,1]. 很 明显 , Br(x) 之 0(i=0,1,2,…,n), 其 中 xE[0,1j. 根 
据 二 项 式 定理 ,我 们 有 
31 Br cx) = ((l] -x)+x)"”=1, 


即 有 恒等式 
Belx) + Br(x)+ + B(x) = 1. 
例 2 设 实数 列 {a,}(n 尖 0) 满 足 关系 of + ai,1=2a;(i=1,2,…). 求 证 :对 任何 自然 
数 n ,和 数 
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ny 
Da jz — xX) 
或 者 为 零 , 或 者 是 不 高 于 一 次 的 多 项 式 . 
证 明 由 条 件 a;-1+ ai.!=2a;, 可 以 推 知 
dui—A;i=a;-aj: (i= 1,2,3,.…). 
这 表明 数列 {a,} 是 一 个 等 差 数列 , 设 其 公差 为 d. 于 是 有 
a;:=aotid (i=0,1,2,.…). 


例子 中 的 和 式 为 
> 人 jzG "= Dao + id) B? Cx) 
= a DB Co + dD iB? cx) 
= ao+ di (4 jz i (1) 
因为 有 等 式 
PN 天 一 工 ， . 
ii)=n( (i = 1 2 7)， 
所 以 得 到 


Di(" ea- "= n> (Co) 
二 nx 2 (hz 站 (1 -xiD 


=1 
1 


= mo ed -ae 


= mS Br i(x) = nx 
代入 式 (1), 即 得 所 求 的 和 为 ao + dnx. 


A.5 Beézier 曲线 


P、Bézier 教授 也 是 计算 机 辅助 几何 设计 的 伟大 先驱 之 一 , 曾 任 法 国 "雷诺 汽车 厂 "的 工 
程 师 . 
讨论 下 列 空间 参数 曲线 


p(t) = >)B?CDa (O01t<Y), 


i=0 
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其 中 Br (1) (i=0,1,…,n) 是 A.4 小 节 的 Bernstein 基 函 数 ,参数 1 的 变化 范围 是 区 间 
[0,1]. 我 们 称 这 条 参数 曲线 p(7) 为 n 次 Bézier 曲线 ,点 qa;(i=0,1,…,n) 叫 作曲 线 p(1) 
的 控制 点 . 

把 qi-1 与 a; 这 两 点 用 直线 段 相 连 (i =1,2,…,n), 得 到 一 个 “多 边 形 ”. 一 般 来 说 ,这 个 
多 边 形 不 是 封闭 的 , 称 这 个 多 边 形 为 曲线 p(1) 的 控制 多 边 形 .给 定 一 条 控制 多 边 形 , 就 唯一 
地 对 应 着 一 条 Bézier 曲线 .图 A.2 和 图 A.3 画 出 了 两 条 Bézier 曲线 以 及 相应 的 控制 多 边 
形 ,一 眼看 去 , 便 意 识 到 控制 多 边 形 勾 勒 出 它们 所 决定 的 Bézier 曲线 的 轮廓. 


A_x< 人 入 > 


图 A.2 图 A.3 


当 n=1 时 ,只 有 两 个 控制 点 ao,ai, 所 谓 控制 多 边 形 , 就 是 这 两 点 连 成 的 直线 段 , 对 应 
的 一 次 Bézier 曲线 是 
p(t)= (1-t)aotial (0 i 1). 
它 是 以 ao 为 起 点 .以 @ 为 终点 的 直线 段 . 
当 n=2 时 ,二 次 Bézier 曲线 是 
p(t) = (1- tao +2(1 — 1)1o + fq2, 


其 中 1€[0,1]. 一 般 地 , 它 是 一 条 抛物 线 , 如 图 A.4 所 示 . 


A 但 是 ,三 次 Bézier 曲线 就 没有 这 么 简单 ,即使 是 平面 
三 次 Bézier 曲线 ,也 十 分 灵活 ,千姿百态 . 
对 次 Bézier 曲线 ,有 端点 的 插值 
a p(0) = ao， p(l) = Gu， 
ao 还 有 
图 A.4 pO0) = nai -ao), p(l)= n(a, ~ a,1). 


作为 一 个 例子 ,让 我 们 来 看 看 如 何 用 三 次 Bézier 曲线 
来 逼近 单位 圆周 在 第 一 象限 的 那 部 分 .在 A.2 小 节 中 ,我 们 进行 过 相应 的 推导 ,用 的 是 三 次 
Hermite 插值 .现在 ,用 的 是 三 次 Bézier 曲线 . 设 


3 
p(t) = >) Bi(1)a,, 
i=0 


其 中 四 个 控制 点 是 

ao = (1,0), a = (1,4), qaz = (4,1), as = (0,1). 
见 图 A.5, 其 中 4 二 0, 它 的 几何 意义 是 控制 多 边 形 的 第 一 条 边 和 第 三 条 边 的 长 度 .根据 圆 的 
几何 对 称 性 ,可 把 这 两 条 边 的 长 度 取 成 一 样 . 
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如 果 令 p(1) = (x(1),y(1)), 则 有 
人 = Bi(t) + BI(1) + AB3(1), 
y(1) = ABI(1) + BI(1) + B31). 
通过 选取 正 数 4 的 值 ,可 以 改变 曲线 的 形状 . 直 
观 上 看 ,如 果 选 择 A 以 使 得 Bézier 曲线 当 1 =0.5 
时 与 这 段 圆 绝 的 中 点 重合 ,可 望 得 到 较 好 的 逼近 效 
果 . 因 此 , 令 x(1/2) = y(1/2) =VY2/2, 由 此 解 得 4 
= ho, 其 中 


Xo = 4 了 = 0.552 284 75. 


现在 ,对 应 于 ie。 的 控制 多 边 形 和 Bézier 曲线 , 圆 弧 
和 曲线 几乎 合 为 一 体 , 其 差别 我 们 用 肉眼 已 无 法 分 辨 . 下面 我 们 从 理论 上 来 分 析 一 下 当 4 = 
Xo 时 的 通 近 误差 .很 明显 , 取 


图 A.5 


el(1) = x:(1t) + y:(1)-1 (1) 
作为 一 种 偏差 的 度量 是 合理 的 .注意 到 
x(0) = y(1) = 1, x(1) = y(0) = 0, x’(0) = y'(1) = 0， 


"= 
可 见 


e(0) = (去 )= e(D =0. 


这 表明 0,1/2 与 1 是 e(1) 的 三 个 零点 .又 由 于 
er) = 20xC0Dx C1) + y(t) y(t)), 
可 见 
7 四 1 四 - 
e(0) = (5)= (1) =0. 


这 表明 0,1/2 与 1 都 是 s(1) 的 二 重 零点 .由 于 e 是 上 的 六 次 多 项 式 ,我 们 有 下 面 的 分 解 式 : 


e(t) = Ar: (1 -去 ) (it 一 1)2， 


其 中 4 是 el(1) 的 六 次 项 的 系数 , 即 
A = 2(3X0 — 2)* = 8(3 - 2V2)? 2~ 0.235 5. 
我 们 看 出 e 之 0, 即 副 近 曲 线 上 每 一 点 到 圆心 的 距离 总 不 会 小 于 圆 的 半径 . 
现在 来 求 e(1) 在 L0,1] 上 的 最 大 值 .由 于 当 我 们 用 1 一 1 代替 el1) 右 边 的 t 时 , 仍 得 出 
同样 的 表达 式 , 这 说 明 ,只 需求 出 [0,1/2] 上 e 的 最 大 值 就 行 了 . 令 1=1/2-~w, 这 时 u 也 在 
[0,1/2] 中 变化 ,我 们 有 
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ea 
这 时 0<u*<1/4. 利 用 几何 平均 -算术 平均 不 等 式 ,可 得 


(Fe 


ll 
一 
| 
1 
和 
~ 
~ 一 
~ 
和 
-> 


可 见 e(?) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 是 


A pA 
#535 ~ 0.000 545. 


这 种 逼近 的 效果 已 是 相当 优越 了 .利用 更 深刻 一 些 的 允 近 论 知识 ,可 以 证 明 取 4 = Me 所 得 到 
的 盈 近 是 “最 佳 一 致 台 近 ”. 

现在 , 增 大 4( 二 Xo) 的 数值 ,来 看 看 晕 近 曲线 的 变化 . 可 以 想象 , 随 着 的 增加 , 通 近 效 
果 会 越 来 越 差 .我 们 着 重 观察 逼近 曲线 在 几何 形状 上 的 变化 ,看 看 在 什么 情况 之 下 , 逼近 曲 
线 上 会 有 拐点 .对 参数 曲线 x=x(1),y=y(I) 而 言 , 由 于 


dy_d (SD) YOOXAD EADYOD 
dx (x (1))3 
所 以 为 求 出 拐点 , 先 要 解 方程 
x Cy) xt)y (1) = 0. 
由 于 
x (1) = 3((4 ~ 1)Bi(1) - 4Bi(1)), 
x(1) = 6((4 — BL) + (1 — 24)BI(1)),- 
y (1) = 3(AB3CI) + (1 — 4)B?(t)), 
y(t) = 6((1 — 22) BC) + (4 ~ 1)B!(1)), 
代 人 拐点 方程 后 ,经 过 耐心 的 计算 ,得 到 1 的 二 次 方程 


此 方程 的 两 个 根 是 


2 一 人 


0< 37-5 


人 
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解 这 个 不 等 式 ,得 AE(1,2]. 可 见 , 只 有 当 XE(1,2) 时 ,41 关 12, 曲 线 才 有 两 个 拐点 ; 当 4=2 
时 ,六 = 1s=1/2, 两 个 重合 的 拐点 变 成 尖 点 .在 图 A.6 与 图 A.7 中 分 别 画 出 了 4 = 4/3 与 
A=2 的 情形 ,可 以 作为 上 述 理论 的 印证 . 


ao 


图 A.6 


图 A.8 所 示 的 函数 有 重点 的 现象. 

以 上 所 有 的 Bézier 曲线 都 以 直线 y = x 为 对 称 
轴 . 这 是 必然 的 现象 ,因为 控制 多 边 形 就 有 这 种 对 称 ? a 
性 .这 里 变动 的 只 是 一 个 参数 4, 但 是 曲线 的 形状 变化 
已 经 很 丰富 . 

以 上 讨论 的 是 用 平面 三 次 Bézier 曲线 来 通 近 业 
已 存在 的 曲线 (这 里 是 1/4 的 圆 弧 ) 的 简单 例子 ,但 其 
方法 有 着 一 般 的 意义 .从 以 上 的 几 个 图 形 中 ,可 以 看 到 4 pp 
控制 多 边 形 是 怎样 影响 着 曲线 的 形状 的 ,大 家 一 定 会 
对 "控制 多 边 形 勾画 出 了 它 的 Bézier 曲线 的 形状 ”这 
一 陈述 有 更 深 的 了 解 . 如 果 读 者 能 在 计算 机 上 进行 对 
话 式 的 作 图 ,那么 控制 多 边 形 对 曲线 的 影响 将 变 成 实 图 A.8 
时 的 .动态 的 ,从 而 非常 生动 . 


A.6 ”Coons 的 拟 球面 


在 A.2 小 节 中 ,我 们 谈 到 “ 拟 圆 周 ”, 现 在 加 以 推广 , 构 作 一 个 “ 拟 球 面 ”. 
前 面 已 经 说 过 , 拟 圆 周 的 方程 是 
人 = F(t) -oOG(1), 


(1) 
了 F(t) + aoGo(t), 


其 中 常数 o = 4(V2 一 1). 
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当 我 们 来 逼近 单位 球面 在 第 一 卦 限 中 的 那 一 部 分 时 , 逼近 曲面 有 三 条 边界 ,三 个 
“ 角 点 ”: 
A= (1,0,0), B= (0,1,0), C = (0,0,1). 
按照 式 (1), 自 4 至 C 段 边界 的 参数 方程 应 是 
aCu) =(1,0,0) Fo(u) + (0,0,1)F,(u) 
+ (0,0,0)Go(u) + (~ oa,0,0)Gi(u), 
按 坐标 写 出 来 ,就 是 


y= 0， (2) 
z= Fi(u) + oGo(u). 
同样 地 , 自 B 至 C 段 边界 的 参数 方程 是 
Blu) =(0,1,0)FoCu) + (0,0,1)F.(u) 
+ (0,0,0)Go(u) + (0, — oc,0)GI(u), 


| = Fo(u)— oG(u), 


按 坐 标 写 出 来 ,就 是 


X 二 0， 
| (3) 
z= Fi(u)+ oGo(u). 

以 glu) 为 起 点 、 以 BC(u) 为 终点 ,用 同样 的 办 法 作出 一 段 “ 圆 弧 ”, 与 Oxy 平面 平行 ,这 
一 段 * 圆 弧 ” 对 应 着 图 A.9 中 的 虚线 .这 时 的 切 向 量 的 长 度 已 不 应 再 是 o, 而 是 ol(F(u) 一 
oG1(4)). 因 此 , 通 近 曲面 的 参数 方程 是 
Fr UV) =@a(u)Fo (v) + Blu) Fv) 
+ oCFo(u) — oG (uu)) (0,1,0)Go wv) + (- 1,0,0)G,(v)), 
按 坐标 写 出 来 , 便 是 
X= (Fi) 一 auU))CFoCD) 一 OICDD))， 
nnn ya (4) 
z= Fi(u)+oGo(u), 
这 里 用 到 了 等 式 Fo + Fi =1. 这 就 是 拟 球面 的 参数 方程 . 
现在 ,我 们 来 估计 拟 球面 同 精确 球面 的 偏差 . 令 
WN = Fo(t) ~ oO1(1), 
Pt) = F(t) + oGolt). 
在 A.5 小节 中 ,偏差 函数 e(1) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 是 0.000 545…. 再 令 
E=x*—- y+2z:*—1, 
这 里 x,y 和 z 由 公式 (4) 确 定 ,E 表示 的 是 在 同一 条 半径 上 拟 球面 上 的 点 和 精确 球面 上 的 点 
到 球 心 的 距离 的 平方 之 差 . 于 是 
E= pM P+ PR) + Cu)-1 
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= PW CGAV + PV) 1) + PAu) + Pu) -1, 
由 此 得 出 
OE<(+ gu))0.000 545.…. 
进一步 得 到 
0 委 Pu) SPU) + pu) 1.000 545.…, 
因而 0 委 E 委 0.001 090…, 可 见 这 是 一 个 很 好 的 逼近 . 


A.7 ”Coons 的 双 三 次 曲面 


上 一 小 节 我 们 构造 了 “ 拟 圆 周 ”, 它 是 Coons 的 双 三 次 曲面 的 一 个 特例 .现在 ,我 们 推导 
双 三 次 曲面 ,元 素 就 是 三 次 Hermite 插值 : Fo, 下, Go, G1.Coons 采 用 了 双 文字 的 记号 ,每 一 
个 都 是 一 个 空间 向 量 .矩阵 
(0 1) 
10 11 
表示 四 个 位 置 ,也 就 是 曲面 的 四 个 “ 角 点 ”. 和 矩阵 
00， 01， 00， 01 
的 1 ) Qo. 1 
分 别 表示 四 个 角 点 上 对 u 求 导 以 及 对 vv 求 导 , 也 就 是 四 个 角 点 上 边界 曲线 的 斜率 ,几何 解释 
是 很 明显 的 . 取 一 个 矩阵 
00,. 01。 
(0 1 ) 
它 含 四 个 向 量 ,是 角 点 上 的 扭 向 量 , 几 何 意义 不 是 十 分 明显 .这 16 个 向 量 ( 图 A. 10) 构 成 双 
三 次 曲面 的 信息 ,曲面 方程 是 
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00 01 ;00, 01, 11fFoCv) 
11 ; 10， 11, ||Fi(v) 

00， 01, ; 00。 10% | | coco | 

10， 11。 10。 llw 狼 Go) 


图 A.10 


Coons 所 首创 的 所 谓 “ 自 由 型 "曲面 ,已 为 计算 机 辅助 几何 设计 领域 所 公认 .他 不 是 职业 
数学 家 ,但 是 他 所 创造 的 “ 双 文字 符号 ”, 非 常 方便 ,非常 简洁 ,不 会 产生 任何 歧义 . 


A.8 ”Bernstein-Bézier 三 角 曲 面 


我 们 称 D 为 三 角形 区 域 : 
D= {(x,y):x 守 0,y 守 0,x+y 世 1)}. 
对 自然 数 n ,把 三 个 边 分 成 n 等 份 ,三 族 直 线 可 联系 起 来 .对 n=5 的 情形 ,图 A.11 中 的 信 
息 一 目 了 然 : 
顶点 共有 


1+2+3+%%+(n+l) = 诗 (n+ Dn+2) 


个 .最 小 的 三 角形 有 n? 个 . 
定义 二 元 函数 
flx,y) = a Tx y) "i (1) 
其 中 wa 是 任意 给 定 的 实数 . 函数 f(x,y) 称 为 D 上 Bernstein-Bézier 三 角 曲 面 ,简称 为 
B-B 三 角 曲 面 . 
空间 点 Ci/n,j/n,ai.j) (0i+j 二 nn) 称 为 式 (1) 的 控制 点 . 
每 个 相 邻 的 三 个 控制 点 围 成 的 三 角形 ,组 成 f 曲面 的 B 网 , 它 是 分 片 线性 的 ,在 相 邻 两 
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个 三 角形 中 保持 连续 .图 A.12 是 B 网 的 示意 图 . 


图 A.12 


图 A.1l 


计算 可 知 
f(0,0) = Co0.0， f(1,0) = CQn.0y f(0,1) = Qo.n . 
这 表明 ,这 个 曲面 的 三 个 角 点 与 B 网 的 角 点 是 一 致 的 , 即 保持 插值 性 质 . 
我 们 把 多 项 式 组 
nl! 
iljl(n -i 7))! 
称 为 三 角 域 D 上 的 Bernstein 基 消 数 .为 了 把 它们 写 得 对 称 一 些 , 令 k=n-i-j 以 及 u = 
1-x -再 令 


Xiyi(l— x— y)" i 


n _ ni! i 
Brjr(Xy yr,U) = TIRI* yiu*, 


其 中 非 负 整数 i ,j,k 满足 i+j+k=n. 由 此 可 见 ,i,j 与 k 不 是 独立 的 .同样 ,x,y 与 4 也 不 
是 独立 的 ,因为 它们 必须 满足 x+ y+ u=1. 

这 类 Bernstein 基 范 数 有 下 列 性 质 : 

(1) 对 一 切 (x,y)ED,B? jCx,y,u) 之 0, 其 中 非 负 整 数 i ,j,k 满足 i+j+k=n. 

(2) 对 (x,y) ED, 和 式 

2 Brji(xs yu) = 1. 
这 是 因为 三 项 展开 
DD) Brji(xsyru) = (xtytu "=1. 
为 了 把 f 写 得 更 对 称 一 些 , 令 
Qijk = a (it+j+k= n). 


这 样 ,f 可 以 写成 
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f(x,y) 二 2 aij.xBY jr (X,Y, U). 


这 里 ,引入 三 个 移 位 算 子 E1,E2,E;, 它 们 的 作用 是 
Eiaiijik = Qijks Ezaij.k = Qijtik? Esaijk = Qijktle 
其 中 i+j+k=n 一 1. 易 知 Ei,Es 和 Es 是 可 以 交换 的 .再 用 /来 记 恒 等 算 子 , 即 
ij = Qi (i+j+k= n), 
那么 ,B-B 三 角 曲 面 可 以 表示 成 十 分 简洁 的 形式 
fx,y) = (COxXEI + yE; + ME3)"Qooo， 

如 果 B 网 是 凸 的 ,那么 任何 一 对 有 公共 边 的 三 角形 必须 以 凸 的 方式 相连 接 , 因 此 必须 有 

下 列 不 等 式 成 立 : 


(Es — ED(Es - EVaiji 20, 
(E; — Ed) (CE ~ Es)aiir > 0, (2) 
(E! -— Es)(E, — Es)aijx 守 0, 
这 里 i++K= 严 一 2. 
在 不 等 式 组 (2) 中 ,任何 两 个 不 等 式 相 结合 ,得 出 
(E, — Es)*aijx 守 0, 
(Es — Ei)*aijr 宕 0, (3) 
(Ei — E.)*aijt 宇 0, 
式 中 i+j+k=n 一 2. 条 件 式 (3) 的 几何 意义 是 很 明显 的 :控制 网 上 的 任何 一 条 网 线 必须 是 
凸 曲线 . 
对 了 求 偏 导数 ,这 时 应 当 记 住 w=1 一 x 一 y. 首 先 ,我 们 有 


器 
区 = n(xEr + yE2 + ULE3) '(E! 一 下 3)aooo， (4) 


再 一 次 求 偏 导 ,得 


a , 。 
7 / 二 n(n 一 1)(xE, + yE; + uEs)" (EE, 一 Es)’:aoo00s 
dk 
2 
> / = 天 (天 一 1)(xXE; 十 yE: 十 ubEs)" (EE, 一 Es)*aoo.os 
oy 
of n-2 
一 于 (六 一 1)CXFE + yEz + ukE;) (Ei 一 Ea3)(E, — Es)avo.o0. 
OXoy 
由 式 (3) ,立刻 得 知 
2 2 
If >0, o>0 
x: 9y’ 
对 任意 的 (x,y)ED 成 立 .而 由 不 等 式 组 (2) 的 第 三 式 ,可 以 得 出 
2 
Pf 0 
dxdy 
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“， 附录 ”多项式 的 插值 与 远近 初步 


对 任意 的 (x,y) ED 成 立 . 作 差 
1 (54- of ) 


n(n—1)\ox: oxo9y 
= (XE + yE, + EN (El - E22) — (El — Ed) (EE: — Es))aoo.o 
= (XE + yE: + uEs)" :CE — E2)(E! — Es)ao.oos 
由 不 等 式 组 (2) 的 第 一 式 , 可 知 上 式 在 D 上 非 负 ,所 以 


of 2f 
之 之 0 
ax? Ox9y 了 


对 任意 的 (x*,y)EDD 成 立 .类 似 地 ,我 们 可 得 
2 > 三 >0 


> > ((x,y) € D). 
因此 ,Hesse 行列 式 
Ff of 
Ax? OXOyY 
detCHf(x,y)) = Dr 
ox9y 9y’ 


最 后 得 到 一 个 重要 的 定理 ， 
定理 ”在 函数 形式 的 B-B 三 角 片 中 ,如 果 B 网 是 凸 的 ,那么 相应 的 B-B 三 角 片 函数 
也 是 凸 的 . 
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问题 1.1 


1. 记 K= 人 过 名, 设 其 为 正 整数 .如 果 a = 5, 可 得 (2- Ko:= 大 ,由 此 可 知 大 = 1, 它 当 


然 是 个 平方 数 . 

现 不 妨 设 a 二 b 之 0. 如 果 b=0, 那 么 k=a’, 它 是 一 平方 数 .因此 可 设 e 盖 bp>>0, 现 固定 
b ,讨论 下 面 的 二 次 方程 : 

x*:— kbx+b*—-k=0. 
已 知 它 有 一 个 根 &, 记 另 一 个 根 为 a ,那么 
at+al= kb, aa, = b*—k. 
由 前 一 式 得 a1 = kb 一 a, 可 见 a 是 一 整数 .由 第 二 式 得 出 
ai = 了 -KK 一 上 = 卫 .5 一 5 
a a a 
我 们 指出 &i 之 0. 如 若 不 然 , 由 
0=at+b*+(-ad)bk—-k>a+b:>0, 

得 出 矛盾 ,所 以 a 之 b>a1 宇 0. 由 此 得 


k= 


ar+b:_ait+b’ 
1l1+ab ll+aib. 


2 2 
如 果 ai =0, 即 得 = b? 是 一 平方 数 . 现 设 a1>>0, 这 时 b>>a1>>0, 对 k= 卫 沁 重复 网 


这 样 又 回 到 了 原来 的 情况 ,不 过 这 时 有 
a>b>a>hb. 
这 个 过 程 不 可 能 无 限 地 进行 下 去 ,必然 有 一 个 a;=0 或 b;=0, 不 论 何者 发 生 ,k 都 是 一 个 平 
方 数 . 
2. 用 数学 归纳 法 和 练习 题 1.1 中 的 第 17 题 . 
3. 因为 (a; -aj)(b;-b)) 实 0, 故 有 
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3 
3 


(a; 一 ai) lb; 一 b,j) 宇 0， 


由 此 即 得 要 证 的 不 等 式 . 

4. 利用 Chebychév 不 等 式 . 

5. 按照 规定 ,x 的 前 若干 项 是 

x = 0.011 010 100 010 10…， 
这 是 一 个 无 尽 小 数 , 若 能 说 明 它 不 是 循环 的 ,那么 它 就 是 一 个 无 理 数 . 设 之 2 为 任 一 正 整 
数 ,考察 以 下 K -1 个 连续 的 正 整 数 : 
kl+2, kK!l+3, ', k!l+k, 

它们 都 不 是 素数 ,因为 它们 可 分 别 被 2,3,…,k 整除 .这 表明 ,在 正 整 数列 中 可 以 有 任意 长 的 
一 串 连 续 数 不 是 素数 ,也 就 是 说 ,在 * 的 小 数 表示 中 ,可 以 有 任意 多 的 0 连 成 一 片 而 出 现 , 因 
而 x 不 可 能 是 循环 的 . 

6. 设 正 有 理 数 p/9 满足 


即 


由 此 可 得 
| 113p - 3559g | 


16 
一 一 一 一 3 。 -6 , 
1139 <2( (x ) )<200 266 765 x 10™°) 


0< 113 


因此 


q> > 16 586. 


105 
226 x 0.266 765 
7. 作 变 换 0 = arcsin (xo 十 x1 十 十 X)(i=0,1,…,n). 于 是 
Xx; = sin 0; — sin ;1， 
V+ xote +t Xil VXite + Xn = COs Oii, 


Xi; 0- 0i. 
J 
由 此 即 得 结论 . 

8. 先 证 :对 正 整数 N>1, 必 存在 整数 pP,4,0<qg<N, 使 得 | qx - p| 过 1/N. 由 这 个 不 等 


式 知 ,存在 有 理 数 p/qg(g 之 0) ,使 得 


大 一 二 | < 工 
9 qa’ 
成 立 .然后 再 用 反 证 法 证 明 这 样 的 有 理 数 有 无 穷 多 个 ， 
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问题 1.3 


1. 利用 题 设 的 条 件 和 例 4 的 结论 , 先 证 明 lim 3 52 = 


IT = 0. 因而 
=0, 由 此 即 得 所 要 的 结论 . 
先 设 a=0. 由 于 lim an =0, 对 任意 的 s>0, 存 在 六 ,当中 > 六 时 ,|a.|<e/2. 此 时 ， 
| xv <P | ak | = i | a |+ Dnt) 


< Di la, 上 2 = = 3 | ar I+ 二. 
当 n 一 时 ,上 式 中 的 第 一 项 是 有 限 个 无 穷 小 量 的 和 ,因此 存在 Ni 之 N, 当 mn 之 Ni 时 ,有 


< +E 
|x lo + E. 


lim 2 
-~ nn 
2. 


此 即 lim x, = 0. 当 & 天 0 时 ,有 pb = an 一 4 一 0. 若 令 x%= 2 tubi, 则 x 一 0. 于 是 


Xn 二 yua， = Dub, radi = x%+a, 
所 以 lim xu。 = a. 和 
注意 ,这 是 一 个 _- 般 性 的 定理 , 取 一 些 特殊 的 {1w } , 便 可 得 到 一 些 新 的 结论 ， 
例如 , 取 fa = 1/nCk = 1,2,……, ,那么 1m 之 0, 2 1m = 1,lim ta = 0 都 满足 .这 时 


于 是 就 得 到 :车 lim a. = a, 则 


这 正 是 1.3 节 中 例 4 的 结论 . 
3. 在 第 2 题 中 , 取 !w = zk k= 1 ,2,. 


4. 在 第 2 题 中 , 取 No 
问题 1.4 
1. 将 ov= av, ,+ 本 -的 两 边 平方 ,得 
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由 此 得 
az >ass+2,， ', ai>a:+2. 
把 这 些 不 等 式 加 起 来 就 得 所 要 的 结果 . 
2. 题 中 的 条 件 可 写 为 


: a 
lim 一 一 一 一 一 = 0. 
no dn+l 十 Cn+2 


用 反 证 法 ,如 果 {a,} 有 界 , 设 0<a,<M (n=1,2,…). 由 此 可 推出 lim a,=0. 于 是 对 >0， 
存在 和 N, 当 n>>N 时 ,有 
an es dn (dn t+ anw)e. 
从 而 有 
QaNI<C (dn + QNi3)s 
<((awst an) + (anr + QN5))E2 
= (Na 二 2aN + awss)e’ 


< (QNn4 十 3a N+5 十 3aN+6 十 QN-7)e3 


< 
< mer(1+ rt 
= M(2e)"， 


这 里 p 是 任意 的 正 整 数 . 现 取 e=1/4, 上 式 变 为 

0 一 av < M( 广 ) . 
令 p 一 + o, 即 得 awi=0. 这 与 avi>0 了 矛盾 . 
问题 1.5 


1. 由 平均 值 不 等 式 , 可 得 
Qnr+l > Vca, 之 之 (Vc) "a, 
故 当 c>1 时 ,lim av= + om. 
现 设 0 和 <c 委 1 将 
dnt 二 C+oa, dn 二 号 + 言 a- 


相 减 , 即 可 推出 {a,} 是 递增 数列 .再 用 归纳 法 证 明 {a,}) 有 上 界 1. 可 设 lim a = a, 于 是 得 


2 
a= 广 + 分. 
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因此 a=1- Vi-c. 

2. 关键 的 一 步 是 把 递 推 公式 改写 为 

Un a= (us,—- a) +u,s-a. 
令 un = us 一 4, 上 式 就 变 为 
Das = V+ Vs (1) 

其 中 v=b 一 a, 从 式 (1) 出 发 可 以 证 明 , 当 bELa 一 1,aj] 时 ,数列 {u,}) 收 伍 于 a. 

3. 令 x=4y 则 xu=xo(2-x)(=0,1…). 由 此 可 以 证 明 0<x*,<1 和 Xx, 过 
xn+1, 因 而 可 设 lim xu = a, 从 递 推 公式 即 得 a =1. 所 以 lim yn=A. 

4. 在 弟 推 公式 的 两 边 除 以 3” ,得 


条 (人 -和 


令 b,= av/3", 上 式 可 写 为 
bp,+b,;= (和) . 
由 此 可 解 出 
bi = (1D"| 言 (1- (- 寺 ) )- «ol. 


要 求 {3"b.} 严 格 递 增 , 当 n 为 偶数 时 ,可 得 ao 委 1/5; 当 n 为 奇数 时 ,可 得 ao 之 1/5. 因此 
ao=1/5. 


(二 -+ 表 + 责 G- 二) 机 (0 二)0- 呈 ) 


+ 而 (1- 关 )(- 荆 ) 王 (2 
右边 的 不 等 式 显然 成 立 .利用 下 面 的 事实 :如 果 aaz，…,axE(0,1), 那 么 
(1—- aD -a) (ll-a)>1-a-a -ax, 
立刻 可 证 得 左边 的 不 等 式 ， 
2. 利用 等 式 
1 1 1 


十 二 十 二 十 .十 一 一 十 ， 一 一 . 
1 5 3 辣 Inn+y+e, en— 0(n co ) 


3. 取 对 数 后 利用 练习 题 1.6 中 的 第 7 题 . 
4. 由 上 , 的 定义 ,得 


Hen <nSHe, BT Hi -i <n<H,. 
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人 
时 


由 此 可 算出 
limC Hi,,, 一 Hi, ) = 1. 
再 利用 练习 题 1.6 中 第 10 题 的 公式 即 得 . 
5. 易 知 


其 中 vn 二 《1 一 1/n)". 一 方面 ,由 于 2n 递增 地 趋 于 e- ,所 以 
-= va < 


4 
但 是 
Sa nDn-1)"! = (n-1)"<n", 
所 以 
Sn = Sn + hn" < 2n", 
si 2 DT = on 一 人 ， 
n-l en-l 
于 是 
一 nn n _2 
Sn = Sni+n"<n QU+ 二 ). 
另 一 方面 
n-l 二 n” 0 n” 
(nD A Rn 
所 以 
一 n 下 一 1 3 1 
Sn = Sritn"> (一 1) +n >n (1+ rs) 
问题 1.9 


2 问题 的 解答 或 提示 


1. 用 反 证 法 ,如 果 不 存 在 这 样 的 c>0, 这 就 是 说 ,存在 区 间 E;CLa,bj], 虽 然 满足 |E,| 


二 1/i, 但 E; 不 能 被 {1,} 中 任 一 区 间 所 包含 .从 每 个 E; 中 取 定 一 点 xi, 得 一 


数列 {x;) ,因为 


{xi}CLa,bj, 故 能 取出 收敛 的 子 列 {xi ), 它 的 极限 x 仍 在 La ,bj 中 .因而 存在 开 区 间 1E 
{7} ,使 得 XE 1, 故 有 e>0, 使 得 (x -e,xX+e)CIl. 取 i 充分 大 ,使 得 i>2/e, 并 且 Xk € 


(xe/2,x+e/2). 于 是 |E4, |<<ki'<i 1<e/2. 对 任意 的 yE Ex, ,有 
1x-yl<lx-xi1+|xi -yl<< 语 +| Ex |<< 计 + 马 
即 yE (x 一 e,xX+e), 从 而 Ek, 性 (xe,xX+e)C 性 1, 这 是 矛盾 . 


一 E， 


2. 不 妨 设 b-a=1, 取 站 >>c 1', 将 区 间 La ,bj] n 等 分 ,这 时 每 一 个 子 区 间 的 长 度 小 于 


0' 从 {i} 中 可 以 选 出 n 个 开 区 间 来 ,它们 的 并 覆盖 [a , 中]. 
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问题 1. 10 

1. 显然 1 委 苞 .如 果 1= 工 , 那 么 lim x ,= 【= 上 ,命题 成 立 . 现 设 1 二 L, 显 然 SC[1,Lj]， 
余下 只 需 证 明 S 必 [1,Lj. 任 取 aE€(1, 二 ), 总 可 取 之 0 充分 小 ,使 得 (a 一 e/2,a +e/2)CC 
(1, 工 ). 从 条 件 limCx1 一 x,)=0 便 可 证 得 {x,} 有 子 列 {xx, } 以 a 为 极限 . 

2. 用 反 证 法 . 若 命题 不 成 立 , 则 必 存 在 N, 当 n 之 NN 时 ,有 

1 + dnti 本 
n (i 1)<= 1, 

即 


Un Qnrl 1 
n nt+l> nri 


由 此 可 得 一 串 不 等 式 ,从 这 一 串 不 等 式 即 可 导出 矛盾 ， 
问题 1.11 


1. 先 设 9=1. 这 时 递 推 公式 为 
Xnrl = Xn(l — Xx,)., (1) 
由 此 得 0<xwe 二 x,, 故 a = lim x。 存在 ,从 式 (1) 得 a = 0. 再 用 Stolz 定理 , 即 可 算得 
lim nx =1. 如 果 9€ 《0,1), 令 y= qx 即 可 化 成 上 述 情 形 . 


(n= N,N+1,.). 


2. 记 S，= 了 39, 所 设 条 件 为 lim av8，= 1. 如 果 能 证 明 lim(S3 - 5; 1) = 3, 那 么 由 
Stolz 定理 ,可 得 


1 i RA i S53 — S31 
lim (3n)a3 lim 3n lim 3 = |， 
问题 就 得 到 了 证 明 . 所 以 问题 归结 为 证 明 
limC Sn — S31) = 3. 
3. 注意 到 
(2 ) 
一， 
(Ca)) 
再 用 Stolz 定理 两 次 即 可 . 
4. 记 wu =p=0= 色 二 , 则 > ra = 1,lim tu = 0, 令 wu, = fp， 
站 A=] Me n n=l 


bn = 》) tus， 由 Toeplitz 定理 即 得 Stolz 定理 . 
大 = 1 
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问题 2.3 


1. 令 a=k'7T .p(x)= f(x)a 即 得 . 
2. (1) 在 数 轴 上 ,x 关于 a 对 称 的 点 y 满足 x+y=2a, 即 y=2a 一 x; 同 理 ,x 关于 b 对 
称 的 点 是 2b 一 x. 依 条 件 
fl2a -x)= f(x) = f(2b -— xX), 
即 f(2a 一 x)=f(2a 一 x+2(b 一 a)), 令 y=2a 一 x, 得 
foy = f(y+2(b-a)) (yER). 
(2) 因为 /的 图 像 关 于 直线 x = a 对 称 , 故 
f(x) = fl2a — x) 
对 :一切 x 成 立 . 由 于 了 的 图 像 关 于 点 (b,y) 中 心 对 称 , 所 以 
fx) + f(2b— x) = 2y0 
对 一 切 x 成 立 .因此 
2a 一 X)+ 帮 2D-x) = 2yo 
对 一 切 x 成 立 .由 此 便 可 推出 是 以 4(b 一 a ) 为 周期 的 周期 函数 . 
(3) 由 条 件 可 得 
Fa+x)+Fa-xv)=2y，Fpbp+x)+p-x) = 2y. 


现 取 c= 池 一 ,9(X)= f(x) 一 cx, 那么 ?是 以 2b 一 a 为 周期 的 周期 函数 ， 


问题 2.5 


1. 任 取 a.b€E(0,+ %), 由 条 件 可 得 
Fe) = fo2ra), fb) = fe2°b) Cn = 1,2,.). 

令 n 一 %, 即 得 f(a)= f(b). 

2. 在 f(ax)= bf(x) 中 令 x=0, 即 得 /(0)=0. 由 条 件 可 得 

am) = bf(x) Cn = 1,2,.). (1) 
由 等 式 (1) 以 及 /在 x*=0 近 旁 有 界 , 即 可 推出 
lim fx) = 0 = f(0). 
3. 设 太 与 8 的 周期 分 别 为 Ti 与 Ts, 于 是 对 任意 固定 的 x, 有 
0 = lim (f(x+nT1)~ g(x + nT)) = lim (f(x)— g(x + nT)). 
由 此 得 
lim g(xX + nT) = f(x). 

间 理 ,HJ 得 lim f(x + nTs) = g(x), 由 此 便 可 证 得 f(x) = g(x). 

4. (1) 用 反 证 法 . 若 命题 不 成 立 , 则 必 存 在 N, 当 nn 宇 N 时 ,有 
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即 
Xn 
n ~ 一 1 
由 此 即 可 导出 矛盾 . 
(2) 为 了 说 明 e 是 最 好 的 , 取 x1 = e 之 0 待定 ,x, = n(n=2,3,…), 于 是 


( 皇 革 <) 二 (1) 一 (1+ 二 1 上) 一 er (1 一 co). 
大 天 n 
由 于 e 可取 任 意 小 的 正 数 ,可 见 e 是 最 大 可 能 的 常数 . 
问题 2.6 

1. 由 题 设 ,对 任 给 的 s>0 ,存在 6 二 0, 当 0<=|x| 过 6 时 ,有 

f(x) - 厅 吾 ) = xB(x) (天 0)， 
其 中 18(x)1<e. 由 此 可 得 
1 )- 几 京 ) = 二 ip( 5 ) Ck = 1,2，…). 
从 而 可 得 
reo -7( 雪 )|<21x 1 s， 


令 4 一 c* 即 得 所 要 证 的 结果 . 
2. 在 (0， 十 c ) 上 ,定义 


[>1 


fox) = [+lFGxc) 1), 


i=1 


它 可 具体 地 表示 为 
1+| fi(x) |， 0 二 x 二 1 
fx) (1+[ fi(x) DO +| felx) 1), 1 二 x 二 2， 
xX) = 
(+| fe) DOA+I fx) DG+ fx) 1, 2xi3, 
容易 证 明 它 符合 题 中 的 要 求 . 
问题 2.7 
1. 利用 等 式 
max(f(x),g(x)) = 几 x) +8CC) + Ac) 一 8 | 


2 
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”问题 的 解答 或 提示 


min(f Cx),86x)) = FEO+8O— fT gO fe - 801 

2. 由 假定 ,f 在 (a,b) 中 每 一 点 xo 处 的 左右 极限 都 是 存在 的 ,只 需 证 明 f(x。+)= 
flxo~—)= f(x0). 

3. (1) 利用 条 件 fx + y)= 了 Cx)+ f(y), 从 f 耻 在 一 点 xo 处 连续 可 推出 在 (一 %， 
+ co ) 上 连续 ,再 用 练习 题 2.7 中 第 10 题 的 结论 . 

(2) 在 练习 题 2.3 的 第 6 题 中 已 经 证 明 f(x) = f(1)x 对 一 切 有 理 数 x 成 立 , 由 此 再 根 
据 f 的 单调 性 , 即 可 证 得 f(x) = /1L)x 对 一 切 xER 成 立 . 

4. 取 xoER, 使 得 f(xo) 关 0, 于 是 

Of(xo) = f(x+ xo— x) = f(x)f(xo — x), 
由 此 知 上 在 R 上 处 处 不 为 0. 再 由 
AD = 几 二 + 辫 )= 产 全)>0， 

知 了 恒 取 正 值 .在 等 式 Fx+y)= f(x)f(y) 的 两 边 取 对 数 , 并 对 In 用 第 3 题 中 (1) 的 结果 . 

5. 对 任何 x,yE(0, + %), 存 在 u,v, 使 得 x=e*,y=e", 这 时 条 件 变 为 

Fe = fle’)f le). 
若 令 g(1)=f(e'), 则 上 式 可 写 为 
gl(uUu + v) = g(u)g(v). 

这 样 便 把 问题 转化 为 第 4 题 的 情形 . 

6. 先 证 明 f(y") = (f(y))" ,函数 方程 变 为 

flx+y")= f(x) + f(y”), 
再 令 y"=z, 得 f(x+z)= f(x)+f(z), 这 样 就 化 为 第 3 题 的 情形 . 
7. 容易 证 明了 是 偶 函 数 .由 条 件 可 得 
fox) = fx ) Cn = 1,2,.), 

所 以 f(x) = f(1) ,再 证 f(1) = /(0) 即 得 . 


问题 2.9 


1. 由 假定 ,对 任何 s 盖 0, 存 在 8S>0, 当 xyE[0o,+ec) 且 |x-yl1<s 时 ,有 
|f(x) 一 了 f(y) | 过 e/2. 取 定 充分 大 的 上 ,使 得 1/k 过 5. 现在 把 [0,1]k 等 分 , 设 其 分 点 为 x; = 
i/k (i=0,1,…,k), 每 个 小 区 间 的 长 度 小 于 56. 对 任意 的 x 之 1,x 一 [xjE[0,1], 故 必 有 xx， 
(i=0,1,…,K), 使 得 |x 一 Lxj 一 xi|<<5. 对 每 个 x;, 有 lim f(x;+n)=0. 故 存在 NN, 当 n> 
NN 时 ,|f(xi;+n)| 二 e/2 对 i=0,1,…,k 都 成 立 . 于 是 当 x 宇 N+1 时 ,有 


| fx) | 委 | foxi + [Lx]) |+| fCx) — fox; + [x]) | 一 二 + 全 = 6. 


仅 由 了 的 连续 性 推 不 出 上 面 的 结论 ,函数 f(x) = -xsin xx ” 便 是 这 样 一 个 例子 . 


1 + xzsin2rx 
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2. 由 假定 , 当 x 之 a 时 ， 
{fox) [| fx) - Fa) |+| fla) | k(x -a)+t+lfla) |< kx +| fla)|, 


[AOI La 
Xx a 机 


因而 当 x,yE[La,+o) 时 ,有 
-A _ | xfCy) — yx) | 
y Xxy 
[xfO) — xf Ce) + xf (x) ~ yf Ox) | 
xXy 
| f(y)- fx)| ,lx-y| | fCx) | 
了 》 x 


x 


人 


k 
a 
大 十 大 

< lx-yl. 


|x-yl+ta lx-y| 


问题 2. 10 

1. 用 反 证 法 .假设 lim flx) 关 %w ,那么 存在 常数 4>0 及 趋 于 co 的 数列 {x,} ,使 得 

[fxi) [SA Cn = 1,2,.). 

这 表示 {Fx,))C[-A4,4]. 由 推论 2.10.1,{f(f(x,))) 也 落 在 一 个 有 界 区 间 中 ,这 与 
lim f(f(x)) = 矛盾 . 

2. 令 FFCx) = gx) 一 了 f(x), 则 FCxs) = f(xaii) 一 f(x,). 由 介 值 定理 ,存在 &,E 
[a, bj], 使 得 

FC&,) = TPO) + e+ FOxa)) = 二 (fx) — f(x1)). 
{s,} 有 子 列 6 一 KoEGLa,b], 代 人 上 式 , 得 
Fo) = frst) - Fe) 

令 no , 即 得 F(xo) =0. 

3. 用 反 证 法 .如 果 结 论 不 成 立 , 则 必 存 在 某 个 六 0 和 正 整数 N ,对 一 切 x 宇和 NN, 均 有 

| fCx + A) fox) [> 方 . 

由 零 值 定理 知 , 这 时 或 者 f(x +4) 一 (x) 之 1/N 对 所 有 x 宇 入 成立, 或 者 f(x+4) -Fox) 扫 
一 1/N 对 一 切 x 之 N 成立. 由 此 便 可 推出 f 是 无 界 的 结论 . 

4.《1) 如 果 存 在 这 样 的 ,那么 必 有 a 二 b ,使 得 f(a)= f(b), 但 对 任意 的 xE (a,b)， 
必 有 f(x) 关 f(a). 不 妨 设 对 所 有 xE(a,pb), 均 有 xz) 盖 Fa). 取 xzoE(a,p), 使 得 f(xo) 
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= M= max f(x). 由 假定 ,一 定 还 有 x1( 不 妨 设 x1 这 xo), 使 得 f(x1)= f(xo) = M. 如 果 xl 
Ela,b), 那 么 由 图 1 可 看 出 ,f 在 四 个 不 同 的 点 上 取 相 同 的 值 .如 果 xi 在 (a,b) 之 外 ,那么 


了 在 三 个 不 同 的 点 上 取 相 同 的 值 (图 2). 


a 如 b XA 


1 
(2) 这 样 的 函数 是 存在 的 ,具体 构造 见 图 3. 


1234567 x 
图 3 


问题 3.1 
1. 从 2.4 节 中 的 例 8 知 ,Riemann 函数 在 有 理 点 处 不 连续 ,当然 不 可 导 , 余 下 只 要 证 明 


Riemann 函数 在 无 理 点 处 不 可 导 . 设 a 是 任 一 无 理 数 ,在 它 的 近 旁 有 无 穷 多 个 无 理 数 , 故 若 
R'(a) 存 在 , 必 有 R'(a) =0, 由 此 即 可 导出 矛盾 . 
2. Dirichlet 函数 就 是 这 样 的 函数 . 


问题 3.2 


flx) = xf (0) + ol(x) (x—0). 


由 此 可 得 
3/( 起 )= 矿 (0) 二 >t + o(1). 
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因此 


. 十 . i 和 1 
(1) lim 2 sin ni 


(2) lim][ (1+ 志 )= ve 

2. 设 p(x)=ax*+bx+cEV, 从 p(0),p(1/2),p(1), 即 可 推 知 | p'(0) | 二 8. 再 找 V 
上 的 一 个 函数 ,使 其 满足 p'(0) = 8 即 得 . 

3. 令 p(x)= 了 f(x) 一 mx 一 了 (0), 那 么 9(0) =0, lim p(x)=0, 所 以 9 在 x=0 处 连续 . 
但 是 ， 
lim 2C2x) = Px) - 0， 

x—0 x 
即 9(2x) 一 p(x)=olx)(x 一 0). 由 问题 2.6 中 第 1 题 的 结果 , 知 p(x) = ol(x), 即 fC0) 
二 mm. 

4. 如 果 这 样 的 了 存在 ,我 们 来 求 f-f 的 不 动 点 , 即 满足 f-f(x)=x 的 x. 由 假设 x= 
-x+x+l, 得 x=1, 这 表明 ff 有 唯一 的 不 动 点 x =1. 现 设 f(1) = a, 那 么 f(f(1))= 
f(a)=1, 因 而 f(f(a))=f(1)=@a, 这 说 明 a 也 是 f*f 的 不 动 点 ,因而 a=1, 即 f(1)=1. 在 
等 式 

fflx)) =—-xI+x*+1 
的 两 边 求 导 ,得 (f(x)) 了 (x)= 一 3x?* +2x, 令 x=1, 即 得 
(f'(1))? =—1, 
这 是 不 可 能 的 . 
5. 和 上 一 题 的 解法 一 样 . 


问题 3.3 
1. 在 恒等式 
(1 ~ x)" = DD (Ye 
的 两 边 对 x 求 导 后 把 x=1 代入 ,得 
>- D*(r = 0. 


其 他 各 式 用 同样 的 方法 可 得 . 
2. 用 归纳 法 可 证 


tn} 一 
(RUW) ”三 3 rr vw 


itjs 
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”问题 的 解答 或 提示 


上 式 的 右边 是 对 一 切 满足 i+ j +k = n 的 非 负 整数 组 (i ,j,k) 的 求 和 ,共有 (n+1)(n+2)/2 
个 加 项 . 


3. 用 数学 归纳 法 . 
4. 用 数学 归纳 法 . 
5. 对 n 用 数学 归纳 法 . 令 y=arctan Xx, 则 x=tany, 故 
:rr _ 1 1 一 ， 
y =f(x)= Ez T+ taniy 三 cos ysin(y + 素 ). 


因此 ,n=1 时 等 式 成 立 . 从 n =k 的 结论 成 立 推出 n=k+1 的 结论 成 立 ,只 要 注意 到 y = 
cos*y 便 不 难 完成 . 
6. 容易 算得 
fi x) _ fi Cx) 
nl! (n—1)! 


+ 工 (n= 1,2,.). 
n 


由 此 递 推 公 式 , 便 可 得 
六 (xD) 
nl! 
令 x=1/n, 并 令 n 一 %, 即 得 


= Inx+1+ 吉 ++ 


si|— 


人 
lim 


一 oo n ! 


= y,， 


这 里 > 是 Euler 常数 . 
7. 设 p(x)= (x 一 41)…(x 一 a,), 其 中 a,…,a。 都 是 实数 ,不 等 式 对 x=aj(i=1,…， 
1) 显然 成 立 . 对 x 关 a; 有 
PC -六 1 
plx) mm XxX- a; 


再 求 一 次 导数 即 得 要 证 的 不 等 式 . 
8. 令 g(x)= (一 VX)* 号, 则 g'(1)=0. 由 二 项 式 定理 ,得 


bd 


wl /2n+2 
(x) + g(x)=2 4 . 
flx g(xX 2 ( 2k )x 
由 此 即 得 
f° = 4Cn + Dn+1)!. 
问题 3.4 
1. 令 F(1)= f(tan1),G(1)= g(tan 1) (一 x/2 志 1 志 x/2), 定 义 
F(- 至 )= lim f(tant) = f(- %), 


t+-(-n/2) 
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F( 玛 )= lim fltanit) = f(+ %). 


t—(-—x/2) 
类 似 地 ,定义 G(x/2)=g(-%),G (x/2)=g(+ wm). 在 区 间 [ 一 x/2,x/2J]J 上 对 下 与 G 
用 Cauchy 定理 . 

2. 设 光 二 xz, 使 得 f(x1) = f(xs) = 0. 由 条 件 知 g(x;) 关 0,g (xz) 闫 0. 如果 gg 在 
(x1,x2) 中 没有 零点 ,对 函数 F(x) = f(x)/g(lx) 用 Rolle 定理 即 得 矛盾 . 

3. 注意 

q(x) = (xp(x) + p(x)) (xp (x) + p(x)), 
' 记 
fx) = xpx) + p(x), g(x) = xp (x) + p(x). 
我 们 有 
fx) = ee 2(er DO)) ， gx) = (xp(X)) 
设 p 的 nn 个 大 于 1 的 不 同 的 实 根 为 
l<a<a < a 

对 e-**2p(x) 用 Rolle 定理 , 便 知 f 至 少 有 nn 一 1 个 实 零点 b;(a; 达 bi 之 ainsi=1,2,*…， 
nn 一 1). 类 似 地 ,g 至 少 有 个 实 零点 :0 过 co 过 ci 过 之 cs1; 其 中 co E00,1),aj; 达 ci 过 
air1: 现在 证 明 bi; 关 ci(i=1,2,…,n 一 1). 用 反 证 法 ,如 果 b;= ci;=7r 之 1, 我 们 有 f(r)=0， 
也 就 是 Pr) = 一 rp(7). 此 外 ,g(r)=0, 即 pCr)= 一 rp'(r). 由 此 得 到 (rx: 一 1)p(r)=0, 即 
plr)=0. 这 和 a; 和 ai;,1 是 p 的 相 邻 零点 矛盾 .所 以 bi,bz,…,bs-i1 和 cosci,…,Cs-1 是 4 
的 2n 一 1 个 互 不 相同 的 零点 . 


4. 可 用 归纳 法 证 明 f(x》= Dae 至 多 只 能 有 n - 1 个 不 同 的 零点 . 


5. 先 在 [aa + 1/2] 上 用 中 值 定理 ， 根据 给 定 的 条 件 证 明太 在 Le,a +1/2] 上 为 0. 由 于 
ar+l/2)=0, 把 ar+1l1/2 当 作 a ,可 推出 了 在 La,a +1] 上 为 堆 , 再 一 步 一 步 往 前 推 , 可 知 f 
在 [a, + o] 上 为 零 . 

6. 令 P(OD = 本 一 xm20), 则 98 关 0,Pp(0) =0,p(+ o)= lim P(x)=0. 如 果 9 
=0 对 x 之 0 成 立 , 结 论 显然 成 立 .否则 ,一 定 有 正 数 ,使 得 2( 旨 是 9 的 最 大 值 , 故 2 (6) = 
0, 这 正 是 了 (人 = 如 于 让 二 

7. i K=kit+ k++k,, yo=0, 以 及 


y = 让 (ki kot tk) C= 1,2,.,n). 


取 xo=0,x,=1, 用 介 值 定理 ,可 以 求 得 
0=x<x<… 和 < xi<< xn = 1， 
使 得 FxiD) = yi;(i=0,1,…,n). 再 在 [x;-;,x;j 上 用 中 值 定理 即 得 . 
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问题 3.5 
1. 由 定理 3.5.10, 对 任何 x 二 x: 二 x, 有 不 等 式 
flxz) 一 Fei) A — f(x2) 01) 
2 — Xi 下 xX—x: 
当 x 一 zx 时 全 和 Ce2 递 减 有 下 界 , 故 了 在 总 处 存在 有 限 的 右 导 数 . 同 理 ,f 在 x; 处 也 存 


在 左 导数 . 在 式 (1) 的 两 边 分 别人 XX2 及 x 一 xi , 便 得 广 (x2) 志 所 《x2). 显 然 , 它 们 都 是 
递增 的 . 
(2) 当 x<xo 时 , 户 (z) 和 PCxo). 由 于 天 在 zx 处 左 连续 ,所 以 有 f(xo)= lim f+ (x) 


XxX*xo 


f(xo). 由 式 (1), 知 户 (Cxo 委 请 (xo), 故 PCxzo)= 庆 (xzo), 即 了 在 zxo 处 可 导 . 
(3) 设 ao<x<xs<pb, 由 上 的 凸 性 ,可 知 
f x1) — fla) {2 — f(x1) A — f(xz2) 


Xi—a X22 Xl b Xz 
但 是 
、 f(x2) ex) A 
可 见 对 上 述 的 Ata ww 是 有 界 的 ， , 即 存在 常数 M ,使 得 


| f(x2) — f(x1) [MI|x2— x | 
对 一 切 xi,xzE[ayb] 成 立 . 
2. 必要 性 . 取 aE[LF(c), 疡 (c)] 即 得 . 
充分 性 . 设 cE (xxz), 于 是 
flx2) — fx) >a > fA 一 及 c)， 
X2 一 C 1 一 C 
这 表明 上 是 上 上 的 凸 函 数 . 
3. 利用 上 一 题 的 结果 , 取 a = 广 (c). 
4. 由 题 设 立刻 可 得 f(0) =0;x 之 0 时 ,f(x) 之 0. 用 反 证 法 即 可 证 得 (1),(2). 为 证 (3)， 
从 题 设 得 


Inx _ jn fCx) 
flx) 1+ fx) “ 
只 要 证 明 
ln fCx) 
1 -一 人 一 -二 
oo fx) 
即 可 
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5. 先 证 一 个 引 理 ;如 果 多 项 式 p 使 得 p 土 p' 之 0 在 (一 ,+ %) 上 成 立 , 那 么 必 有 p 之 0. 
这 是 因为 从 p+p' 守 0, 可 以 断言 p 必然 是 一 个 首 项 系数 为 正 的 偶 次 多 项 式 ,因而 
lim p(Xx) =+ %. 
因此 ,p 必 有 最 小 值 点 xo，, 这 时 必 有 p'(xo) =0. 于 是 
p(x) 守 p(xo) = p(xo) +t p' (xo) 守 0 
对 一 切 xE(- oo,+o) 成 立 . 
回 到 本 题 , 由 
pP”-p-p+p=(p-p)-(p-p) 过 0， 
可 得 p- p 之 0, 再 反复 利用 上 面 的 引 理 即 得 . 
6. 利用 -ln x 是 凸 函数 这 一 事实 即 得 . 
7. 设 有 两 个 解 y),y2. 令 y= yi 一 yz, 那么 y 满足 
y+p(x)y + q(x)y = 0， 
yl(a) = y(b) = 0， 
由 此 即 可 导出 y(x)=0(a<x<=b). 
8. (1) 对 n 用 数学 归纳 法 . 
(2) 对 左边 的 不 等 式 , 用 数学 归纳 法 ;对 右边 的 不 等 式 ,展开 (1+ x/n)" 即 得 . 
(3) 利用 上 面 的 两 个 不 等 式 . 


9. 令 
= - HD fo 
gO = 10 (f+ x 0)). 


只 要 证 明 g(x)=0(a 过 x 过 b). 定 义 
Px) =+ g(x)+el(x—- a(x—-b) (e>O0). 
直接 验算 可 知 
D:p =+Dig+2e =+D:f+2e = 2e>0. (1) 
现在 证 明 9 在 (a,b) 上 不 能 取 到 最 大 值 . 如 果 它 在 某 点 xzoE (a,b) 取 到 最 大 值 ,那么 
plxo t+ h)+ Pxo —h)— 29(x0) _ Plxo+ h) ~ Pxo) + Pxo — h)— p(xo) 
he: h: 
因而 DY8(xo) 魏 0, 这 与 式 (1) 了 矛盾 ,这 说 明 9 的 最 大 值 只 能 在 Ca,b) 的 两 个 端点 a,b 处 达 
到 ,而 pCa)= 9g(b)=0, 故 8 在 (a,b) 上 取 负 值 ,由 此 即 可 证 明 g(x) 二 0. 
10. 用 数学 归纳 法 .n= 1 时 命题 成 立 . 记 


S.Cx) = Sin kx 
x 3 一 
设 SCz)>>0 在 (0,r) 上 成 立 .由 于 $.(0) = S, (x) =0, 如果 $, (xz) 在 (0,xr) 上 有 取 负 值 的 


点 ,那么 SCx) 在 L0,xr] 上 的 最 小 值 为 负 值 , 此 取 最 小 值 的 点 必 在 (0,mx) 中 . 设 xo 使 S,(x) 取 
到 最 小 值 .于 是 5S;(x。o) =0. 因 而 
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“i 人 问题 的 解答 或 提示 


0 = 2sin 如 Sn(Xo) = = > 2sin Kecos kxo = = sin(n + 去 )x -sin 她， 


大 =1 


因此 
(n+ 去 )xo = 多 +2Km， (1) 
或 
(n+ 去)xzo = 一 加 + (2k + Dx. (2) 
由 于 
sin nxo = sin (n+ 去 )xocos 如 一 cos (n+ 襄 )xosin 加 ， (3) 


把 式 (1) 和 (2) 分 别 代 人 式 (3), 便 得 sin nxo = 0 或 sin nxo = sin xo 之 0. 于 是 ,根据 归纳 假设 ， 
可 得 


SO) = SO) + So ~ 0. 
这 与 假设 矛盾 . 
问题 4.2 
1. 从 
ly ._l1 .1l11 1 
nin(1+ 元 )= 1 2n + 3 7 +o( 挛 )， 
可 得 (1+1/n "= en 的 展开 式 . 由 此 可 得 
0， X <<2， 
fx) = 号 ， =2 


2. 用 与 上 一 题 同样 的 方法 ,将 二 (1+ 过) 按 1, 二 ,十 ,二 ,十 展开 , 即 可 算得 结果 . 
3. 一 方面 ， 
-In(l— x)? =-2In(l— x) = 32 2 + ox ) (x—0); 


大 = 
男 一 方面 ， 
La _ k 
-In(l—x):=—-In(l -2x+x)= 》， (2x i + 
k=1 
两 式 相 减 , 得 


OOx") (x — 0). 


DY 工 ((2x -xx -2xt = oCx") (x->0). 


k=1 


上 式 表明 左边 的 多 项 式 中 不 含 1,xX，,…,x" 各 项 ,因此 能 被 x"'! 所 整除 . 
4. 先 证 明 lim x 存在 . 设 lim x 二 a; 则 a=0, 即 lim sin Xx, = 二 0. 利 用 Stolz 定理 和 sin x 


~ 
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的 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 , 即 可 得 


1 
nll 1l 
加 a(R ) 3 


5. 记 x = yn/na, 则 xi =ln(1+xo). 先 证 {x*} 收 敛 , 再 记 1lim Xs 三 0, 然后 用 Stolz 定 


理 和 ln (1+x) 的 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 , 即 可 得 要 证 的 结果 . 


问题 4.3 
1. 把 了 的 带 Peano 余 项 的 展开 式 
fxo t+ h) = fxo) + f (x)h+- 


和 原 式 相 减 , 即 能 导出 所 要 的 结果 . 
2. 利用 Taylor 展开 ,得 

19)= f+ (3) (ae<s< <)， 

fe)= /b+ 二 /CD (2 ) (e716), 


两 式 相 减 易 得 相应 的 结果 . 
3. 存在 x1€ (0,1), 使 得 f(x1)= 一 1, 因 此 了 (x1)=0. 用 Taylor 定理 ,得 


。。 h” On) hl Cntl n+l 
+ 7 (xzo+TTDT1 "(Xx0) 十 OCR ) 


2 
Fo) = Fr + 了 6) (0 6 过 x), 


GD = fx) + 去 (1 -xf xb). 
由 此 得 

xIf (£1) = (1 -xf (é,) = 2， 
即 
f° EF (CE,) xl 一 X1) )2 一 4. 


所 以 (81) 1”(&,) 宇 8 ,因此 总 有 一 个 ,使 得 f*(&) 宇 8. 


4. 先 用 中 值 公式 ,再 用 Taylor 定理 ,可 得 
flxo + h)— f(xo) = f(x + 六 '(€) (CO) "1!, 


hh 一 1)! 
flxo + — f(xo) = f Cxo) a he 
n! 


比较 上 面 的 两 式 并 令 h 一 0, 即 得 所 要 的 结果 . 
5. 由 Taylor 定理 ,得 


x 一 ea n+l 
€” 二 P(x) + tit I 0. 
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2 问题 的 解答 或 提示 


由 此 易 知 (1) 成 立 . 当 为 奇数 时 ,P4 = P10, 故 已 严格 递增 ,由 于 lim Pu(z) = 土 %， 
故 (2) 成 立 ， 
(3) 设 Ps(x) =0 的 唯一 实 根 为 x 首先 证 明 |x, | 严格 递减 . 为 此 ,利用 等 式 


ri (lt m5) GD 
用 数学 归纳 法 证 明 x,> 一 (2n +3). 于 是 由 式 (1) ,得 
Pz2nral xn) > 0. 
由 于 Pzn+a(xn+t1) = 0, 利用 Ps 的 严格 递增 性 即 知 x 之 x+i. 再 用 反 证 法 证 明 |x,] 没有 
下 界 . 
6. 对 一 切 xE (0,2) ,用 Taylor 定理 ,得 


Fo = Fo — xf Cx) + x 


P23 CX) 一 Pznii CX) 十 


fC2) = fxz) + 2 Fx) + 去 "(D2 x)?, 


两 式 相 减 即 得 .考察 函数 f(x) = 去 x -2x +1, 即 知 常数 2 是 最 小 的 . 


7. 对 任何 xER 及 六 >0, 由 Taylor 公式 ,得 


AH 
faxt+h) = ffx) +f rh+ FO, 


Foz h) = fx) FOORh+ CD, 
两 式 相 减 , 即 可 得 
2hM'i < 2M, + Ma 
对 一 切 h>0 成 立 .实际 上 它 对 h<<0 也 成 立 , 即 
Mih? -2Mih + 2M, > 0 
对 一 切 hER 成 立 .由 此 即 得 Mi<2M。M，. 


问题 6.1 


1. 因为 在 [a,bl 上 可 积 ,所 以 可 取 一 个 特殊 的 分 割 来 讨论 . 作 分 割 使 (a + b)/2 是 一 
个 分 点 ,其 他 分 点 关于 (a + b)/2 对 称 , 值 点 也 关于 这 一 点 对 称 .利用 函数 的 凸 性 即 可 证 得 所 
要 的 不 等 式 . 

2. 要 证 的 不 等 式 等 价 于 


把 左边 的 和 式 写 成 Riemann 和 即 得 . 


。479 。 


数学 分 析 教 程 


问题 6.2 
1. 利用 不 等 (1 一 x*)" 之 1 一 mx20 委 xx 安 1) 和 
1 , 1 ， 
| a- erdx >| (1 — x2)"dx. 
0 0 


2. 只 要 证 明 f 在 (a,b) 中 的 变 号 点 多 于 n 个 .车 在 (a,b) 中 的 全 部 变 号 点 为 x 二 xz 


二 … 之 xi, 其 中 kn, 令 
PCX) = (Xx1— XXxz 一 X) (COXA — XX), 
那么 
b 
| fow pidx > 0. 


但 所 给 条 件 为 | f(x) p(x)dx = 0, 这 就 产生 了 矛盾 . 


3. 不 妨 设 M0, 存 在 ELa,bj], 使 得 f($) = M. 于 是 对 任意 给 定 的 s>0, 存 在 [cd] 


CLa,bj, 使 得 f(x) 宇 M 一 e 对 xXE[c,d] 成 立 , 因 而 
(frrax) 之 (| far > M- dO. 
另外 ,显然 有 
(J rax)™ Mb- a), 


对 式 (1) 取 下 极限 (n> ~ ), 再 令 e 一 0, 对 式 (2) 取 上 极限 (Cn 一 % ) 就 得 要 证 的 结论 . 
4. 对 任 给 的 二 0， 


b b 
AT >| Penpdi > Pb -eye. 


由 于 f(b 一 e) 这 f(b 一 2e), 故 存在 40, 当 pp 二 A 时 ， 


(人 ) 全 ， 


即 产 (5-e)e>>(Dp-a)F(b-2e), 代 人 式 (3) ,得 
bp 
ps) fd > fb -20), 


即 f?(x,) 之 fr*(b 一 2e). 由 此 得 x, 之 b 一 2e, 因 而 
b 一 2e < Xp < b, 
所 以 lim x,=b. 
p*+m 


1 
5. 设 Fx) = ao+ax+…+a" 要 证 ao = Cn+1):| Foodx. 由 假设 Co + 


k+l 


dn 
二 二 一 一” 
天 十 于 二】 


= 0(k = 1,2,…,n), 对 上 式 的 左边 通 分 ,得 
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(1) 


(2) 


(3) 


ai 


k+2 


-问题 的 解答 或 提示 


(k) 
(k+l)Ck+2)(k+nt+1l) 


其 中 QQ 是 k 的 nn 次 多 项 式 , 且 以 k=1,2,…,n 为 零点 ,因而 可 把 OQ(k) 写 作 CCK) = 
c(k 一 1)-…(k 一 nn). 在 等 式 
ck 一 1)…(K 一天) Co0 a an 


人 -~ .一 “1 _. oe “nn 
RIDKRIO Rintl) k+l*k+2 TAI 
的 两 边 乘 k+1 后 ,再 令 k= -1, 即 得 ao=c(-1"(a+1l). 再 在 等 式 


' k _ (k) 
J fox dr = TTD TO RT Ar) 


=0 (k= 1,2,.…,n), 


中 令 k=0, 得 
_ (1)" do 
jf ax = Cntl n+r1)’ 


] 
于 是 au = (n+ D*| fordx. 


问题 6.3 


1. 令 


F(t1) = | roodx 一 人 > 二 fx)dx, 


证 明 下 在 [a,bj 上 递增 即 可 
2. 令 f(x)= 一 1/x, 利 用 上 一 题 的 结果 . 
也 可 不 用 上 一 题 的 结果 直接 证 . 因为 f(x)=1/x 是 (0, + o) 上 的 凸 函 数 ,在 点 


(2 ,本 ) 处 作 y= f(x) 的 切线 .比较 由 y= f(x),x=a,x= b,x 轴 围 成 的 面积 和 由 切 


线 ,x = a,x=b,x 四围 成 的 面积 . 


3. 令 


F(1) = (| roodz) - | Poodx， 
证 明 下 在 [0,1] 上 递增 即 可 . 
4. 当 xE[0,1] 时 ,e * 声 1, 再 利用 等 式 
(ef(x)) = eC(f' (x) — fx)). 
5. 了 在 [1, + %] 上 严格 递增 ,利用 等 式 


fex) = Fl) + [fnar. 
问题 6.4 
1. 任何 x 污 T 均 可 表示 为 
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X= mT+r., 
其 中 mm. 为 正 整 数 ,0 委 王 委 了 .于 是 
x mT mT+tr, 
ferar= 站 Fit)dr + | Fi)di 


= m:| Fodt +| Fopdr 


余下 的 证 明 是 容易 的 . 
2. 利用 sin? nt = (1 一 cos 2nt)/2, 可 得 
1- 1 
Ti 1, 一 2n 十 1’ 
=14+ 工 + 工 +.+ 1 
由 此 便 知 1.=1+3+ 5 + 5n 一 了 * 青 由 Stolz 定理 ,得 
lim -1 
mm Inn 2 


3. fim,n) = De De 人 ) xdx = | ea - x)"dx，, 作 代 换 1 = 1- x, 即 得 
fm,n)=f(n,m). 由 上 式 反复 利用 分 部 积分 ,可 得 
fm nm) = LT 
m+n+1)! 
4. (1) 直接 验算 便 知 . 
(2) 直接 用 Leibniz 公式 算出 Po(x) , 便 知 fC0) 和 Po Ca/5 ) 为 整数 . 


(3) 一 方面 ,用 分 部 积分 ,并 由 (2) 即 知 | fx)sin xdx 为 整数 . 另 一 方面 , 当 0<x<x= 
a/b 时， 
0 一 Ho) < (2), 
于 是 
o< Jfosinxdr SE (EE) 一 0 ne). 


这 个 矛盾 说 明 x 不 是 有 理 数 . 
5. 用 反 证 法 . 如 果 对 一 切 x € (0,1), 有 | fx) | 二 2"(n + 1), 那么 从 等 式 1 = 


| fc) (x 一 去 ) dx 即 可 导出 矛盾 . 
6. 作 三 次 多 项 式 p(x) = x* 一 x?, 它 也 满足 p(0) = p(1) = p'(0)=0,p (1)=1, 此 时 ， 
peax = 4， 
因此 只 要 证 明 
| coreoyzdx | peoyrdx: 
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0 问题 的 解答 或 提示 


等 号 成 立 当 且 仅 当 /=p. 
问题 6.5 


CM -f(x))( 声 - RD)> 0， 


即 
M 


m 


flx) M 
+1 之 m “天 xy， 


两 边 在 [0,1] 上 积分 并 用 几何 平均 -算术 平均 不 等 式 . 
2. 已 知 
fe) = Ke 7 x) ,fx) -CC oO) 
其 中 第 一 项 为 偶 函 数 , 第 二 项 为 奇 函 数 .由 假设 条 件 即 可 推出 上 是 奇 函 数 ， 
3. 令 h(i1) = M+k| | xb | dt, 题 设 为 |x(1)| 志 h(1), 但 是 h (1)=k|x(1)|, 所 以 


h(t) 过 kh(1), 此 即 

(e*h(1)) 之 0, 
由 此 可 得 所 要 的 结论 . 
问题 6.6 


1. f.(x)= h(x)+ g(x), 其 中 


由 于 
| ceodx =- «| (+ - [于 |)d =-| scodr， 
所 以 
1 1 
| Penodx = | wearx = auln au. 


2. 必要 性 是 明显 的 .下 证 充分 性 .由 于 了 在 [ca,b] 上 可 积 , 它 在 [La,b] 的 任何 区 间 上 也 
可 积 ,因而 在 每 一 子 区 间 上 必 有 了 的 连续 点 .对 任何 分 割 , 取 每 一 值 点 为 了 的 连续 点 ,这 样 所 
得 的 Riemann 和 为 0, 因 而 积分 也 为 0. 


问题 7.3 
1. (1) 从 图 4 中 可 以 看 出 
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fla) -az) + f(as)— flas) + flas) 
表示 图 中 三 块 阴 影 部 分 的 面积 之 和 ,这 里 已 经 用 了 Newton-Leibniz 公式 和 f(0) =0 的 条 
件 , 而 
ai 一 az+as 一 04+Q5) 
等 于 直线 x= aa +as-a+as 与 二 轴 ,》 轴 和 曲线 y= 广 (x) 所 围 的 面积 .通过 比较 面 
积 , 显 然 可 以 看 出 
flar—-ast+as-astas) 人 fla)—- flas)+ fas) ~ flas) + flas). 
容易 看 出 ,这 里 的 推理 对 n 为 偶数 也 成 立 . 


(2) 取 f(x)=x". 
2. 记 要 计算 的 极限 为 1, 则 


1= (2) = BO, +h) (La ])e: 
由 于 
bo, (Le]- a ))a = i 
i (Led) -0 
所 以 


1= 22 (zk 1 区 二 5) 
1 


= 2( 志 - 计 + 吉 -- 襄 


3 一 +…)= 2in2- 1. 
3. 按 题 意 ,y = f(x) 的 图 像 如 图 5 所 示 ,因此 0< | f(x)dx < 人 ABC 的 面积 . 写 出 切 
线 AC ,BC 的 方程 , 即 可 写 出 C 点 的 坐标 ,从 而 可 算出 八 ABC 的 面积 , 即 得 所 要 的 不 等 式 . 
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2 问题 的 解答 或 提示 


问题 7.4 
1. 由 题 中 所 给 的 两 个 不 等 式 , 可 得 
1 nn 1 — nx? *™ nx2 ”dx 
ja — x2)"dx <|e dx <| ev dx <| CT 
即 : 
v 可 da — Xx:)"dx < e-r dt 过 Va] cos."*0d0. 
令 n 一 % ,利用 练习 题 7.4 中 的 第 2 题 和 Wallis 公式 , 即 得 
+%m _ 2 _ Vn 
| edt= 2 
2. S$, 可 写 为 


Li 
_ Cn — Dn — k) 
5 1+t oO mr t+ 


2 
(1 ro \k 
= 于 一 上 2”- 寺 (1+ 士 ) 
2 2 2 
(1) 


由 此 可 知 
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lim Sa = 1 lim 227 -1 1]im (HL 一 1)1(M 十 1)122" 
ov 2 mm | 2n ) 2 -= (2n)1V/n 
1 一】 
最 后 用 Stirling 公式 . 


问题 8.3 


1. 任 取 xE€9E, 要 证 xE9E, 即 要 证 存在 6>>0, 使 得 B(x,6) 中 既 有 E 中 的 点 ,也 有 E* 
中 的 点 .因为 xE9E, 故 存在 8 汪 >0, 使 得 B(x,6) 中 既 有 EE 中 的 点 ,也 有 无: 中 的 点 . 设 x1E€ 
B(x,O)NE,xsE B(xX,H)\ E. 若 x1EE, 则 说 明 B(x,8) 中 有 EE 中 的 点 .着 x,E ENE, 则 
xl: 是 EE 的 凝聚 点 .因而 存在 8 >0, 使 得 B(x1,61)CB(x,6), 且 B(x1,61) 中 有 中 的 点 ， 
即 B(x,6) 中 有 EE 中 的 点 .由 xz€ B(x,58)\E, 即 知 x 为 E 的 外 点 .由 此 即 得 证 明 . 

2. 任 取 xo€EG, 记 FF=[xo,+ %) 门 G'. 因 为 G 是 有 界 开 集 ,所 以 下 是 非 空 的 闭 集 且 有 
下 界 . 记 B=inf F, 则 B 之 xo. 由 于 BEF, 而 xo 全 FF, 所 以 Bxo. 容 易 证 明 [xo,B8]CCGO, 于 是 
对 每 一 点 xoE GO ,存在 着 满足 下 面 三 个 条 件 的 B.: = 

(a) 8B>>xoi(b) GEGiCc) [xp)CO. 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 还 有 如 下 的 a: 

(a) a<<xor(b) ac&GiCc (cxojCG. 
这 样 , 对 每 一 个 xzoE G ,存在 区 间 (au,p8) ,满足 : 

(a) xoE(ayp);:(b) (ap)CGiCc) a,BEG. 

这 样 的 一 个 区 间 (a ,8) 称 为 G 的 构成 区 间 . 现 设 (a,B) 和 (y,5) 是 G 的 任意 两 个 构成 区 间 ， 
容易 证 明 ,它们 或 者 不 相交 或 者 完全 重合 .在 每 个 构成 区 间 中 任 取 一 有 理 数 , 则 全 部 构成 区 
间 和 有 理 数 集 的 一 个 子 集 对 应 ,因而 至 多 是 可 数 的 .于 是 得 

G =U (ax,Bi). 

3. 记 a=inf F,b=sup FF, 则 FC[a,bj. 记 G=[a,bjM\F, 则 从 G=(a,b) 站 Fi, 知 G 
是 一 个 有 界 开 集 .于 是 从 第 2 题 即 得 本 题 的 证 明 . 


问题 8.4 


1. 用 反 证 法 .如 果 题 中 所 说 的 o 不 存在 ,那么 一 定 存在 R" 中 的 一 列子 集 F, , F,,…, 使 
得 对 严 =1,2……PFs 门 开关 好 县 diam(F <1/ 闫 ,但 F。 不 能 被 某 一 个 G。 所 包含 . 现 取 点 
XiE FfNE (i=1,2,…). 由 于 E 是 有 界 闭 集 , 故 是 列 紧 的 .点 列 {x;} 中 必 有 子 列 {xx, ?收敛 
于 a€ EE, 因而 存在 某 个 开 集 G。, 使 得 a€ G,. 因 为 G. 是 开 集 ,并 且 diam( Fk )<1/K ,所 
以 对 充分 大 的 i, 应 有 Fi, 己 G。, 这 是 矛盾 . 

2. 设 {G。) 对 应 的 Lebesgue 数 为 o>0. 用 一 个 n 维 立 方 体 把 E 包 图 在 内 ,再 用 平行 于 
各 坐标 平面 的 平面 把 上 述 立方 体 切 成 许多 相等 的 小 立方 体 ,使 小 立方 体 的 直径 小 于 o. 把 那 
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' "问题 的 解答 或 提示 


些 与 有 公共 点 的 闭 小 立方 体 记 为 Fl,F,… ,FF , 则 必 存 在 G; ,使 得 FiCG,(i=1,2,"…， 
k), 于 是 
ECU FCUY SG.. 


问题 8.5 


1. 用 反 证 法 .如 果 E 不 连通 , 则 有 E=AUB,ANMB=, 且 有 A' 站 B= 和 ANMmB'= 
名 . 令 A1=ANME.,B. = 8 个 E, 则 可 证 明 E= 4 UpB,4 站 B， = 他 ,上 且 有 Ai 站 B= 名 和 
Ai 门 B' = 好 .这 与 巨 的 连通 性 矛盾 . 
2. 易 知 
E= {Cesy) Cx y) CE Rz,y = sin 二 ,0 < 入 二] 
是 Rz 中 的 一 段 连续 曲线 (图 6). 由 于 E 上 的 任意 两 点 可 用 一 段 连续 曲线 连接 起 来 , 故 它 是 
道路 连通 的 ,因而 是 连通 的 .由 于 


图 6 


所 以 [一 1,1] 中 的 每 一 点 都 是 的 凝聚 点 . 若 记 
F= {(0,y):(0,y) € R:, -1 之 y 达 1}， 
那么 = EUF. 下 证 巨 不 是 道路 连通 的 .用 反 证 法 .如 果 是 道路 连通 的 , 任 取 aE E,bE 


下 ,不 妨 设 a = (xo,yo), 则 有 yo =sin 交 = (0,y1) ,那么 一 定 存在 位 于 E 中 的 连续 曲线 


x=x0), y=y1) (0 雪上 二 1)， 
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使 得 


X(0) = xo, y(0) = yo， 

x(1) = 0, y(1) = yi. 
现在 令 fo = inf {1:(x(1)),y(1))EF), 则 必 有 to 之 0. 因 为 车 1。= 0, 则 有 1 一 0, 使 得 
CC ,y(t))EF, 于 是 x(0)=lim x(tx)=0, 这 与 X(0) = xzo 天 0 了 矛盾 .由 to 的 定义 知 ， 
存在 fi 一 10,(xX(t4) ,y(t4))EF. 由 连续 性 , 知 

lim xX(1) = x(t0o) = lim x C14) = 0. 

另 一 方面 ,由 于 fm>0, 当 0 委 !<0 时 ,对 应 的 点 (x(1),y(1)) 不 在 上 ,因而 有 (x(1)， 
y(t1))EE. 于 是 


1 _ |， 1 
y(to) = J y(t1) = J sin Ter 
不 存在 ,从 而 引出 矛盾 . 
问题 8.7 
1. 利用 练习 题 8.7 中 第 3 题 的 结果 . 令 
pe(p,B) 


hl(p) = 
这 个 A 就 满足 问题 中 的 三 个 条 件 . 
2. 利用 上 一 题 中 存在 的 R" 中 的 连续 函数 疡 ,定义 
G= {p:p€ER", 让 <hp 1}, H= {p:pe R',0<h(p) < 二 | 
这 时 G 和 万 就 满足 题 中 的 要 求 . 


问题 8.8 


1. 用 反 证 法 . 如果 广 ' 在 某 点 yoE DD 不 连续 , 则 必 存 在 so>>0, 使 得 对 任意 的 自然 数 j， 
在 DD 中 存在 点 列 {y,} ,使 得 


Ty -yo < 了 但 fy) (Gy) 2. 


记 xj = Cy) ,Xo 三 1(yo), 则 xj,xoEE. 利 用 E 的 紧 致 性 和 f 是 E 上 连续 的 单 射 , 即 可 
导出 矛盾 . 

2. 由 于 [0,1] 是 R 中 的 紧 集 ,如 果 存 在 [0,1] 到 单位 圆周 上 的 一 对 一 的 连续 映射 ,那么 
由 上 一 题 的 结论 , 它 的 逆 映 射 也 是 连续 的 , 记 此 逆 映 射 为 六 再 记 9(90)=f(cos 90,sin90), 则 9 
把 [0,2x) 一 对 一 地 映 为 LC0,1]. 由 于 8 是 L0,2rx] 上 的 连续 函数 , 故 必 存在 0 ,0: ,使 得 有 (90) 
=0,1(0) =1, 不 妨 设 0 委 和 <0<2x. 由 连续 函数 的 介 值 定理 ,对 任意 的 cE(0,1), 必 有 0 
E(0 0) ,使 得 2(0) =c. 这 说 明 9 把 [0,,0;] 映 成 了 [0,1]. 这 和 9? 把 L0,2r] 一 对 一 地 映 为 
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[0,1] 相 矛盾 . 

3. 利用 第 1 题 的 结论 ,只 要 证 明 不 存在 [0,1] x[0,1j 到 [0,1] 上 的 一 对 一 的 连续 映射 即 
可 .如 果 存 在 这 样 的 映射 , 即 存在 定义 在 正方 形 L0,1jx[0,1] 上 的 连续 函数 (x.y), 它 把 
[0,1]x[0,1] 一 对 一 地 映射 为 区 间 [0,1]. 用 和 第 2 题 类 似 的 方法 即 可 导出 矛盾 . 


问题 9. 1 
1. 取 对 数 ,问题 归结 为 证 明 不 等 式 
Inna-InInb>blna-alnb. (1) 
记 y=In b>0,x= 卫 >1, 式 (1) 变 为 
Inx>y(xe’—-e*) (x>1,y>0). (2) 


记 f(x,y)= xe’ -ee ,那么 = x(e’ 一 e*)<<0. 由 此 不 难 证 得 式 (2). 
2. 在 DD 中 任 取 两 点 (x1,y1),(x2,y2z), 对 1E[0,1j， 
(x1+ tit(x2— Xi sy +tiy — 1)) ED. 

记 

pt1) = fx + txs 一 xi) yi+tiCy — y1)), 
那么 (1) = f(xz,y2) ,9(0) = f(xi,y1), 于 是 

xya) -xy) = p61) -92(0). 
对 gp(1) 用 中 值 定理 ,再 由 已 知 条 件 , 即 可 证 得 
| f(x2, y2) — f(xi,y1) | 和 Mt — x |+| y2™ Yi | ). 

由 此 即 知 上 在 D 上 一 致 连续 . 


问题 9.2 
1. 易 知 
= [9f * 9f 
f(x,y) = [ 了 六 40)ds + 9y < Dd 
由 此 即 可 推 知 所 要 证 的 结果 . 
nn 
2. 不 妨 设 3 在 (x。, ys) 处 连续 .于 是 
fxo 十 h,yo + k) — f(xo, yo) 
三 flxo 十 h,yo + h) 一 f(xo 十 h, yo) + flxo 十 h,yo) 一 f(xo, yo0) 
9 © 
二 f(x + h,yo + Ok)Kk+ 9f C0, yh + o(h) 
9y 9X 
_ a af 


9 9 
TeXor yo)h+ Fro yk + (和 om + 及 ,yo+ 扩 ) -oye )k + o(h) 
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= 3 Cxos yo)h 十 3 C0 yk + rl(h,k). 
容易 证 明 

rl(hsk) = ol(Vhi+ hk) (h—>0,k—>0). 
所 以 了 在 (xo,yo) 处 可 微 . 


问题 9.4 
1. 充分 性 显然 ,下 证 必要 性 . 记 


UK=ar+by+cz， v=y, mw= z， 
那么 
-rf/l . 
fx,y,z) 一 f(z 一 bv ~ cw),v,w ) = hl(u,v,w). 


于 是 
op _ of 1 
du dxa’ 


3 b+- p(- 革 忒 + 二 元)= 


adv ox 9y a gx b ay 


A 
这 说 明 hh 与 v,w 无 关 . 记 h(u,v,w)=g(u). 于 是 
xyz)= g(u) = g(ax + by + cz), 
2. 必要 性 显然 :只 要 在 f(txi… tx,) = 1f(x1,…,x,) 的 两 边 对 ! 求 导 ,然后 让 :=1 
即 得 .为 证 充分 性 , 令 


(1 ID) 


p(1) = 1 
易 知 2 (1) =0. 由 此 即 得 所 要 证 的 结果 . 
问题 9.6 
1. 由 问题 9.4 中 的 第 2 题 , 只 要 证 明 
99 99 _ 
Fx + yay = 9 (1) 
就 行 了 . 易 知 
fxsy, Plx,y)) 二 0， (2) 
对 式 (2) 中 的 x,y 分 别 求 导 , 得 
0 9 { 
Sx, ys pesy)) + Hes yey)) BE x,y) = 0， (3) 
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af af 39 _ 
了 9 十 Fz YP XY)) ay(*'y) = 0. (4) 
式 (3) xx+ 式 (4) xy, 得 
af of 
sys 3 于 sy 9 ' ) 
Xx(* yp(x,y)) ty Fy'* y, Px,y)) 
9 9 9 
十 (x TEC,y) 十 y Pcp) ry pC.y)) = 0. (5) 
因为 f 是 q 次 齐 次 消 数 ,所 以 有 
0 9 9 
x 9f x, y, gx,y)) + y of x,y px,y)) + p(x,y) of ,ys px y)) 
Ox 9y oz 
= qf(x,y, p(x,y)) = 0. (6) 
` 式 (5) 减 式 (6) , 即 得 
(x 52(x，y) + y SECx,y) 一 9 x8) ) xy, prsy)) =0 
ox dy dz 
由 此 即 得 式 (1). 


2. 对 XxoE (a,b), 任 取 yE(-%m,+%). 令 
8Cy) = Flxory) + mly — y1), 
则 
limg(y) =+ ®, limg(y) =-— ~®. 
由 于 


ad 
dy 


且 因 F(xo, y1) 一 gy1)=0, 所 以 : 
当 y>yl 时 ,F(xosy)>g(y); 当 y<y 时 ,F(xo,y)<g(y). 
从 而 得 


(F(xosy) - gCy)) = 了 Co -_-m>0, 


limFlxo,y) =+c， limF(xo,y) =- %. 


故 存在 唯一 的 yb,E (一 ,+ %), 使 得 F(x。,yo)=0. 这 样 就 得 到 唯一 的 y= f(x), 满 足 
F(x,f(x))=0. 容 易 证 明 FE C(Ca,b). 


问题 9.9 


1. 记 
A = fxo 十 h, yo 十 天) — f(xo + h, yo) 一 jxoyyn + hh) + f(xo, yo0), 
p(x) = fx yo + h)— f(x, yo), 


从 三 P(xo 十 h) 一 P(xo) 
= 9p'(xo + Oh)h 


* 491 。 


数学 分 析 教 程 人 


0 二 oh, yo t+ h)— 2f Cxo + oh, yo) )h 


h 


9 9 
村 (xo+ gh， yo+ hk) ~ Cos yo) )- (Hxo + go — SLCxor yo) ) 


2 
(Sh cxoryo) Oh + di yh + odh) )- (Sfx ye)0h + och)) h 


of 
yd 


Nl 


(xo» yo) hh? 十 ol(h’). (1) 
再 记 

py) = fxo t+ h,y) ~— flxo,y). 
和 上 面 的 讨论 一 样 ,可 得 


a2 » 
A= yyo + h)- ply) = Fy + oC he). (2) 
从 式 (1) 和 (2), 即 得 
92 Ba 
了 Co 一 ay 了 X00). 


2. 充分 性 显然 .下 证 必要 性 . 记 "= ln u, 那 么 w=e", 从 而 有 光芒 = 0. 因 而 vx,y) = 
p(x)+ Cy), 所 以 


u= ee’= ee = f(x)gly). 
问题 9. 10 
1. 用 中 值 公 式 , 得 
fxsy,2)— f(x+y+z,0,0) = sf y—2)+ 28)y + (6)z = 0， 


因此 
xy z) = f(x+ y+2z,0,0)>0. 
2. 必要 性 .因为 1 是 D 上 的 凸 消 数 ,所 以 对 x,yED 及 XEL0,1], 有 
fy + Ax AyY) + (1 — A)fCx), 


即 
fx+aly— x fx) AY) -Af Cx). (1) 
因为 f 可 微 ,所 以 
f(x +ACy x) — f(x)) = 区 Coaty 一) + + oa - x,) 
1 
+ eACy — XI) + 十 EC 一 Xn)， (2) 
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其 中 lim ej;=0(i=1,…,n). 把 式 (2) 代 人 式 (1) ,两 边 再 除 以 和 A, 并 令 A 一 0, 即 得 


ny 一 Xi) 十 … 十 


C 


0 
(ny, — xX) f(y) — fx). 


Ey 


这 就 是 要 证 的 式 子 . 
充分 性 .如 果 原 式 成 立 , 记 z=AMx+(1-A)y，, 那 么 
f lx) f(z) + (x - z)Jf(z), (3) 
f(y) fz) + Cy - zz). (4) 


式 (3)XA+ 式 (4)X (1 一 4), 得 
f+ A AFWEAE) + HOF) + ACxX- 2) + 1- ay z)) fz) 
= f(z) + (Ax+ (1— A)y— z)Jf(z) 
= f(z) = fx + (1- A)y), 
所 以 了 是 凸 函 数 ， 
3. 充分 性 .由 Taylor 公式 ,对 x,yEDD, 存 在 5=x+b(7-x)(0<0<1), 使 得 
foy)= fox) + Cy -xz)JFCx) + 让 (y -xOHfE) CY -xf 
宕 f(x) + (y— x)Jf(x). 
由 第 2 题 , 即 知 是 D 上 的 是 函数. 
必要 性 .一 方面 ,如 果 f 是 D 上 的 凸 函 数 , 但 Hf 在 D 上 不 是 正定 的 , 则 必 存 在 xED 及 
hE R", 使 得 
hHf(x)hT™ < 0. 
另 一 方面 ,由 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 , 知 


fox + Ah)= fCx) + AhIf Cx) + 去 AhHf (x)AhT +oC All2) 


= fCx) + AhJf ChT + HAChHFCx) hT + oGD) 
fx) + A x). 

由 第 2 题 知 f 不 是 西区 数 ,这 是 个 矛盾 . 

问题 9. 11 


1. (1) 用 反 证 法 .如 果 结 论 不 成 立 ,那么 必 存 在 (xo, yo)E D ,使 得 Fxo,yo)<0. 因 而 上 
在 D 上 的 最 小 值 必 在 DD 中 的 某 点 取 到 ,不 妨 设 就 在 (x*o, y) 取 到 .由 题 设 的 条 件 (1) , 知 


oo: 9 
Exor yo) + 了 oo 二 fxo, yo0) 0. 


因此 ,Cxoryo) ,52(xovyo) 中 至 少 有 一 个 取 负 值 不 妨 设 2 (xo,yo) <0, 这 说 明 单 变量 
函数 fx, yo) 在 xo 取 到 严格 的 极 大 值 ,这 与 Kx yy) 在 (xo,y%) 取 到 极 小 值 和 矛盾 . 
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(2) 由 假设 ,对 充分 小 的 e 二 0， 
px,y) = xy) 一 se + e’) 

在 9D 上 也 取 正 值 ,而 且 2 也 满足 
02 0 + 9p 
DX2 ay 


故 由 (1) 的 结论 ,对 任意 的 (x,y)ED, 知 P(x,y) 宇 0, 因 而 
fx,y) = P(x,y)+ el(e*+e’)>0. 
2. 若 f 在 D 上 的 最 大 值 在 9D 上 取 到 ,命题 就 成 立 ; 若 在 D 中 的 某 点 (xo, yo) 取 到 ， 
那么 


二 9. 


SExyo) = 3 0) = 0， 
即 
2axo + 2byo + d = 0， (1) 
2bxo + 2cyo + e = 0. (2) 


式 (1) xxo+ 式 (2) x yo, 得 
2(axi + 2bxoyo + cy3 + dxo + eyo) = dxo+eyo， 


即 
f(xo, yo) = 去 (dxo + eyo). 


车 能 证 明 d 委 0,e 委 0, 结 论 就 成 立 了 . 由 于 假定 了 在 2D 上 不 取 正 值 ,因此 
f(x,0)= at +dxr 委 0 (0<x<=1), 
从 而 有 ax + d 志 0,d 志 -ax. 令 x 一 0* , 即 得 
d 扫 0. 
再 看 有 (0, yo) = cy: + ey 和 0 (0 过 y 过 1), 易 知 
cy+t+e0, e -cy. 
令 y 一 0' , 即 得 e 委 0. 命题 得 证 . 
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按 分 量 收 敛 ,320 
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被 积 表达 式 ,211 
被 积 函 数 ,211 
闭 包 ,325 
闭 集 ,324 

闭 集 套 定理 ,327 
闭 球 ,317 

闭 区 间 套 定理 ,28 
闭 区 域 ,332 
边界 ,326 
边界 点 ,326 
补 集 ,324 

不 定 积分 ,211 
不 可 数 集 ,59 
部 分 分 式 ,224 
部 分 和 ,30 


C 


插值 多 项 式 ,441 
初等 函数 ,94 


D 
代数 数 ,63 


5 


单 边 极限 ,75 
单调 数列 ,26 
单调 函数 ,66 
单 射 ,56 
单位 切 向 量 .371 
单位 向 量 ,316 
单位 坐标 向 量 ,317 
导 集 ,325 

导数 ,125 

道路 连通 ,334 
递减 数列 ,26 
递增 数列 ,26 

第 一 类 间断 点 ,94 
第 二 类 间断 点 ,94 
点 列 的 收敛 ,319 
动力 系统 ,114 
对 称 方 阵 ,420 

点 到 集合 的 距离 ,346 


下 


二 次 型 ,421 

二 次 型 的 系数 方 阵 ,421 
二 元 多 项 式 ,229 

二 元 有 理 函 数 ,229 


F 
发 散 数列 ,9 
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法 向 量 ,375 
反常 积分 ,278 
反 沙 数 ,65 
方向 ,351 
方向 导数 ,352 
方向 余弦 ,360 
分 部 积分 法 ,214 
分 割 的 宽度 ,237 
复合 求 导 ,131 


G 


高 阶 导数 ,140 
高 阶 偏 导数 ,404 
高 阶 微分 ,189 
高 阶 无 穷 小 ,85 
高 阶 无 穷 大 ,85 
孤立 点 ,325 

拐点 ,180 

光滑 曲线 ,370 
广义 积分 ,278 


H 


孙 数 ,63 

郴 数 的 定义 域 ,56 
函数 的 值 域 ,56 

函数 的 极限 ,69 

函数 迭代 ,115 


函数 在 区 间 上 的 振幅 ,264 
函数 在 一 点 处 的 振幅 ,272 


恒 等 映射 ,58 
换 元 法 ,213 
混沌 现象 ,120 
混沌 系统 ,120 
混合 偏 导数 ,405 


J 


几乎 处 处 连续 ,277 
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基本 列 ,36,320 
奇 函 数 ,68 

积分 ,211 
积分 的 可 加 性 ,245 
积分 和 ,238 
积分 平均 值 定理 ,246 
积 集 ,313 
极 大 值 ,144 

极 小 值 ,144 
极限 ,9 
极限 点 ,325 
集合 的 势 ,60 
集合 间 的 距离 ,346 
夹 逼 原理 ,19 
间断 点 ,94 
渐 近 线 ,180 

阶梯 函数 ,269 

介 值 定理 ,109 
紧 致 集 .329 
经 线 ,378 


K 


开 集 ,322 
开 和 覆盖,43,329 
可 导 ,125 
可 去 间断 点 ,94 
可 数 集 ,59 
可 微 ,185 
空心 球 ,325 
控制 点 ,450 
控制 多 边 形 ,450 


L 


连通 集 ,332 
连续 函数 ,93 
连续 曲线 ,333 


累 次 极限 ,339 
列 紧 集 ,329 

列 紧 性 定理 ,38 
邻 域 ,13 
零 测 集 ,270 
零 值 定理 ,108 


M 


满 射 ,56 
宕 指 函数 ,100 
面积 原理 ,301 


N 


内 部 ,322 

内 点 ,322 

内 积 ,315 

内 积 的 对 称 性 ,315 

内 积 的 正定 性 ,315 
拟 微分 平均 值 定 理 ,417 
逆 像 ,401 

逆 映 射 ,56 

逆 了 映射 定理 ,401 
凝聚 点 ,325 


O 


欧 氏 空间 ,315 
偶 函 数 ,68 


P 


偏 导 数 ,352 
偏 微分 算 子 ,353 


Q 


切 平 面 ,375 
球 ,317 


求 导 的 链 式 法 则 ,131 
曲面 的 参数 方程 ,376 
曲面 的 显 式 表示 ,374 
曲面 的 隐 式 表示 ,374 
曲率 ,472 
曲线 的 弧 长 ,291 
曲线 的 切线 ,123 
确 界 原 理 ,42 


S 


三 次 样 条 函数 插值 ,443 
三 角形 不 等 式 ,5 
上 和 ,265 

上 极限 ,45 

上 积分 ,266 

上 确 界 ,40 
实数 ,3 
实数 的 连续 性 ,6 
收敛 数列 ,9 
数 域 ,1 

数列 ,8 

数 轴 ,3 
数据 点 ,440 

双 曲 正弦 ,68 
双 曲 余弦 ,68 


T 


梯度 ,357 
梯形 法 ,285 
条 件 极 值 ,429 
跳 财 ,94 
跳跃 点 ,94 

凸 电 数 ,162 
凸 区 域 ,344 
椭圆 积分 ,294 
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W 

微分 ,185 

微分 学 的 中 值 定理 ,150 
微分 形式 的 不 变性 ,189 
微 积分 基本 定理 ,251 
纬 线 ,378 

外 点 ,326 

外 法 向 量 ,376 

无 尽 循环 小 数 ,2 

无 尽 不 循环 小 数 ,3 
无 理 数 ,3 
无 穷 递 降 法 ,5 
无 穷 小 ,17 

无 穷 大 ,24 
无 穷 级 数 ,30 
无 穷 积 分 ,278 


X 


瑕 点 ,282 

瑕 积分 .281 
下 和 ,265 

下 极限 ,45 

下 积分 ,266 

下 确 界 ,40 
线性 插值 ,201 
线性 映射 ,348 
向 量 ,314 

向 量 的 范 数 ,315 
向 量 的 夹 角 ,316 
向 量 的 内 积 ,315 
向 量 空间 ,315 
心脏 线 ,290 
旋转 曲面 ,296 


Y 


严格 递增 函数 ,66 
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严格 递减 函数 ,66 
严格 极 大 值 ,156 
严格 极 小 值 ,156 
严格 凸 函数 ,163 
严格 正 ( 负 ) 定 方 阵 ,421 
一 致 连续 ,102 
移 位 算 子 ,458 
隐 范 数 ,384 

隐 范 数 定理 ,385 
隐 上 映射 定理 .392 
映射 ,55 
映射 的 定义 域 ,55 
映射 的 值 域 ,56 
映射 的 复合 ,57 . 
映射 的 相等 .56 
有 界 数列 ,13 

有 理 隧 数 ,93 

有 限 履 盖 定 理 ,43 
右 导数 ,125 

右 极限 ,75 

右 连续 ,92 
原 函 数 ,211 


乙 


正则 映射 ,402 
周期 点 ,115 
周期 轨 ,115 
周期 函数 ,68 
至 多 可 数 集 ,59 
驻 点 ,145 
子 列 ,14 
自然 对 数 ,32 
左 导数 .125 
左 极限 ,75 
左 连续 ,92 


Bézier 曲线 ,450 
Bolzano-Weierstrass 定理 ,38 


Cauchy 列 ,36 

Cauchy 收敛 原理 (数列 极限 ),39 
Cauchy 收敛 原理 ( 国 数 极限 ),74 
Cauchy 中 值 定理 ,149 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 ,248 
Chebychev 不 等 式 ,7 

Coons 曲面 ,440 


Darboux 定理 ,150 
De Morgan 对 偶 定 理 ,324 
Dirichlet 函数 ,71 


Euclid 空间 ,315 
Euler 常数 ,35 


Fermat 定理 ,144 
Fermat 光 行 最 速 原理 ,160 


Heine-Borel 定理 ,43 
Hermite 插值 ,442 
Hesse 矩阵 .415 
Holder 不 等 式 ,307 


Jacobi 矩阵 ,357 
Jensen 不 等 式 ,165 


Lagrange 插值 ,440 
Lagrange 基底 ,441 
Lagrange 中 值 定理 ,146 
Lagrange 乘 数 法 ,429 


Laplace 算 子 ,410 
Leibniz 定理 ,140 
Lebesgue 定理 ,271 
Lebesgue 积分 ,277 
Lebesgue 数 ,45 
L’'Hospital 法 则 ,173 
Li-Yorke 定理 ,116 
Lipschitz 条 件 ,106 


Minkowski 不 等 式 ,308 
Newton-Leibniz 公式 ,241 


Riemann 困 数 ,77 
Riemann 和 ,238 
Riemann 可 积 ,238 
Riemann 积分 ,238 
Rolle 定理 ,145 


Sharkovsky 定理 ,119 
Stirling 公式 ,309 
Stolz 定理 ,51 


Taylor 定理 ( 带 Peano 余 项 ) ,192 
Taylor 定理 ( 带 Lagrange 余 项 ) ,199 
Taylor 定理 ( 带 Cauchy 余 项 ) ,199 
Taylor 定理 ( 带 积分 余 项 ) ,257 
Taylor 多 项 式 ,192 

Toeplitz 定理 ,23 


Wallis 公式 ,309 


Young 不 等 式 ,306 
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